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1. Введение

Применение классических полиномиальных формул численного дифференцирова-
ния [1] при наличии пограничного слоя, где функция имеет большие градиенты, может
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приводить к значительным погрешностям [2]. В связи с этим возникает необходимость в
построении формул численного дифференцирования, погрешность которых не растет в
области пограничного слоя. В [3] предполагается, что у исходной функции с точностью
до множителя выделена составляющая, отвечающая за большие градиенты функции.
Такая декомпозиция функции с выделением регулярной и погранслойной составляющих
обосновывалась в [4] для решения сингулярно возмущенной задачи. В [3] построена ин-
терполяционная формула с произвольно заданным числом узлов интерполяции, точная
на погранслойной составляющей. Равномерная по погранслойной составляющей оценка
погрешности этой формулы получена в [5].

В [3] дифференцированием построенного интерполянта получены разностные форму-
лы для производных, точные на погранслойной составляющей. Однако в [3] нет оценок
погрешности построенных формул численного дифференцирования. В [6, 7] получены
оценки погрешности формул из [3], равномерные по градиентам выделенной погранс-
лойной составляющей, при вычислении первой и второй производных.

Отметим, что можно использовать и альтернативный подход, когда классические раз-
ностные формулы для вычисления производных применяются на сетках, сгущающихся
специальным образом в области больших градиентов. В [8] показано, что в случае экс-
поненциального пограничного слоя погрешность таких формул становится равномерной
по малому параметру, если их применять на сетке Шишкина [9].

В предлагаемой работе рассматривается вопрос оценивания погрешности формулы
из [3] при вычислении производной произвольного порядка. Погранслойная составляю-
щая будет рассматриваться как функция общего вида, поэтому может отражать различ-
ные особенности дифференцируемой функции.

Под C и Cj будем подразумевать положительные постоянные, не зависящие от по-
гранслойной составляющей Φ(x), ее производных и от шага сетки. В случае экспоненци-
ального погранслоя эти постоянные не зависят от малого параметра ε и шага сетки h.
Различные величины будем ограничивать одной постоянной Cj , если понятно по тексту.

2. Постановка задачи

Пусть исходная функция u(x) является достаточно гладкой и имеет представление:

u(x) = p(x) + γΦ(x), x ∈ [0, 1], (1)

где p(x) — регулярная составляющая с ограниченными производными до некоторого
порядка, Φ(x) — погранслойная составляющая, являющаяся функцией общего вида и
имеющая большие градиенты. Составляющая Φ(x) предполагается известной, p(x) и γ
не заданы.

В случае
Φ(x) = e−αx/ε, α > 0, ε ∈ (0, 1] (2)

декомпозиция (1) справедлива [4] для решения сингулярно возмущенной задачи:

εu′′(x) + a1(x)u′(x)− a2(x)u(x) = f(x), u(0) = A, u(1) = B,

где a1(x) ≥ C0 > 0, a2(x) ≥ 0, ε ∈ (0, 1], α = a1(0), функции a1, a2, f — достаточно
гладкие.

Пусть Ωh — равномерная сетка интервала [0, 1]:
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Ωh = {xj : xj = jh, j = 0, 1, . . . , N, Nh = 1}.

Предполагаем, что функция u(x) задана в узлах сетки Ωh, uj = u(xj).
Покажем, что если функция u(x) имеет представление (1), то погрешность классиче-

ских формул для производной на равномерной сетке может быть существенной. Пусть
u(x) = e−x/ε, x ∈ [0, 1]. Выпишем формулу для производной:

u′(x) ≈ uj − uj−1

h
, x ∈ [xj−1, xj ]. (3)

В данном случае производная u′(x) в области пограничного слоя является величиной, по-
рядка O(1/ε), поэтому в соответствии, например, с [10, 11, 8] оценивается относительная
погрешность при вычислении первой производной, получаемая умножением абсолютной
погрешности на малый параметр ε. Заметим, что в этих работах оценка погрешности
равномерна по параметру ε, потому что формула для производной применяется на сетке
Шишкина [9]. В случае формулы (3) на равномерной сетке при ε = h имеем

ε

∣∣∣∣u1 − u0

h
− u′(0)

∣∣∣∣ = e−1.

Таким образом, погрешность формулы значительна, если ε = h, несмотря на малость h.
Задача построения формул численного дифференцирования функций, имеющих пред-
ставление (1), актуальна.

Для построения формул численного дифференцирования применяем интерполяцион-
ную формулу, точную на составляющей Φ(x), отвечающей за большие градиенты функ-
ции u(x). На произвольном интервале [xm, xm+k−1] с k узлами сетки Ωh в [3] построена
интерполяционная формула

LΦ,k(u, x) = Lk−1(u, x) +
[xm, . . . , xm+k−1]u

[xm, . . . , xm+k−1]Φ

[
Φ(x)− Lk−1(Φ, x)

]
, x ∈ [xm, xm+k−1], (4)

где [xm, . . . , xm+k−1]u — разделенная разность для функции u(x) [1], k ≥ 2, Lk−1(u, x) —
многочлен Лагранжа для функции u(x) с (k − 1) узлами интерполяции xm, . . . , xm+k−2.
Для корректного задания формулы (4) задаем ограничение

Φ(k−1)(x) 6= 0, x ∈ (xm, xm+k−1). (5)

В [12] формула (4) представлена в виде

LΦ,k(u, x) = Lk(u, x) +
[xm, . . . , xm+k−1]u

[xm, . . . , xm+k−1]Φ

[
Φ(x)− Lk(Φ, x)

]
, x ∈ [xm, xm+k−1]. (6)

Эквивалентность формул (4) и (6) устанавливается на основе соотношения [1, с. 46]:

Lk(u, x) = Lk−1(u, x) + (x− xm) · · · (x− xm+k−2)[xm, . . . , xm+k−1]u.

Из (6) следует, что эта формула является интерполяционной с узлами интерполяции
xm, xm+1, . . . , xm+k−1 и точной на многочленах степени (k − 2) и на функции Φ(x).

На основе (6) зададим формулу численного дифференцирования:
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u(n)(x) ≈ L(n)
Φ,k(u, x) = L

(n)
k (u, x) +

∆k−1um
∆k−1Φm

[
Φ(n)(x)− L(n)

k (Φ, x)
]
, x ∈ [xm, xm+k−1], (7)

где n < k, ∆k−1um — конечная разность для функции u(x) [1, с. 65], определяемая
соотношениями: ∆um = um+1 − um, ∆jum = ∆(∆j−1um). Отметим, что формула (7)
является точной на составляющей Φ(x).

В работе оценим погрешность формулы (7), применяемой к функции u(x) вида (1).

3. Оценка погрешности формулы для производной

Лемма 1. Пусть для функции u(x) справедлива декомпозиция (1), 1 ≤ n < k. Пусть
найдется Dn такое, что 0 < 1/Dn ≤ C1 и для некоторой постоянной C2 справедлива
оценка

G =
hn−1

Dn

∣∣∣L(n)
k (Φ, x)− Φ(n)(x)

∣∣∣/|∆k−1Φm| ≤ C2. (8)

Тогда справедлива следующая оценка:

1

Dn

∣∣∣L(n)
Φ,k(u, x)− u(n)(x)

∣∣∣ ≤ C1

∣∣∣L(n)
k (p, x)− p(n)(x)

∣∣∣+ C2
|∆k−1pm|
hn−1

, x ∈ [xm, xm+k−1]. (9)

Доказательство. Формула (7) является точной на Φ(x), поэтому∣∣∣L(n)
Φ,k(u, x)− u(n)(x)

∣∣∣ =
∣∣∣L(n)

Φ,k(p, x)− p(n)(x)
∣∣∣ ≤ ∣∣∣L(n)

k (p, x)− p(n)(x)
∣∣∣+∣∣∣∆k−1pm

∆k−1Φm

(
Φ(n)(x)− L(n)

k (Φ, x)
)∣∣∣, x ∈ [xm, xm+k−1]. (10)

Учитывая (8), (10), условие 0 < 1/Dn ≤ C1, получаем (9). Это доказывает лемму.

Замечание.При заданииDn таким образом, что |Φ(n)(x)| ≤ Dn, неравенство (9) соответ-
ствует оценке относительной погрешности формулы (7). Примеры применения леммы 1
с соответствующим заданием Dn будут приведены ниже.

Уточним оценку (9), учитывая ограниченность производных функции p(x). Пусть для
некоторой постоянной C3 |p(j)(x)| ≤ C3, j ≤ k+n. В соответствии с [1], ∆k−1pm/h

k−1 =
p(k−1)(s) для некоторого s. Учитывая оценку погрешности при вычислении производной
на основе дифференцирования многочлена Лагранжа [1], для некоторой постоянной C
имеем ∣∣∣L(n)

k (p, x)− p(n)(x)
∣∣∣ ≤ Chk−n, |∆k−1pm| ≤ Chk−1. (11)

При заданииDn на основе выполнения условия (8), из (9), (11) для некоторой постоянной
C4 получаем

1

Dn

∣∣∣L(n)
Φ,k(u, x)− u(n)(x)

∣∣∣ ≤ C4h
k−n. (12)

Рассмотрим применение леммы 1 на примере, когда k = 3, n = 1. Тогда формула (7)
принимает вид:

L′Φ,3(u, x) = L′3(u, x) +
um+2 − 2um+1 + um
Φm+2 − 2Φm+1 + Φm

(
Φ′(x)− L′3(Φ, x)

)
, x ∈ [xm, xm+2], (13)

где



А.И. Задорин 21

L′3(Φ, x) =
2x− xm+1 − xm+2

2h2
Φm −

2x− xm − xm+2

h2
Φm+1 +

2x− xm+1 − xm
2h2

Φm+2. (14)

Перейдем к проверке выполнения условия (8) с заданием ограничений на функцию Φ(x).
Оценим |L′3(Φ, x) − Φ′(x)|. Применяем разложение в ряд Тейлора с остаточным членом
в интегральном виде:

Φ(η) = Φ(x) + (η − x)Φ′(x) +
(η − x)2

2
Φ′′(x) +

1

2

η∫
x

(η − s)2Φ(3)(s) ds. (15)

Раскладывая в (14) Φm, Φm+2 по формуле (15) в узле xm+1, применяя формулу

Φ′(x) = Φ′m+1 + (x− xm+1)Φ′′m+1 +

x∫
xm+1

(x− s)Φ(3)(s) ds

и приводя подобные, при всех x ∈ [xm, xm+2] получаем

L′3(Φ, x)− Φ′(x) =
2x− xm+1 − xm+2

4h2

xm∫
xm+1

(xm − s)2Φ(3)(s) ds+

2x− xm+1 − xm
4h2

xm+2∫
xm+1

(xm+2 − s)2Φ(3)(s) ds−
x∫

xm+1

(x− s)Φ(3)(s) ds. (16)

Из (16) имеем

∣∣∣L′3(Φ, x)− Φ′(x)
∣∣∣ ≤ 1

4

xm+1∫
xm

(s− xm)|Φ(3)(s)| ds+

1

4

xm+2∫
xm+1

(xm+2 − s)|Φ(3)(s)| ds+

∣∣∣∣∣
x∫

xm+1

(x− s)Φ(3)(s) ds

∣∣∣∣∣. (17)

Из (17) следует

∣∣∣L′3(Φ, x)− Φ′(x)
∣∣∣ < 5

4

xm+1∫
xm

(s− xm)|Φ(3)(s)| ds+
5

4

xm+2∫
xm+1

(xm+2 − s)|Φ(3)(s)| ds. (18)

На основе разложения Φm+2,Φm в ряд через узел xm+1, получаем

∆2Φm = Φm+2 − 2Φm+1 + Φm =

xm+1∫
xm

(s− xm)Φ(2)(s) ds+

xm+2∫
xm+1

(xm+2 − s)Φ(2)(s) ds. (19)

В силу условия (5) Φ(2)(x) сохраняет знак при x ∈ (xm, xm+2). Сделаем ограничение
на функцию Φ(x), предполагая, что для некоторого D1 справедливо неравенство:
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|Φ(3)(x)| ≤ D1|Φ(2)(x)|, x ∈ [xm, xm+2]. (20)

Применяя соотношения (18)–(20), убеждаемся, что в случае n = 1, k = 3 при задании
C2 = 5/4 справедлива оценка (8). Тогда в соответствии с леммой 1 справедлива оценка
(9) при n = 1, k = 3 и дополнительном ограничении (20).

Остановимся на случае экспоненциального пограничного слоя, когда Φ(x) = e−αx/ε

и выполнено условие (20) при задании D1 = α/ε. Как сказано выше, тогда справедлива
оценка (9). Применяя оценку (12), для формулы (13) получаем оценку погрешности

ε|L′Φ,3(u, x)− u′(x)| ≤ Ch2, x ∈ [xm, xm+2], 0 ≤ m ≤ N − 2. (21)

Рассмотрим функцию с декомпозицией (1) при задании Φ(x) = lnx на интервале
[ε, 1], когда ε ∈ (0, 1/2]. Декомпозиция с такой функцией Φ(x) рассматривалась в [7] для
решения уравнения Пуассона в кольце с малым радиусом ε. В этом случае справедливо
ограничение (20) при задании D1 = 2/ε. По аналогии с предыдущим случаем получаем
оценку (21).

4. Частный случай для разностных формул

Рассмотрим случай k = n+ 1. Классические формулы для вычисления производных,
основанные на дифференцировании многочлена Лагранжа, в этом случае имеют вид:

u(n)(x) ≈ ∆num
hn

, x ∈ [xm, xm+n]. (22)

Применение формулы (22) в области больших градиентов функции u(x), как показано в
случае формулы (3), когда n = 1, может приводить к значительным погрешностям.

Применяя (4), зададим формулу для вычисления производной, точную на Φ(x):

u(n)(x) ≈ L(n)
Φ,n+1(u, x) =

∆num
∆nΦm

Φ(n)(x), x ∈ [xm, xm+n]. (23)

Представляет интерес анализ погрешности такой формулы при n ≥ 1.
В случае k = n+ 1 перейдем от условия (8) к более простому для проверки условию.

Учитывая представление многочлена Лагранжа в форме Ньютона [1, с. 46], при x, r ∈
[xm, xm+n] имеем

L
(n)
n+1(Φ, x)− Φ(n)(x) = n![xm, . . . , xm+n]Φ− Φ(n)(x) = Φ(n)(r)− Φ(n)(x) =

r∫
x

Φ(n+1)(t)dt.

Учитывая это соотношение, (23), лемму 1 и (11), получаем следующий результат.

Лемма 2. Пусть для функции u(x) справедлива декомпозиция (1), n ≥ 1. Пусть
0 < 1/Dn ≤ C1, |p(j)(x)| ≤ C3 при j ≤ 2n+ 1, и для некоторой постоянной C2

G =
hn−1

Dn

xm+n∫
xm

|Φ(n+1)(s)| ds
/
|∆nΦm| ≤ C2, 0 ≤ m ≤ N − n. (24)

Тогда для некоторой постоянной C справедлива оценка
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1

Dn

∣∣∣∆num
∆nΦm

Φ(n)(x)− u(n)(x)
∣∣∣ ≤ Ch, x ∈ [xm, xm+n], n ≥ 1.

Случай экспоненциального пограничного слоя. В этом случае функция Φ(x) со-
ответствует (2). Получим оценку погрешности формулы (23).

Теорема. Пусть для функции u(x) справедлива декомпозиция (1), Φ(x) соответствует
(2), |p(j)(x)| ≤ C3, j ≤ 2n+ 1. Тогда для некоторой постоянной C

εn
∣∣∣∣∆num
∆nΦm

Φ(n)(x)− u(n)(x)

∣∣∣∣ ≤ Ch, x ∈ [xm, xm+n], n ≥ 1, 0 ≤ m ≤ N − n. (25)

Доказательство. В соответствии с [1, с. 66], справедлива формула

∆nΦm =

n∑
j=0

(−1)jCjnΦm+n−j .

Учитывая (2), имеем

∆nΦm =

n∑
j=0

(−1)jCjne
−αxm+n−j/ε.

Зададим Dn = αn/εn. Тогда G из (24) принимает вид:

G =
hn−1

αn
× 1− e−αhn/ε∣∣∣ n∑

j=0
(−1)jCjne−αh(n−j)/ε

∣∣∣ =
hn−1

αn
× 1− e−αhn/ε∣∣∣ n∑

i=0
(−1)n−iCin(e−αh/ε)i

∣∣∣ , i = n− j.

Учитывая разложение для (1− x)n, получаем

G =
hn−1

αn
× 1− e−αhn/ε

(1− e−αh/ε)n
=
hn−1

αn
× 1 + e−αh/ε + · · ·+ e−α(n−1)h/ε

(1− e−αh/ε)n−1
.

Из этого соотношения следует ограниченность G, равномерная по параметру ε. Следо-
вательно, для некоторой постоянной C2 выполняется условие (24). Тогда в силу леммы 2
справедлива оценка (25). Теорема доказана.

В соответствии с теоремой, в случае экспоненциального пограничного слоя для фор-
мулы (23) при всех конечных n ≥ 1 справедлива оценка погрешности порядка O(h),
равномерная по параметру ε.

5. Результаты численных экспериментов

В проведенных экспериментах вычисляется максимальная погрешность по узлам сгу-
щенной в четыре раза сетки. Пусть Sk(u, x) — применяемая формула для вычисления
производной u′(x). Приведенная в таблицах 1–3 погрешность имеет вид:

∆ε,N = εmax
m

max
j
|Sk(u, x̃j)− u′(x̃j)|, m = 0, k − 1, . . . , N − k + 1,

где x̃j — узлы сгущенной сетки, x̃j ∈ [xm, xm+k−1]. Зададим функцию u(x) вида (1), (2):

u(x) = cos(πx) + e−x/ε, 0 ≤ x ≤ 1.
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В таблицах под e−m будем понимать 10−m.
В табл. 1 приведена погрешность ∆ε,N при вычислении первой производной на ос-

нове дифференцирования многочлена Лагранжа L3(u, x). При ε = h погрешность не
уменьшается с уменьшением шага сетки h.

Таблица 1. Погрешность вычисления производной на основе L′
3(u, x)

ε
N

10 102 103 104 105 106

1 5.04 e−2 5.07 e−4 5.07 e−6 5.07 e−8 5.39 e−10 6.27 e−12
10−1 2.06 e−2 1.36 e−3 1.63 e−5 1.66 e−7 1.67 e−9 3.65 e−11
10−2 5.14 e−4 2.37 e−2 1.37 e−3 1.63 e−5 1.66 e−7 1.67 e−9
10−3 5.14 e−5 2.24 e−6 2.37 e−2 1.36 e−3 1.63 e−5 1.66 e−7
10−4 5.14 e−6 5.17 e−8 2.27 e−6 2.37 e−2 1.37 e−3 1.63 e−5
10−5 5.14 e−7 5.17 e−9 5.17 e−11 2.27 e−6 2.37 e−2 1.37 e−3

В табл. 2 приведена погрешность ∆ε,N при вычислении первой производной на основе
формулы (13). Результаты вычислений согласуются с оценкой (21).

Таблица 2. Погрешность вычисления производной по формуле (13)

ε N

10 102 103 104 105 106

1 5.39 e−2 5.42 e−4 5.42 e−6 5.42 e−8 5.75 e−10 7.35 e−12
10−1 1.66 e−2 1.72 e−4 1.72 e−6 1.72 e−8 1.74 e−10 3.13 e−12
10−2 4.80 e−3 1.59 e−4 1.64 e−6 1.65 e−8 1.65 e−10 3.80 e−12
10−3 4.81 e−4 4.93 e−5 1.60 e−6 1.64 e−8 1.65 e−10 1.85 e−12
10−4 4.81 e−5 4.93 e−6 4.93 e−7 1.59 e−8 1.64 e−10 1.66 e−12
10−5 4.81 e−6 4.93 e−7 4.93 e−8 4.93 e−9 1.59 e−10 1.65 e−12

Выше показано, что погрешность классической формулы (3) может быть значитель-
ной. Рассмотрим построенный аналог этой формулы, когда в (23) n = 1:

u′(x) ≈ uj − uj−1

Φj − Φj−1
Φ′(x), x ∈ [xj−1, xj ]. (26)

В табл. 3 приведена погрешность ∆ε,N формулы (26). Результаты вычислений при всех
ε и N согласуются с оценкой (25).

Таблица 3. Погрешность вычисления производной по формуле (26)

ε N

24 25 26 27 28 29

1 2.98 e−1 1.49 e−1 7.43 e−2 3.71 e−2 1.85 e−2 9.27 e−3
2−4 1.11 e−1 5.169 e−2 2.48 e−2 1.22 e−2 6.02 e−3 3.00 e−3
2−5 1.23 e−1 5.47 e−2 2.55 e−2 1.23 e−2 6.01 e−3 2.97 e−3
2−10 1.84 e−1 9.08 e−2 4.39 e−2 2.05 e−2 9.01 e−3 3.85 e−3
2−11 1.59 e−1 8.13 e−2 3.95 e−2 1.90 e−2 8.83 e−3 3.87 e−3

6. Заключение

Рассмотрен вопрос численного дифференцирования функций с большими градиен-
тами на равномерной сетке. Для исходной функции одной переменной предполагается
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справедливой декомпозиция в виде суммы регулярной составляющей и известной с точ-
ностью до множителя погранслойной составляющей, задающей основной рост функции.
Исследованы разностные формулы для производных, точные на погранслойной состав-
ляющей дифференцируемой функции. В случае экспоненциального пограничного слоя
при k = n + 1 для произвольного конечного n получены оценки погрешности поряд-
ка O(h), равномерные по малому параметру ε. Приведены результаты экспериментов,
согласующиеся с полученными оценками погрешностей.
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