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Рассмотрена нелинейная задача о движении твердой сферы вблизи свободной поверх-
ности бесконечно глубокой жидкости. Для случая движения с постоянным ускорением
из состояния покоя решение ищется в виде ряда по целым степеням времени. Найдены
коэффициенты разложения до четвертой степени включительно для формы свободной
поверхности и силы, действующей на сферу. Проведено сравнение решений задачи для
линейных и нелинейных условий на свободной границе.

Ключевые слова: поверхностные волны, погруженная сфера, граничное интегральное
уравнение.

Введение. Задача о движении тел под поверхностью тяжелой жидкости исследова-
лась многими авторами. Аппроксимация тела, движущегося под свободной поверхностью,
особенностью потенциала скорости впервые была предложена Г. Ламбом [1] и в дальней-
шем использовалась Т. Хэвелоком в задаче о движении сферы в глубокой жидкости [2].
В [3] движение сферы исследовалось методом распределения особенностей по ее поверх-
ности. Все указанные решения получены в рамках линейной теории для случая устано-
вившегося движения. В [4] в нелинейной постановке рассматривалось импульсивное дви-
жение полностью погруженного цилиндра из состояния покоя при постоянных скорости и

ускорении. В этой работе найдена начальная асимптотика по времени формы свободной
поверхности и действующей на цилиндр силы. В [5] та же задача решена в дипольном
приближении. Волны, возбуждаемые в двухслойной жидкости естественно всплывающим
шаром, рассматривались в [6].

В данной работе для решения нелинейной нестационарной задачи используется метод

сведения исходной задачи Коши — Пуассона к системе интегродифференциальных урав-
нений на свободной границе. Ранее этот метод широко использовался при исследовании
корректности задач о движении жидкости со свободными границами [7]. С помощью это-
го метода в работе [8] получено и обосновано дипольное приближение задачи о движении
кругового цилиндра под поверхностью жидкости. В [9, 10] доказана однозначная разре-
шимость в малом по времени нестационарной задачи о движении погруженной сферы и

описан способ ее приближенного моделирования системой мультиполей, сосредоточенных
в центре.

Основной целью данной работы является построение начальной асимптотики по вре-
мени формы свободной поверхности (с учетом нелинейности условий на ней) и действую-
щей на сферу силы.

1. Постановка задачи. Рассматривается движение полностью погруженной сферы
в бесконечно глубокой идеальной несжимаемой жидкости, ограниченной сверху свобод-
ной поверхностью. Ускорение свободного падения g направлено вниз вдоль оси z, плос-
кость Ox1x2 совпадает с невозмущенной свободной поверхностью. Сфера радиуса R дви-
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жется прямолинейно с постоянным ускорением A. Выберем в качестве масштаба уско-
рения величину |A|, в качестве масштаба пространственных переменных расстояние H
от невозмущенной свободной поверхности до центра сферы в начальный момент време-
ни. Тогда масштабы скорости, потенциала, времени и давления соответственно равны√
|A|H, H

√
|A|H,

√
H/|A|, ρ|A|H (ρ — постоянная плотность жидкости). Введем без-

размерный параметр — число Фруда Fr =
√
|A|/g . Основные безразмерные параметры

задачи: ε = R/H, координаты центра сферы xc = (a1t
2/2, a2t

2/2, a3t
2/2− 1), время t, ско-

рость сферы vc = (a1t, a2t, a3t), ускорение a = (a1, a2, a3), |a| = 1. Уравнение свободной
поверхности Γ(t) имеет вид z = h(x, t), x = (x1, x2). Здесь пространственные переменные
x1, x2 и z безразмерные.

Задача Коши — Пуассона для безразмерного потенциала поля скоростей Φ(x1, x2, z, t)
имеет вид

∆Φ = 0 (−∞ < z < h(x, t), |x− xc| > ε),

ht + Φx1hx1 + Φx2hx2 = Φz, Φt + |∇Φ|2/2 + Fr−2h = 0 на Γ(t),

n · (∇Φ(x, z, t)− vc(t)) = 0 на сфере Sε, |∇Φ| → 0, h(x, t) → 0 пpи |x|+ |z| → ∞,

h(x, 0) = h0(x), Φ(x, z, 0) = Φ0(x, z), ∆Φ0 = 0, n · (∇Φ0(x, z)− vc(0)) = 0,

где x = (x, z); n — единичный вектор нормали к сфере Sε.
2. Сведение на границу. В исходной задаче область определения искомой функции

неизвестна. Путем введения вспомогательных функций ϕ(x, t) = Φ(x, h(x, t), t), ψ(x, t) =
Φz(x, h(x, t), t) задача Коши— Пуассона разбивается на задачу Коши на свободной поверх-
ности и смешанную краевую задачу для уравнения Лапласа в области, занятой жидкостью.
Задача Коши формулируется с помощью условий на свободной гpанице [7]

ht = −∇ϕ∇h+ (1 + |∇h|2)ψ, ϕt = −|∇ϕ|2/2− Fr−2h+ (1 + |∇h|2)ψ2/2 (2.1)

и начальных условий

h(x, 0) = h0(x), ϕ(x, 0) = Φ0(x, h0(x)).

Систему (2.1) замыкает интегральное уравнение, которое получается с использованием
формулы Грина:

4πΦ(x) =

∫
S

G(x,y)n · ∇Φ(y) dS −
∫
S

Φ(y)n · ∇G(x,y) dS.

Здесь y = (y, h(y)); y = (y1, y2); S = Γ(t) ∪ Sε; n — нормаль к границе S; G(x,y) —
функция Грина внешней задачи Неймана для сферы [11]:

G(x,y) = 1/|x− y|+N(x,y),

N(x,y) =
ε

|x− xc||(x− xc)∗ − (y − xc)|
+

+
1

ε
ln

|x− xc||y − xc| − (x− xc,y − xc)

ε2 + |x− xc||(x− xc)∗ − (y − xc)| − (x− xc,y − xc)

(звездочка означает инверсию (x−xc)
∗ = ε2(x−xc)/|x−xc|2 точки x относительно сфе-

ры Sε). Так как по построению n · ∇G(x,y)|Sε = 0, то один из интегралов по поверхности
сферы исчезает, а второй является решением задачи о движении сферы в безграничном
потоке жидкости:

1

4π

∫
Sε

G(x,y)n · ∇Φ(y) dS =
ε3(vc,x− xc)

2 |x− xc|3
.
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Тогда в формуле Грина остаются интегралы только по свободной поверхности, т. е.

4πΦ(x) =

∫
Γ(t)

G(x,y)n · ∇Φ(y) dS −
∫

Γ(t)

Φ(y)n · ∇G(x,y) dS − 2π
ε3(vc,x− xc)

|x− xc|3
.

Продифференцируем полученное равенство по z и устремим точку x к свободной поверх-
ности. С учетом скачка потенциала двойного слоя, равного величине −2πΦz, получаем

2πψ(x, t) = −
∫
R2

h(x, t)− h(y, t)

|x− y|3
[(1 + |∇h|2)ψ −∇h∇ϕ] dy1 dy2 +

+

∫
R2

(x− y)∇ϕ(y, t)

|x− y|3
dy1 dy2 −

2πε3a3t

|x− xc|3
+ 6π

ε3(h(x, t)− a3t
2/2 + 1)

|x− xc|5
vc · (x− xc) +

+

∫
R2

Nz(x,y)[(1 + |∇h|2)ψ −∇h∇ϕ] dy1 dy2 −
∫
R2

ν · ∇Nz(x,y)ϕ(y, t) dy1 dy2, (2.2)

где x = (x, h(x, t)); ν = (−hy1 ,−hy2 , 1). В правой части уравнения (2.2) первые два ин-
теграла не зависят явно от ε. Они сохраняются в (2.2) и в том случае, когда радиус
сферы равен нулю. При этом получается уравнение для задачи о свободных волнах. Вне-
интегральные слагаемые соответствуют диполю, движущемуся в безграничной жидкости.
Последние два интеграла отвечают за взаимодействие сферы и свободной поверхности и

исчезают при ε = 0. Уравнения (2.1), (2.2) образуют замкнутую систему. Ее решение
позволяет восстановить потенциал скорости жидкости всюду в области течения. Затем с
помощью интеграла Коши — Лагранжа находится давление, которое жидкость оказывает
на движущуюся сферу.

Функция N(x,y) может быть представлена в виде ряда по степеням ε:

N(x,y) =
ε

|x− xc(t)||y − xc(t)|
+

1

ε

∞∑
k=1

(−1)k

k

{ ∞∑
n=1

ε2n

|x− xc(t)|n|y − xc(t)|n
}k

+

+
∞∑

n=1

(−1)n
(2n− 1)!!

(n+ 1)!

{ ε

|x− xc(t)| |y − xc(t)|

}2n+1(
ε2 − 2(x− xc(t),y − xc(t))

)n
+

+
1

ε

∞∑
k=1

(−1)k

k

{ ∞∑
n=1

(−1)n
(2n− 1)!!

(n+ 1)!

( ε

|x− xc(t)| |y − xc(t)|

)n+1
×

×
(
1− (x− xc(t),y − xc(t))

|x− xc(t)| |y − xc(t)|

)n(
1− ε2

|x− xc(t)| |y − xc(t)|

)−2n}k
.

Этот ряд сходится, если ε2/|x − xc(t)| |y − xc(t)| < 1, где точки x, y находятся на сво-
бодной поверхности. Данное условие означает, что сфера во время движения должна быть
полностью погружена в жидкость. После преобразований получим

N(x,y) =
1

2

ε3(x− xc,y − xc)

|x− xc|3|y − xc|3
− ε5

|x− xc|3|y − xc|3
+

+
∞∑

n=3

ε2n−1

|x− xc|n|y − xc|n
n∑

k=1

(−1)k

k

k!

i1! . . . in!
+
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+
∞∑

n=2

n∑
k=0

(−1)n
(2n− 1)!!

(2n)!!
Ck

n(−2)kε4n−2k+1 (x− xc,y − xc)
k

|x− xc|2n+1|y − xc|2n+1
+

+
∞∑
i=4

[i/2]∑
k=1

(−1)k

k

k!

j2! . . . ji!

i∑
q=2

[ q−1
2 ]jq∑

m=0

Bk,i,m,j2,...,jiε
2i−2m−1 (x− xc,y − xc)

m

|x− xc|i|y − xc|i

(i1 + 2i2 + . . . + nin = n, i1 + i2 + . . . + in = k, 2j2 + . . . + iji = i, j2 + . . . + ji = k). Здесь
Bk,i,m,j2,...,ji — числовые коэффициенты:

Bk,i,m,j2,...,ji =

min(m,0)∑
m2=max

(
0,m−

i∑
q=2,q 6=2

[ q−1
2 ]jq

) · · ·
min

(
m,[ i−1

2 ]ji

)∑
mi−1=max

(
0,m−

i∑
q=2,q 6=i−1

[ q−1
2 ]jq

)A2,m2,j2 · · ·

· · ·Ai−1,mi−1,ji−1Ai,m−m2−...−mi−1,ji ;

Ap,lp,jp = C
k1
jp
C

k2
jp−k1

· · ·C
k[(p−1)/2]

jp−k1−...−k[(p−1)/2]−1
a

jp−(k1+...+k[(p−1)/2])

p,0 a
k1
p,1 · · · a

k[(p−1)/2]

p,[(p−1)/2]
;

k1 + 2k2 + . . .+ [(p− 1)/2]k[(p−1)/2] = lp, 0 6 lp 6 [(p− 1)/2]jp;

k1 + k2 + . . .+ k[(p−1)/2] 6 jp;

ap,j = (−1)j
p−j−1∑

max(1,j)

(−1)n
(2n− 1)!!

(n+ 1)!
Cp−j−n−1

n+p−j−2C
j
n;

i1, . . . , in, j2, . . . , ji, k1, . . . , k[(p−1)/2] — целые неотрицательные числа; [ν] — целая часть

числа ν.
Подставляя полученное представление функции N(x,y) в виде ряда по степеням ε

в формулу Грина для потенциала скорости, можно сделать следующий вывод. Точное
выполнение условия непротекания на сфере соответствует предположению, что в центре
сферы сосредоточено бесконечное число мультиполей, мощности которых зависят от па-
раметра ε, мгновенной формы свободной поверхности и потенциала скорости жидкости на
ней. Малость параметра ε означает, что в начальный момент времени сфера находится
достаточно далеко от свободной поверхности. В работе ищется решение исходной задачи
в двух приближенных постановках. Первое приближение получается, если в ядре N(x,y)
интегрального уравнения (2.2) отбросить слагаемые порядка ε5 и выше, второе— если от-
бросить слагаемые порядка ε7 и выше. Первое приближение назовем дипольным, второе—
модифицированным дипольным приближением.

3. Вывод вспомогательных соотношений. Выведем соотношения, которые верны
для всех рассматриваемых приближений. В начальный момент времени жидкость покоит-
ся, поэтому начальные условия имеют вид h(x, 0) = 0, ϕ(x, 0) = 0. Решение системы (2.1),
(2.2) ищется в виде рядов по степеням t:

(h, ϕ, ψ) = (0, 0, ψ0) + t(h1, ϕ1, ψ1) + t2(h2, ϕ2, ψ2)/2 + t3(h3, ϕ3, ψ3)/3! + . . . .

Из уравнений (2.1) получаем рекуррентные формулы, связывающие коэффициенты разло-
жений неизвестных функций:

h1 = ψ0, h2 = ψ1, ϕ1 = ψ2
0/2, ϕ2 = −Fr−2ψ0 + ψ0ψ1,
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при i > 2

hi+2 = −
i−1∑
k=1

∇ϕk∇hi−k + ψi +
i∑

k=2

ψi−k

k−1∑
n=1

∇hn∇hk−n,

ϕi+1 = −1

2

i−1∑
k=1

∇ϕk∇ϕi−k − Fr−2hi +
1

2

i∑
k=0

ψkψi−k +
1

2

i∑
k=2

k−1∑
n=1

∇hn∇hk−n

i−k∑
m=1

ψmψi−k−m.

Ясно, что коэффициенты разложения по степеням t формы свободной поверхности и потен-
циала скорости жидкости на ней выражаются через коэффициенты разложения функции ψ.
Уравнения для ψi выводятся из разложения уравнения (2.2) по степеням t.

Введем следующие обозначения для интегральных операторов:

A0ψ = − 1

2π

∫
R2

h(x, t)− h(y, t)

|x− y|3
(1 + |∇h(y, t)|2)ψ(y, t) dy1 dy2,

B0ϕ =
1

2π

∫
R2

(x− y) + (h(x, t)− h(y, t))∇h(y, t)
|x− y|3

∇ϕ(y, t) dy1 dy2,

Aεψ =
1

2π

∫
R2

Nz(x,y)(1 + |∇h(y, t)|2)ψ(y, t) dy1 dy2,

Bεϕ = − 1

2π

∫
R2

Nz(x,y)∇h(y, t)∇ϕ(y, t) dy1 dy2 −
1

2π

∫
R2

ν · ∇Nz(x,y)ϕ(y, t) dy1 dy2.

Внеинтегральные слагаемые уравнения (2.2) обозначим через

wdip = − ε3a3t

|x− xc|3
+ 3

ε3(h(x, t)− a3t
2/2 + 1)

|x− xc|5
vc · (x− xc).

Перепишем уравнение для нормальной производной в новых обозначениях:

ψ = A0ψ +B0ϕ+ wdip + Aεψ +Bεϕ. (3.1)

Заметим, что функция N(x,y) имеет третий порядок малости по ε, поэтому операторы
Aε, Bε являются величинами того же порядка. С учетом разложения h по степеням t
интегральные операторы могут быть представлены в виде рядов

A0 = tA
(1)
0 +

t2

2
A

(2)
0 +

t3

6
A

(3)
0 +

t4

24
A

(4)
0 + . . . , B0 = B

(0)
0 +

t2

2
B

(2)
0 +

t4

24
B

(4)
0 +

t5

120
B

(5)
0 + . . . ,

Aε = A
(0)
ε +

t2

2
A

(2)
ε +

t4

24
A

(4)
ε +

t5

120
A

(5)
ε + . . . , Bε = B

(0)
ε +

t2

2
B

(2)
ε +

t3

6
B

(3)
ε + . . . .

Отсутствие слагаемых порядка t и t3 в приведенных формулах объясняется тем, что коор-
динаты центра сферы квадратично зависят от времени. Разложение функции wdip содер-
жит только нечетные степени t, а операторы с индексом ε определяются ядром N(x,y) и
различны в разных приближениях.

Функции ψi удовлетворяют интегральным уравнениям, которые получаются из урав-
нения (3.1) путем приравнивания коэффициентов при одинаковых степенях t:

(I − A
(0)
ε )ψi = fi, i = 0, 1, 2, . . . . (3.2)
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Правые части fi имеют вид

f0 = 0, f1 = w
(1)
dip + A

(1)
0 ψ0, f2 = A

(2)
0 ψ0 + A

(2)
ε ψ0 + 2A

(1)
0 ψ1,

f3 = w
(3)
dip +B

(0)
0 ϕ3 +B

(0)
ε ϕ3 + 3A

(1)
0 ψ2 + A

(3)
0 ψ0 + 3A

(2)
0 ψ1 + 3A

(2)
ε ψ1,

f4 = B
(0)
0 ϕ4 +B

(0)
ε ϕ4 + 4A

(1)
0 ψ3 + 6A

(2)
0 ψ2 + 4A

(3)
0 ψ1 + 6A

(2)
ε ψ2 + A

(3)
ε ψ1 + A

(4)
ε ψ0,

f5 = w
(5)
dip+B

(0)
0 ϕ5+10B

(2)
0 ϕ3+B

(0)
ε ϕ5+10B

(2)
ε ϕ3+5A

(1)
0 ψ4+10A

(2)
0 ψ3+10A

(3)
0 ψ2+5A

(4)
0 ψ1+

+ 10A
(2)
ε ψ3 + 5A

(4)
ε ψ1 + A

(5)
0 ψ0 + A

(5)
ε ψ0, . . . .

4. Дипольное приближение. Будем искать решение системы (2.1), (2.2) с точно-
стью до ε5. Это приближение называется дипольным, поскольку в данном случае сфера
моделируется диполем, движущимся со скоростью vc в безграничной жидкости. В диполь-
ном приближении

N(x,y) =
1

2

ε3(x− xc(t),y − xc(t))

|x− xc(t)|3|y − xc(t)|3
.

В этом случае оператор A
(0)
ε ψi имеет вид

A
(0)
ε ψi =

1

4π

ε3

(x2 + 1)3/2

∫
R2

ψi(y)

(y2 + 1)3/2
dy1 dy2 −

3

4π

ε3x1

(x2 + 1)5/2

∫
R2

y1ψi(y)

(y2 + 1)3/2
dy1 dy2 −

− 3

4π

ε3x2

(x2 + 1)5/2

∫
R2

y2ψi(y)

(y2 + 1)3/2
dy1 dy2 −

3

4π

ε3

(x2 + 1)5/2

∫
R2

ψi(y)

(y2 + 1)3/2
dy1 dy2. (4.1)

В работе [12] установлена сходимость ряда Неймана для оператора A
(0)
ε при малых ε. Сле-

довательно, если правая часть интегрального уравнения (3.2), в котором оператор A
(0)
ε ψi

определен по формуле (4.1), равна нулю, то единственное решение этого уравнения также

нулевое. Так как ψ0 = 0, то оператор A
(1)
0 = 0 и правая часть уравнения для ψ2 также

равна нулю. Тогда ψ2 = 0, следовательно, A
(3)
0 = 0, поэтому ψ4 = 0.

Правая часть уравнения (3.2) для ψ1 одинакова в любом приближении по ε:

f1 = − ε3a3

(x2 + 1)3/2
+

3ε3(a1x1 + a2x2 + a3)

(x2 + 1)5/2
.

Отбросив слагаемые порядка ε6 в решении интегрального уравнения для ψ1, получим

ψ1(x) = − ε3a3

(x2 + 1)3/2
+

3ε3(a1x1 + a2x2 + a3)

(x2 + 1)5/2
.

Решение ψ1, как и правая часть уравнения (3.2), имеет третий порядок малости по ε. Таким

образом, значение оператора A
(0)
ε ψ1 имеет порядок ε

6, и в итоге решение уравнения (3.2)
в пределах принятой точности оказывается равным его правой части. В дипольном при-
ближении это справедливо для всех ψi.

Правая часть уравнения (3.2) для ψ3 определяется формулой

f3 = w
(3)
dip +B

(0)
0 ϕ3,
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так как A
(1)
0 = A

(3)
0 = 0, а остальные слагаемые в f3 отбрасываются, поскольку имеют

шестой порядок малости по ε. Таким образом,

f3 = − 9ε3

(x2 + 1)5/2
− 18ε3a3

a1x1 + a2x2 + a3

(x2 + 1)5/2
+

+ 45ε3
(a1x1 + a2x2 + a3)

2

(x2 + 1)7/2
+

1

2π

∫
R2

(x− y) · ∇ϕ3(y)

|x− y|3
dy1 dy2.

Интеграл в последней формуле появляется из-за оператора B
(0)
0 ϕ3. В этом приближении

нелинейные слагаемые в условиях на свободной поверхности не вносят вклада в решение.
Поэтому

ϕ3(x) = Fr−2 ε3a3

(x2 + 1)3/2
− Fr−2 3ε3(a1x1 + a2x2 + a3)

(x2 + 1)5/2
.

Для вычисления B
(0)
0 ϕ3 воспользуемся преобразованием Фурье для интегрального опера-

тора Рисса

Ru(x) =
1

2π

∫
R2

(x− y)u(y)

|x− y|3
dy1 dy2, u = (u1, u2),

для которого справедлива формула R̂u(ξ) = i sign ξ û(ξ), где ξ = (ξ1, ξ2); û(ξ) =
(û1(ξ), û1(ξ)); вектор sign ξ = 0 при ξ = 0 и sign ξ = ξ/|ξ| в противном случае. Положим
u1 = ϕ3y1 , u2 = ϕ3y2 . Преобразование Фурье функции B

(0)
0 ϕ3 имеет вид

B̂
(0)
0 ϕ3(ξ) = Fr−2ε3e−|ξ|(ia3|ξ|2 − a1|ξ|ξ1 − a2|ξ|ξ2).

Взяв обратное преобразование Фурье, получим

1

2π

∫
R2

(x− y) · ∇ϕ3(y)

|x− y|3
dy1 dy2 = 3Fr−2ε3

a1x1 + a2x2 + 3a3

(x2 + 1)5/2
− 15Fr−2ε3

a1x1 + a2x2 + a3

(x2 + 1)7/2
.

Тогда

ψ3(x) = 3Fr−2 ε3
a1x1 + a2x2 + 3a3

(x2 + 1)5/2
− 15Fr−2 ε3

a1x1 + a2x2 + a3

(x2 + 1)7/2
−

− 9ε3

(x2 + 1)5/2
− 18ε3a3

a1x1 + a2x2 + a3

(x2 + 1)5/2
+ 45ε3

(a1x1 + a2x2 + a3)
2

(x2 + 1)7/2
.

В результате получается форма свободной поверхности в дипольном приближении

h(x, t) = t2
3

2
ε3
a1x1 + a2x2 + a3(2− x2)

(x2 + 1)5/2
− t4

3

8
ε3

1

(x2 + 1)5/2
−

− t4
3

4
ε3 a3

a1x1 + a2x2 + a3

(x2 + 1)5/2
+ t4

15

8
ε3

(a1x1 + a2x2 + a3)
2

(x2 + 1)7/2
+

+Fr−2 t4
1

8
ε3
a1x1 + a2x2 + 3a3

(x2 + 1)5/2
− Fr−2 t4

5

8
ε3
a1x1 + a2x2 + a3

(x2 + 1)7/2
+O(t6).

На рис. 1 показана поверхность жидкости при горизонтальном движении сферы вдоль
оси x1. Сфера радиуса ε = 0,5 движется с ускорением |A| = g/4. В начальный момент
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Рис. 1. Свободная поверхность при горизонтальном движении сферы в различ-
ные моменты безразмерного времени:
а — t = 0,25; б — t = 0,5; в — t = 0,75; г — t = 1,0

времени свободная поверхность — плоскость z = 0. Движение сферы рассматривается до
момента t = 1, за единицу безразмерного времени сфера проходит расстояние, равное поло-
вине своего начального погружения H. При рассматриваемом медленном ускорении сферы
за данный промежуток времени успевают сформироваться два первых гребня волнового

следа.
5. Модифицированное дипольное приближение. Для получения системы урав-

нений модифицированного дипольного приближения в (2.2) подставим

N(x,y) =
1

2

ε3(x− xc(t),y − xc(t))

|x− xc(t)|3|y − xc(t)|3
− 1

3

ε5

|x− xc(t)|3|y − xc(t)|3
+
ε5(x− xc(t),y − xc(t))

2

|x− xc(t)|5|y − xc(t)|5
.

В этом случае в решении пренебрегаем слагаемыми седьмого и выше порядка малости

по ε. В таком приближении оператор A
(0)
ε ψi имеет вид

A
(0)
ε ψi =

1

4π

ε3

(x2 + 1)3/2

∫
R2

ψi(y)

(y2 + 1)3/2
dy1 dy2−

3

4π

ε3

(x2 + 1)5/2

∫
R2

(1 + x · y)ψi(y)

(y2 + 1)3/2
dy1 dy2−

− 1

π

ε5

(x2 + 1)5/2

∫
R2

(1 + x · y)ψi

(y2 + 1)5/2
dy1 dy2 +

5

2π

ε5

(x2 + 1)7/2

∫
R2

(1 + x · y)2ψi

(y2 + 1)5/2
dy1 dy2 −

− 1

2π

ε5

(x2 + 1)5/2

∫
R2

ψi(y)

(y2 + 1)3/2
dy1 dy2.
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Как и в случае дипольного приближения, если правая часть уравнения (3.2) равна нулю, то
его единственное решение нулевое. Поэтому ψ0 = ψ2 = ψ4 = 0, и аналогично предыдущему

приближению A
(1)
0 = A

(3)
0 = 0. Функция

ψ1(x) = − ε3a3

(x2 + 1)3/2
+

3ε3(a1x1 + a2x2 + a3)

(x2 + 1)5/2
− 3

16
ε6
a1x1 + a2x2 + 2a3

(x2 + 1)5/2
+

1

8
ε6

a3

(x2 + 1)3/2

является решением уравнения (3.2) для ψ1 в модифицированном дипольном приближении.
В этом решении отброшены слагаемые восьмого и выше порядка малости по ε. Слага-

емые шестого порядка по ε в ψ1(x) появляются из-за оператора A
(0)
ε ψi. Таким образом,

в этом приближении сфера моделируется диполем, мощность которого является суммой
двух слагаемых. Первое слагаемое— мощность классического диполя, второе— мощность

индуцированного диполя, который характеризует взаимодействие сферы и свободной по-
верхности. Так как начальные условия задачи нулевые, то решение имеет порядок ε3.
Мощность индуцированного диполя, являясь функционалом мгновенной формы свободной
поверхности и потенциала скорости жидкости на ней, оказывается величиной порядка ε6.

Основные трудности при решении уравнения для третьего коэффициента разложе-

ния функции ψ возникают из-за наличия в правой части f3 слагаемых B
(0)
0 ϕ3 и A

(2)
0 ψ1.

Модифицированное дипольное приближение учитывает нелинейные слагаемые условий на

свободной поверхности (величины без множителя Fr−2):

ϕ3(x) = Fr−2 ε3a3

(x2 + 1)3/2
− 3Fr−2ε3

a1x1 + a2x2 + a3

(x2 + 1)5/2
+ Fr−2 3

16
ε6
a1x1 + a2x2 + 2a3

(x2 + 1)5/2
−

− Fr−2 1

8
ε6

a3

(x2 + 1)3/2
+

(
− ε3a3

(x2 + 1)3/2
+ 3ε3

a1x1 + a2x2 + a3

(x2 + 1)5/2

)2
.

Преобразование Фурье интеграла

B
(0)
0 ϕ3 =

1

2π

∫
R2

(x− y) · ∇ϕ3(y)

((x1 − y1)2 + (x2 − y2)2)3/2
dy1 dy2,

как и в дипольном приближении, вычисляется с помощью преобразования Фурье оператора
Рисса и имеет вид

B̂
(0)
0 ϕ3 = Fr−2ε3e−|ξ|(ia3|ξ|2 − a1|ξ|ξ1 − a2|ξ|ξ2) +

+ Fr−2ε6e−|ξ|(ia1|ξ|ξ1 + ia2|ξ|ξ2 − a3|ξ|+ a3|ξ|2)/16 + i(ξ1/|ξ|)ψ̂2
1x1

(ξ) + i(ξ2/|ξ|)ψ̂2
1x2

(ξ).

Преобразование Фурье слагаемого, которое появляется из-за нелинейности динамического
условия на свободной границе жидкости, имеет вид

i
ξ1
|ξ|

ψ̂2
1x1

(ξ) + i
ξ2
|ξ|

ψ̂2
1x2

(ξ) = ε6
(1

8
a2

3|ξ|3K2(|ξ|)−
1

8
ia3(a1ξ1 + a2ξ2)|ξ|3K2(|ξ|)−

− 1

8
a2

3|ξ|4K3(|ξ|) +
3

64 · 2
|ξ|4K3(|ξ|)−

3

64 · 2
a2

3|ξ|4K3(|ξ|) +
3

64 · 2
a2

3|ξ|5K4(|ξ|)−

− 3

64 · 2
(a1ξ1+a2ξ2)

2|ξ|3K2(|ξ|)−
6

64 · 2
a1a2|ξ|3ξ1ξ2K2(|ξ|)+

3

64
ia3(a1ξ1+a2ξ2)|ξ|4K3(|ξ|)

)
.

Здесь Ki(z) — цилиндрические функции Макдональда. Результат действия оператора

A
(2)
0 ψ1 = − 1

2π

∫
R2

h2(x)− h2(y)

((x1 − y1)2 + (x2 − y2)2)3/2
ψ1(y) dy1 dy2
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также находится с использованием преобразования Фурье:

Â
(2)
0 ψ1 = − 1

2π
|ξ|

∫
R2

ψ̂1(ξ − η)ψ̂1(η) dη1 dη2 +
1

2π

∫
R2

|ξ − η|ψ̂1(ξ − η)ψ̂1(η) dη1 dη2.

С учетом того, что свертка преобразований Фурье двух функций дает преобразование
Фурье произведения этих функций, получаем

Â
(2)
0 ψ1 = −|ξ|ψ̂2

1(ξ) + ĝ(ξ),

где

g(x) = 3ε6a3
a1x1 + a2x2 + 3a3

(x2 + 1)4
− 33ε6a3

a1x1 + a2x2 + a3

(x2 + 1)5
−

− 9ε6
(a1x1 + a2x2 + a3)

2

(x2 + 1)5
+ 45ε6

(a1x1 + a2x2 + a3)
2

(x2 + 1)6
.

Из вычислений следует

|ξ|ψ̂2
1(ξ) = −i(ξ1/|ξ|)ψ̂2

1x1
(ξ)− i(ξ2/|ξ|)ψ̂2

1x2
(ξ).

Для нахождения обратного преобразования Фурье функций B̂
(0)
0 ϕ3 и Â

(2)
0 ψ1 используется

интегральная формула (см. формулу 6.576.3 в [13, с. 707])

F ((ν − λ+ µ+ 1)/2, (ν − λ− µ+ 1)/2; ν + 1;−a2) =

=
2λ+1a−νΓ(1 + ν)

Γ((ν − λ+ µ+ 1)/2)Γ((ν − λ− µ+ 1)/2)

∞∫
0

x−λKµ(x)Jν(ax) dx,

где ν − λ + 1 > |µ|; Γ(z) — гамма-функция; Jν(z) — функция Бесселя. Из-за наличия

функций Макдональда в выражениях для B̂
(0)
0 ϕ3 и Â

(2)
0 ψ1 правая часть уравнения для ψ3

и, следовательно, само решение выражаются через гипергеометрические функции.
Таким образом, получаем зависимость свободной поверхности от времени в модифи-

цированном дипольном приближении с точностью до t6

h(x, t) = t2
(3

2
ε3
a1x1 + a2x2 + a3(2− x2)

(x2 + 1)5/2
− 3

32
ε6
a1x1 + a2x2 + 2a3

(x2 + 1)5/2
+

1

16
ε6

a3

(x2 + 1)3/2

)
−

− t4
3

8
ε3

1

(x2 + 1)5/2
− t4

3

4
ε3 a3

a1x1 + a2x2 + a3

(x2 + 1)5/2
+ t4

15

8
ε3

(a1x1 + a2x2 + a3)
2

(x2 + 1)7/2
+

+ Fr−2t4
1

8
ε3
a1x1 + a2x2 + 3a3

(x2 + 1)5/2
− Fr−2t4

5

8
ε3
a1x1 + a2x2 + a3

(x2 + 1)7/2
+
t4

24
ε6

18a2
3 − 7Fr−2a3

16(x2 + 1)3/2
+

+
t4

24
ε6

9(1− a2
3)

16(x2 + 1)5/2
+
t4

8
ε6Fr−2 a1x1 + a2x2 + a3

8(x2 + 1)5/2
− t4

24
ε6

45(a1x1 + a2x2 + a3)
2

16(x2 + 1)7/2
−

− t4

24
ε6

45a3(a1x1 + a2x2 + a3)

16(x2 + 1)7/2
+
t4

24
Fr−2ε6

15(a1x1 + a2x2 + a3)

16(x2 + 1)7/2
+

+
t4

24
ε6π

{
− a2

3
15

8
F

(3

2
,
7

2
; 1;−x2

)
+

105

128
(19a2

3 − 3)F
(3

2
,
9

2
; 1;−x2

)
−



Е. В. Пяткина 49

1 1 x1

1,0

0,5

0,5
z

0

Рис. 2. Свободная поверхность при вертикальном подъеме сферы:
сплошная кривая — нелинейное модифицированное дипольное приближение, штрихо-
вая — линейное модифицированное дипольное приближение, штрихпунктирная — ди-
польное приближение
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+

3
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)}
+O(t6).

Выражения для функции h(x, t), полученные в дипольном и модифицированном ди-
польном приближениях, позволяют сравнить влияние индуцированного диполя и нелиней-
ности граничных условий на форму свободной поверхности жидкости.

На рис. 2 приведены формы свободной поверхности для обоих приближений в момент
времени, когда сфера прошла расстояние, равное половине начальной глубины погруже-
ния. Во втором приближении даны решения задачи с линейными и нелинейными условия-
ми на свободной поверхности. Радиус сферы ε = 0,6, ускорение |A| = g. При вертикальном
движении сферы различие решений для данного ε оказывается наибольшим, причем при
всплывании оно больше, чем при погружении. При горизонтальном движении сферы раз-
личие решений минимальное.

6. Сила, действующая на сферу. Вычислим силу, действующую на сферу, в ди-
польном приближении. Давление в жидкости находится с помощью интеграла Коши —
Лагранжа:

p(x, z, t) = −Φt(x, z, t)− |∇Φ(x, z, t)|2/2− Fr−2z.
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Сила, действующая на сферу со стороны жидкости, определяется по формуле

R = −
∫
Sε

pn dS,

где n — внешняя нормаль сферы. Потенциал скорости жидкости, давление в жидкости и
силу R, как и решение системы (2.1), (2.2), будем искать в виде рядов по t:

(Φ, p,R) = (Φ0, p0,R0) + t(Φ1, p1,R1) + (t2/2)(Φ2, p2,R2) + (t3/3!)(Φ3, p3,R3) + . . . ,

где

Ri = −
∫
Sε

pin dS.

С использованием интеграла Коши — Лагранжа получаем следующие рекуррентные

соотношения:

p0(x, z) = −Φ1(x, z)− Fr−2z, p1(x, z) = −Φ2(x, z), p2(x, z) = −Φ3(x, z)− |∇Φ1(x, z)|2,

p3(x, z) = −Φ4(x, z)− 3∇Φ1(x, z) · ∇Φ2(x, z),
(6.1)

p4(x, z) = −Φ3(x, z)−∇Φ1(x, z) · ∇Φ3(x, z)− |∇Φ2(x, z)|2,

p5(x, z) = −Φ6(x, z)− 10∇Φ2(x, z) · ∇Φ3(x, z)− 5∇Φ1(x, z) · ∇Φ4(x, z), . . . .

Используя выражения для h, ϕ, ψ (см. п. 4), получим Φ0 = Φ2 = Φ4 = 0. Тогда из
формул (6.1) следует p1 = p3 = p5 = 0. Отсюда R1 = R3 = R5 = 0. Коэффициенты R0,
R2 и R4 разложения силы находим интегрированием. Для удобства интегрирования по
поверхности тела перейдем к сферическим координатам с началом в центре движущейся

сферы:

x1 = ε cosα cos β + a1t
2/2, x2 = ε cosα sin β + a2t

2/2, z = ε sinα− 1 + a3t
2/2,

−π/2 6 α 6 π/2, 0 6 β 6 2π.

Имеем

R0 = −
∫
Sε

p0n dS = −
2π∫
0

π/2∫
−π/2

p̃0(ε, α, β, t)(cosα cos β, cosα sin β, sinα)ε2 cosα dα dβ.

Заметим, что давление p0 на поверхности сферы зависит от времени, так как сфера при
движении смещается из начального положения. Значит, вектор R0 также зависит от вре-
мени и его можно разложить в ряд по степеням t, причем это будет ряд по четным степе-
ням, так как координаты центра сферы квадратично зависят от времени:

R0 = R00 + t2R02 + t4R04 + . . . .

Аналогично получаем

R2 = R22 + t2R24 + . . . , R4 = R44 + t2R46 + . . . .

Разложение по степеням t силы, действующей на сферу, имеет вид

R = R00 + (R02 + R22/2)t2 + (R04 + R24/2 + R44/24)t4 +

+ (R6/6! + R06 + R26/2 + R46/24)t6 + (R7/7!)t7 + . . . .
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Рис. 3. Зависимость силы, направленной против ускорения сферы, от време-
ни (а) и сечение (x2 = 0) поверхности жидкости в момент времени t = 0,8661 (б)
при A = 0,25g

Интегрирование по сфере дает

R = FA − 2πε3a/3 + F ,

где FA — сила Архимеда; 2πε3a/3 — сила, действующая на сферу, которая движется с
ускорением a в безграничной жидкости. Слагаемое F = (F1, F2, F3), определяющее волно-
вую нагрузку, имеет порядок ε6:

F1 = πa1ε
6/12− t2πa1ε

6(Fr−2 − 3a3)/8 + t4πa1ε
6(2Fr−4 − 15Fr−2a3 + 75a2

3)/96 + . . . ,

F2 = πa2ε
6/12− t2πa2ε

6(Fr−2 − 3a3)/8 + t4πa2ε
6(2Fr−4 − 15Fr−2a3 + 75a2

3)/96 + . . . ,

F3 = πa3ε
6/6+t2πε6(−1+5a2

3)/8+t4πε6(15Fr−2+2(−6+Fr−4)a3−33Fr−2a2
3+48a3

3)/48+. . . .

В случае горизонтального движения при медленном ускорении сферы сила, направ-
ленная против движения, немонотонно зависит от времени. При этом момент времени,
когда сила достигает экстремума (рис. 3,а), соответствует моменту, когда на свобод-
ной поверхности формируется второй горб (см. рис. 1,г). Сечение свободной поверхности
вертикальной плоскостью симметрии показано на рис. 3,б. При быстром горизонтальном
движении волновая нагрузка монотонно увеличивается во времени.

Таким образом, найдена начальная асимптотика изменения формы свободной поверх-
ности для равноускоренного движения сферы из состояния покоя в дипольном и модифици-
рованном дипольном приближениях, а также выражение для силы, действующей на сферу,
в дипольном приближении. Использованный метод сведения исходной задачи к системе
граничных интегродифференциальных уравнений позволяет получить решение задачи с

нелинейными условиями на свободной поверхности.
Автор выражает благодарность Н. И. Макаренко за постановку задачи, помощь в

работе и обсуждение результатов.
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