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С использованием закона Дарси для двухфазной жидкости и уравнения переноса чис-
ленно исследуется неустойчивость процесса пальцеобразования в смешивающихся жид-
костях. Изучено влияние отношения вязкости вытесняемой жидкости к вязкости вытес-
няющей жидкости, а также анизотропии и пористости среды на процесс пальцеобра-
зования. Исследуется структура пальцев, а также процессы их расщепления и распро-
странения. С использованием алгоритма обработки изображений получена оценка таких
параметров неустойчивости, как время проникания (замещения), эффективность прони-
кания, фрактальная размерность. Установлено, что с увеличением отношения вязкостей
жидкостей увеличивается сложность структуры пальцев, уменьшаются эффективность
и время проникания вытесняющей жидкости. Показано, что увеличение проницаемости
в направлении, перпендикулярном направлению потока, приводит к интенсификации
процесса неустойчивости и увеличению фрактальной размерности. При высокой прони-
цаемости в направлении, перпендикулярном направлению потока, изменение пористости
практически не оказывает влияния на процесс вязкостного пальцеобразования.
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Введение. Неустойчивость, возникающая на границе двух сред, в случае когда менее
вязкая жидкость вытесняет более вязкую жидкость, называется неустойчивостью вязкост-
ного пальцеобразования, или неустойчивостью Саффмана — Тейлора [1]. Это явление на-
блюдается при фильтрации жидкости, в процессе увеличения нефтеотдачи пласта, а так-
же в процессах, изучаемых в гидрологии и хроматографии. Неустойчивость вязкостного
пальцеобразования может иметь место в случае как смешивающихся жидкостей, так и
несмешивающихся. В последнее время интенсивно исследуется процесс смешивающегося
вытеснения (вытеснения жидкости, смешивающейся с вытесняющей жидкостью), в случае
когда вязкость существенно зависит от концентрации раствора [2, 3].

В работе [4] изучалась неустойчивость вязкостного пальцеобразования, возникающая
вследствие скачка давлений и турбулентности на границе раздела двух жидкостей. В [5]
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смешивающееся вытеснение исследовалось с использованием системы дифференциальных

уравнений в частных производных, в которых учитывались силы гравитации, проница-
емость среды, диффузия и вязкость. В работе [6] в результате численного моделирова-
ния нелинейного процесса вязкостного пальцеобразования при смешивающемся вытесне-
нии установлено, что взаимодействие пальцев не зависит от концентрации раствора, но
зависит от давления. В [7] выполнено численное моделирование двумерного процесса заме-
щения и установлено соотношение между подвижностью жидкости и структурой течения

в неоднородной пористой среде.
В работе [8] предложены три механизма возникновения неустойчивости процесса паль-

цеобразования: экранирование, распространение и расщепление. При расщеплении кон-
чики широких пальцев разделяются на несколько новых пальцев, при распространении
пальцев их кончики становятся длиннее и шире, при этом крупные пальцы доминируют
в потоке, подавляя более мелкие. В работе [9] для определения количества образующих-
ся пальцев изучена длина границы раздела двух жидкостей. Для того чтобы определить,
каким образом изменяется структура потока в зависимости от масштабного уровня, на
котором она исследуется, и какое влияние оказывает структура потока на неустойчивость
процесса пальцеобразования, в ряде работ использовалось понятие фрактальной размер-
ности [10, 11].

В данной работе с использованием пакета COMSOL Multiphysics 5.1 численно ре-
шаются уравнения переноса и уравнение закона Дарси для двухфазной жидкости. Ре-
зультаты численного моделирования сравниваются с экспериментальными данными [12].
Детально исследуются структура пальцев и механизм их образования, а также неустойчи-
вость процесса пальцеобразования. Исследуется влияние отношения вязкостей двух жид-
костей, отношения проницаемости в двух направлениях, пористости среды на неустой-
чивость процесса пальцеобразования. Для определения некоторых количественных пара-
метров неустойчивости процесса пальцеобразования с использованием алгоритма обра-
ботки образов выполнен анализ картины пальцев. Определено время, в течение которого
пальцы распространяются на всю область (время проникания), а также фрактальная раз-
мерность. Для вычисления фрактальной размерности использовался метод определения
количества блоков, необходимых для покрытия двумерной области неустойчивости. Угол
наклона кривой логарифмической зависимости числа блоков от размера сетки определя-
ет фрактальную размерность. При вычислении фрактальной размерности использовался
алгоритм пакета MATLAB. Эффективность проникания E представляет собой отношение

площади, занимаемой вытесняющей жидкостью, к общей площади, находящейся за перед-
ним пальцем, и вычисляется путем деления площади ячейки, занимаемой инжектируемой
жидкостью, на общую площадь ячейки.

Система уравнений. Закон Дарси описывает движение жидкости в пористой среде
и связывает скорость с градиентом давления:

u = −(k/µ)∇p

(u — вектор скорости; k — проницаемость пористой среды; µ — динамическая вязкость;
p — давление в жидкости). Закон Дарси для двухфазной жидкости представляет собой
комбинацию закона Дарси и уравнения неразрывности

∂

∂t
(ρϕ) +∇ · (ρu) = 0,

где ρ — средняя плотность; ϕ — пористость среды. Подставляя закон Дарси в уравнение
неразрывности, получаем уравнение для определения давления

∂

∂t
(ρϕ) +∇ · ρ

(
− ki

µ
∇p

)
= 0 (1)
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Рис. 1. Геометрия области вычислений и краевые условия:
1 — левая граница, 2 — отверстия, 3 — верхняя граница, 4 — нижняя граница, 5 — выход

(ki — проницаемость фазы). В случае если поток состоит из двух смешивающихся жид-
костей, средние плотность и вязкость зависят от состава смеси и могут быть определены
с использованием соотношений

s1 + s2 = 1; (2)

s1ρ1 + s2ρ2 = ρ, s1
kr1

µ1
+ s2

kr2

µ2
=

1

µ

(
kri =

ki

k

)
, (3)

где s1, s2 — насыщение жидкостями; ρ1, ρ2 — плотности; µ1, µ2 — динамические вязкости

жидкостей; kr1, kr2 — относительные проницаемости фаз (в случае однофазного течения
отношение проницаемости фазы к проницаемости среды).

Помимо приведенных выше уравнений необходимо использовать уравнение переноса

массы одной из фаз

∂

∂t
(ϕc1) +∇ · (c1u) = ∇ · (D∇c1) (c1 = s1ρ1), (4)

где D — коэффициент диффузии; c — концентрация каждой жидкой фазы.
При известной скорости u уравнение (4) может быть решено относительно величин c1

и s1. В соответствии с уравнением (2) сумма концентраций фаз равна единице, следова-
тельно, можно определить s2. Далее из уравнений (3) при известных плотностях и вяз-
костях каждой фазы определяются плотность и вязкость в каждой ячейке, которые затем
используются в уравнении (1). В результате решения этого уравнения определяется дав-
ление.

Область вычислений. Область вычислений представляет собой прямоугольник
длиной 35 см, шириной 20 см (рис. 1) и подобна ячейке Хеле-Шоу, которая обычно ис-
пользуется при экспериментальном исследовании течения в пористой среде. Пористость и
проницаемость в ячейке полагаются однородными. Однако проницаемость может зависеть
от направления. В качестве начальных условий принимаются равенства нулю давления
и насыщенности инжектируемой жидкости. Через два отверстия диаметром 2 мм, распо-
ложенных на одной из сторон прямоугольной области, впрыскивается поток жидкости с
постоянной нормальной составляющей скорости, равной 16,9 см/с. Поток свободно выте-
кает с другой стороны прямоугольной области, где поддерживается постоянное давление.
Верхняя и нижняя стороны прямоугольной области являются стенками. Таким образом,
на границах прямоугольной области задаются следующие условия:

— на выходе из прямоугольной области

p = 0,
∂c1

∂x
= 0;
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Рис. 2. Зависимость времени проникания tb от скорости инжекции vin:
линия — результаты численного моделирования, точки — экспериментальные

данные [12]

— на верхней и нижней сторонах прямоугольной области

u2 = 0,
∂p

∂y
= 0,

∂c1

∂y
= 0;

— во входных отверстиях

u1 = u10,
∂p

∂x
= u10, c1 = cin;

— на левой стороне прямоугольной области (за исключением входных отверстий)

u1 = 0,
∂p

∂x
= 0,

∂c1

∂x
= 0.

Здесь u1, u2 — вертикальная и горизонтальная составляющие вектора скорости; cin —
концентрация впрыскиваемой жидкости; u10 — постоянная скорость во входном отверстии.
Условия для производных от давления и концентрации записаны с учетом закона Дарси.

В прямоугольной области использовалась двумерная неструктурированная сетка с

треугольными конечными элементами. С учетом результатов предварительных числен-
ных экспериментов при численном решении задачи использовалась сетка, содержащая
400 000 конечных элементов. Поскольку в данной работе численно исследуется неустой-
чивость процесса вязкостного пальцеобразования, для того чтобы определить структуру
течения на большом промежутке времени, расчетная сетка должна быть достаточно мел-
кой. Это условие является причиной достаточно больших вычислительных затрат и одним
из ограничений при проведении численного моделирования. Линейная система уравнений
решалась с использованием решателя PARDISO [13].

Результаты численного моделирования. Полученное численно решение сравни-
валось с решениями, приведенными в работах [12, 14]. При этом установлено качественное
соответствие структур течения. На рис. 2 приведена зависимость времени проникания tb
от скорости инжекции vin. Видно, что результаты численного моделирования и экспери-
ментальные данные различаются менее чем на 5 %.

При исследовании структуры пальцев результаты численного решения системы урав-
нений использовались для построения изолиний концентрации. Для получения количе-
ственных характеристик течения картина изолиний была обработана с помощью алго-
ритма обработки изображений. Результаты исследования позволяют сделать следующие
выводы. Неустойчивость возникает непосредственно после начала инжекции. При этом
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Рис. 3. Тангенциальное течение в окрестности входного отверстия (µ1/µ2 =
42,4, kx/ky = 10, ϕ = 0,52)
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Рис. 4. Структура пальцев при kx/ky = 10, ϕ = 0,52:
a — µ1/µ2 = 15, б — µ1/µ2 = 68,5

вблизи отверстий появляется большое количество тонких пальцев. В результате коалес-
ценции они сливаются в большие пальцы [6], часть которых, подавляя другие, становятся
еще больше (происходит процесс экранирования и распыления). Вдоль границы, на кото-
рой расположены отверстия, возникает тангенциальное течение, интенсивность которого
со временем уменьшается (рис. 3).

Постепенно рассматриваемая область заполняется большим количеством пальцев. Ин-
жектируемая жидкость течет по каналам, создаваемым этими пальцами, образующиеся
новые пальцы создают новые каналы. Затем кончики широких пальцев расщепляются на
несколько новых пальцев (механизм расщепления).

Проведено исследование влияния ряда параметров на процесс образования пальцев.
Одним из основных параметров, влияющих на неустойчивость, является отношение вяз-
костей µ1/µ2. Чем больше отношение вязкостей, тем более сложной становится структура
пальцев, при этом механизм расщепления становится доминирующим, пальцы — более

тонкими (рис. 4). По мере образования новых пальцев площадь, занимаемая инжектируе-
мой жидкостью, уменьшается, поэтому пальцы быстрее распространяются по всей ячейке.
В результате уменьшаются эффективность проникания и время проникания.

Зависимости, полученные в результате применения алгоритма обработки изображе-
ний, приведены на рис. 5. По мере усложнения структуры пальцев увеличивается фрак-
тальная размерность, которая является мерой сложности процесса развития неустойчиво-
сти.
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Рис. 5. Зависимости эффективности проникания E (1) и фрактальной размер-
ности Df (2) от отношения вязкостей жидкостей (kx/ky = 10, ϕ = 0,52)
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Рис. 6. Структура пальцев при µ1/µ2 = 42,4, ϕ = 0,52:
a — kx/ky = 0,2, б — kx/ky = 10

Многие пористые среды являются анизотропными (проницаемость зависит от направ-
ления потока). Например, в двумерном случае проницаемость в направлении потока kx

может отличаться от проницаемости в направлении, перпендикулярном направлению по-
тока, ky. Проведены вычисления при различных значениях отношения kx/ky.

На рис. 6 показана структура пальцев при kx/ky = 0,2; 10,0. Чем больше проницае-
мость в направлении, перпендикулярном направлению потока, тем существеннее проявля-
ется неустойчивость и тем сложнее становится структура течения. Это обусловлено тем,
что жидкость быстрее распространяется в поперечном направлении, позволяя пальцам
расширяться в том же направлении. В результате пространство, в котором они могут
расщепляться, увеличивается.

При малых отношениях kx/ky расщепление пальцев происходит чаще, и направления,
в которых происходит расщепление, образуют большие углы с направлением инжекции.
При больших отношениях kx/ky пальцы расщепляются преимущественно в направлении

инжекции. На рис. 7 приведены зависимости эффективности проникания и фрактальной
размерности от отношения kx/ky. Распространение жидкости в направлении, перпендику-
лярном направлению потока, позволяет увеличить эффективность проникания при малых
значениях отношения kx/ky. При увеличении проницаемости в поперечном направлении



52 ПРИКЛАДНАЯ МЕХАНИКА И ТЕХНИЧЕСКАЯ ФИЗИКА. 2020. Т. 61, N-◦ 4

kx/ky

E Df

1
0,39

0,40

0,41

0,42

0,43

0,49

0,48

0,47

0,45

0,44

0,46

1,82

1,83

1,84

1,87

1,88

1,86

1,85

10-2 10-1 10 102

1
2

Рис. 7. Зависимости эффективности проникания E (1) и фрактальной размер-
ности Df (2) от отношения kx/ky (µ1/µ2 = 42,4, ϕ = 0,52)
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Рис. 8. Зависимости времени проникания tb (1) и отношения времени проника-
ния к пористости tb/ϕ (2) от пористости при µ1/µ2 = 42,4, kx/ky = 10

в 10 раз эффективность проникания увеличивается приблизительно на 6 %. Поэтому для
заполнения всей ячейки требуется больше времени (увеличивается время проникания).
При малых отношениях kx/ky усложнение структуры пальцев и увеличение их количе-
ства приводят к увеличению фрактальной размерности.

При постоянной проницаемости пористость не влияет на неустойчивость процесса

образования пальцев и их структуру. При изменении пористости механизм образования
пальцев и процесс распространения их в ячейке практически не меняются. При увели-
чении пористости параметры процесса неустойчивости практически не меняются, за ис-
ключением времени проникания (рис. 8). Увеличение времени проникания обусловлено
тем, что объем пор в ячейке увеличивается, поэтому при постоянной скорости потока для
заполнения одного и того же объема пространства требуется большее количество инжек-
тируемой в ячейку жидкости. На рис. 8 приведена зависимость от пористости отношения
времени проникания к пористости. Видно, что отношение tb/ϕ является константой. Это
свидетельствует о том, что пористость практически не влияет на процесс возникновения
неустойчивости.
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Заключение. Исследованы неустойчивость процесса вязкостного пальцеобразования
и зависимость этого процесса от отношений вязкостей жидкостей и проницаемостей в про-
дольном и поперечном направлениях, а также от пористости среды.

Установлено, что возникновению неустойчивости соответствует образование большо-
го количества небольших пальцев, которые в результате коалесценции увеличиваются.
Эти пальцы либо распространяются по всей ячейке, либо расщепляются на новые пальцы.
С увеличением отношения вязкостей жидкостей происходит расщепление большего коли-
чества пальцев, при этом их структура усложняется. В результате увеличиваются время
проникания и фрактальная размерность, но уменьшается эффективность проникания. При
увеличении проницаемости в направлении, перпендикулярном направлению потока, харак-
тер неустойчивости становится более сложным и нерегулярным, угол между направлением
потока и направлением, в котором происходит расщепление пальцев, увеличивается. При
неизменной проницаемости изменение пористости практически не оказывает влияния на

процесс образования пальцев и их структуру.
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