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Âûïîëíåí îáçîð èññëåäîâàíèé ïî ñèíãóëÿðíîé îïòèêå ñêàëÿðíûõ âîëíîâûõ ïîëåé, ïðîâîäèìûõ â ìèðå 
è ÈÎÀ ÑÎ ÐÀÍ. Îáîáùåíû ðåçóëüòàòû èçó÷åíèÿ ïðîöåññîâ ðîæäåíèÿ è àííèãèëÿöèè ôàçîâûõ ñèíãóëÿðíî-
ñòåé. Ïðîàíàëèçèðîâàíû ìåòîäû ðåêîíñòðóêöèè ñèíãóëÿðíîé ôàçû è èõ ïðèìåíèìîñòü ê çàäà÷àì àäàïòèâ-
íîé ôîêóñèðîâêè èçëó÷åíèÿ â ñëó÷àéíî-íåîäíîðîäíûõ ñðåäàõ. Ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû àíàëèçà ýíåðãåòè÷å-
ñêèõ, ñòàòèñòè÷åñêèõ è òîïîëîãè÷åñêèõ ñâîéñòâ âèõðåâûõ îïòè÷åñêèõ ïó÷êîâ, ðàñïðîñòðàíÿþùèõñÿ â òóðáó-
ëåíòíîé àòìîñôåðå. Ïðîäåìîíñòðèðîâàíû ðåçóëüòàòû ñèíòåçà âèõðåâûõ ïó÷êîâ ñ îïåðàòèâíûì óïðàâëåíèåì 
îðáèòàëüíûì óãëîâûì ìîìåíòîì íà îñíîâå ðàçðàáàòûâàåìîãî â ÈÎÀ ÑÎ ÐÀÍ ìàòðè÷íîãî ïîäõîäà. 
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Ââåäåíèå 
 

Ñèíãóëÿðíàÿ îïòèêà ñêàëÿðíûõ âîëíîâûõ ïî-
ëåé – ýòî âåòâü ñîâðåìåííîé ôèçè÷åñêîé îïòèêè, èçó- 
÷àþùàÿ øèðîêèé êëàññ ÿâëåíèé, ñâÿçàííûõ ñ ôàçî-
âûìè ñèíãóëÿðíîñòÿìè è òîïîëîãèåé âîëíîâûõ ïî-
ëåé. Íà÷àëî èçó÷åíèÿ ñèíãóëÿðíîñòåé îïòè÷åñêèõ 
âîëíîâûõ ïîëåé ñëåäóåò îòíåñòè ê ðàáîòàì G. Airy  

è W. Hamilton, âûÿâèâøèì çàêîíîìåðíîñòè â ïîÿâ-
ëåíèè êàóñòèê è ïîëÿðèçàöèîííûõ ñâåòîâûõ ñèíãó-
ëÿðíîñòåé â 1930-õ ãã. [1]. Îñíîâîïîëàãàþùèé âêëàä 
â ôîðìèðîâàíèå ñîâðåìåííûõ ïðåäñòàâëåíèé î ñâåòî- 
âûõ ñèíãóëÿðíîñòÿõ âíåñëè M.V. Berry è J.F. Nye [2], 
êîòîðûå â ÷èñëå ïðî÷åãî ïðåäëîæèëè êîíöåïöèþ 
äèñëîêàöèé âîëíîâîãî ôðîíòà, èñõîäÿ èç ïîäîáèÿ 
ñòðóêòóðû âîëíîâîãî ôðîíòà â îêðåñòíîñòè ôàçî-
âûõ ñèíãóëÿðíîñòåé äåôåêòàì êðèñòàëëè÷åñêîé ðå-
øåòêè â òâåðäîì òåëå. 

Âàæíûé øàã â ïîíèìàíèè ñâåòîâûõ ñèíãóëÿð-
íîñòåé áûë ñäåëàí ñ îñîçíàíèåì òîãî ôàêòà, ÷òî  
â ñâåòîâûõ ïîëÿõ ìîãóò ñîçäàâàòüñÿ îïòè÷åñêèå âèõ-
ðè. Ñàì òåðìèí «îïòè÷åñêèé âèõðü», ïîÿâèâøèéñÿ 
â 1989 ã. [3], îáîçíà÷àåò ãåëèêîèäàëüíóþ ñòðóêòóðó 
âîëíîâîãî ôðîíòà ñ íóëåâîé àìïëèòóäîé â òî÷êå ôà-
çîâîé äèñëîêàöèè (ñèíãóëÿðíîñòè) è íå ðàâíîé íóëþ 
öèðêóëÿöèåé îò ãðàäèåíòà ôàçû âîêðóã ýòîé òî÷êè. 
Çíà÷èòåëüíóþ ðîëü â ïðîÿñíåíèè êàðòèíû âîç- 
íèêíîâåíèÿ ñèíãóëÿðíîñòåé ñûãðàëè èññëåäîâàíèÿ  
 

____________  
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Í.Í. Ðîçàíîâà [4] è Ï.Â. Êîðîëåíêî [5]. Ñèíãóëÿð-
íàÿ îïòèêà êàê íàó÷íîå íàïðàâëåíèå ñôîðìèðîâà-
ëàñü â ðåçóëüòàòå èíòåíñèâíûõ èññëåäîâàíèé ðîñ-
ñèéñêèõ è çàðóáåæíûõ íàó÷íûõ ãðóïï è ïðîäîëæàåò 
ðàçâèâàòüñÿ â íàñòîÿùåå âðåìÿ. Íàó÷íûì ñîîáùå-
ñòâîì èññëåäîâàëèñü ôóíäàìåíòàëüíûå ñâîéñòâà âèõ- 
ðåâûõ ïó÷êîâ, èõ òðàíñôîðìàöèÿ â ïðîöåññå ðàñïðî-
ñòðàíåíèÿ â îïòè÷åñêèõ ñèñòåìàõ (Ì.Ñ. Ñîñêèí [6], 
Ì.Â. Âàñíåöîâ [7], Î.Â. Àíãåëüñêèé [8], À.Â. Âî- 
ëÿð [9], Å.Ã. Àáðàìî÷êèí è Â.Ã. Âîëîñòíèêîâ [10], 
À.ß. Áåêøàåâ [11], M.J. Padgett [12], N.R. He- 
ckenberg [13]), ïðèðîäíûõ è èñêóññòâåííûõ, ðåãó-
ëÿðíûõ (L. Torner [14], Yu.S. Kivshar [15]) è ñëó÷àé- 
íûõ ñðåäàõ (Â.Ï. Ëóêèí è Á.Â. Ôîðòåñ [16], Â.À. Òàð- 
òàêîâñêèé [17], Ò.È. Àðñåíüÿí [18], I. Freund [19], 
G.A. Swartzlander [20]). Ñòàòèñòèêà äèñëîêàöèé 
âîëíîâîãî ôðîíòà â ñïåêë-ïîëÿõ, ïðåïÿòñòâîâàâøèõ 
èñïîëüçîâàíèþ àäàïòèâíîé îïòèêè â òóðáóëåíòíîé 
àòìîñôåðå, èññëåäîâàëàñü íàó÷íîé ãðóïïîé ïîä ðó-
êîâîäñòâîì Á.ß. Çåëüäîâè÷à [21]. Ðàçíûå àñïåêòû 
ïðîÿâëåíèÿ äèñëîêàöèé â àêóñòè÷åñêèõ ïîëÿõ èçó-
÷àë Þ.À. Êðàâöîâ [22]. 

Â 1992 ã. L. Allen, M.W. Beijersbergen, 
R.J.C. Spreeuw, J.P. Woerdman [23] ïîêàçàëè, ÷òî 
âèõðåâîé ëàçåðíûé ïó÷îê îáëàäàåò êâàíòîâàííûì 

îðáèòàëüíûì óãëîâûì ìîìåíòîì (ÎÓÌ), êîòîðûé íå 
çàâèñèò îò ñïèíîâîãî îðáèòàëüíîãî ìîìåíòà ïó÷êà 
(ïîëÿðèçàöèè). Íà÷àëè ðàçâèâàòüñÿ èññëåäîâàíèÿ ïî 

ïåðåäà÷å ÎÓÌ ïîãëîùàþùèì ÷àñòèöàì, åãî òðàíñ-
ôîðìàöèè â îïòè÷åñêèõ ñèñòåìàõ è ò.ï. Â 2004 ã. 
ýêñïåðèìåíòàòîðû èç óíèâåðñèòåòîâ Ãëàçãî è Ñòðàò- 
êëàéä (Øîòëàíäèÿ) è ÍÀÍÓ (Êèåâ) [24] ïðåäëîæèëè 



 

 Àòìîñôåðíàÿ ñèíãóëÿðíàÿ îïòèêà: îò äèñëîêàöèé âîëíîâîãî ôðîíòà äî ñèíòåçà âèõðåâûõ ëàçåðíûõ ïó÷êîâ 793 
 

èñïîëüçîâàòü ÎÓÌ âèõðåâûõ ïó÷êîâ äëÿ êîäèðîâà-
íèÿ èíôîðìàöèè â àòìîñôåðíî-îïòè÷åñêèõ êàíàëàõ 
ñâÿçè. 

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ âèõðåâûå ïó÷êè, îáëàäàþ-
ùèå ÎÓÌ, èñïîëüçóþòñÿ íå òîëüêî â îïòèêå, ëàçåð-
íîé ôèçèêå è ôîòîíèêå, íî è â ðàäèîôèçèêå, ôèçèêå 
ïëàçìû, èíôîðìàòèêå è êðèïòîãðàôèè, çîíäèðîâà-
íèè àòìîñôåðû, à òàêæå ïðè ñîçäàíèè ñðåäñòâ ìà-
íèïóëÿöèè ìèêðîîáúåêòàìè. Ðàçðàáàòûâàþòñÿ ñïî-
ñîáû ãåíåðàöèè òàêèõ ïó÷êîâ è èçìåðåíèé èõ ïà-
ðàìåòðîâ, àíàëèçèðóåòñÿ èõ ìîäîâûé ñîñòàâ. Ïî 
ìíîãî÷èñëåííûì ôóíäàìåíòàëüíûì è ïðèêëàäíûì 
àñïåêòàì ñèíãóëÿðíîé îïòèêè óæå îïóáëèêîâàíî  
è ïðîäîëæàåò ïîÿâëÿòüñÿ ìíîæåñòâî ëèòåðàòóðíûõ 
îáçîðîâ è ìîíîãðàôèé [25–28]. 

Ïðîáëåìà ôàçîâûõ ñèíãóëÿðíîñòåé (äèñëîêàöèé 
âîëíîâîãî ôðîíòà) â ëàçåðíûõ ïó÷êàõ â Èíñòèòóòå 
îïòèêè àòìîñôåðû ÑÎ ÐÀÍ ðåøàåòñÿ ñ 1995 ã. 
Ïåðâîíà÷àëüíî îíà ðàññìàòðèâàëàñü òîëüêî â ñâÿçè 
ñ çàäà÷àìè àäàïòèâíîé îïòèêè. Îáçîð ñîîòâåòñò-
âóþùèõ ïóáëèêàöèé ñîòðóäíèêîâ ÈÎÀ ÑÎ ÐÀÍ ïî 
ýòîé ïðîáëåìå äî 1999 ã. âêëþ÷èòåëüíî ñîäåðæèòñÿ 
â [29]. Íà ñåãîäíÿøíèé äåíü íåñêîëüêî ëàáîðàòî-
ðèé Èíñòèòóòà âåäóò èññëåäîâàíèÿ â îáëàñòè àòìî-
ñôåðíîé ñèíãóëÿðíîé îïòèêè. Ýòè èññëåäîâàíèÿ ñâÿ-
çàíû ñî ñòðóêòóðîé âîëíîâîãî ôðîíòà îïòè÷åñêèõ 
ïîëåé â àòìîñôåðå, ñòàòèñòè÷åñêèìè õàðàêòåðèñòè-
êàìè ëàçåðíûõ ïó÷êîâ, îáëàäàþùèõ ÎÓÌ, ïðè ðàñ-
ïðîñòðàíåíèè â òóðáóëåíòíîé àòìîñôåðå, âêëþ÷àÿ 
ïðîñòðàíñòâåííóþ êîãåðåíòíîñòü, ñëó÷àéíûå áëóæäà- 
íèÿ, ôëóêòóàöèè èíòåíñèâíîñòè òàêèõ ïó÷êîâ è çà-
êîíû ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé ôëóêòóàöèé èíòåí- 
ñèâíîñòè. Èçó÷àþòñÿ ñòàòèñòè÷åñêèå çàêîíîìåðíîñòè 
ôëóêòóàöèé ÎÓÌ âèõðåâûõ ïó÷êîâ â òóðáóëåíòíîé 
ñðåäå. Öåëîå íàïðàâëåíèå èññëåäîâàíèé ñâÿçàíî  
ñ ñèíòåçîì ïó÷êîâ ñ ÎÓÌ íà îñíîâå âîëîêîííûõ 
ëàçåðîâ. 

 

Ñòðóêòóðà âîëíîâîãî ôðîíòà  
â îïòè÷åñêèõ ñïåêë-ïîëÿõ 

 

Çàêîíîìåðíîñòè ôîðìèðîâàíèÿ ïðîñòðàíñòâåí-
íîé ñòðóêòóðû ñèíãóëÿðíîãî âîëíîâîãî ïîëÿ èçó÷à- 
ëèñü â [30–32]. Ýòè èññëåäîâàíèÿ ïîòðåáîâàëè ïðè- 
ìåíåíèÿ íîâûõ òåîðåòè÷åñêèõ ïîäõîäîâ [33–35], 
îñíîâàííûõ íà ñâîéñòâàõ âåêòîðíîãî ïîëÿ ãðàäèåí-
òà ôàçû. Òàê, ïðèçíàêîì âèíòîâîé äèñëîêàöèè ÿâ-
ëÿåòñÿ ñóùåñòâîâàíèå íåíóëåâîé öèðêóëÿöèè äëÿ 
ñèíãóëÿðíîé ôàçîâîé ôóíêöèè S(ρ, z) 

 2 ,Sd m⊥

Γ

∇ = π∫ r  (1) 

ãäå dr – ýëåìåíò êîíòóðà Γ; m – òîïîëîãè÷åñêèé 
çàðÿä (ïîëîæèòåëüíîå èëè îòðèöàòåëüíîå öåëîå). 
Òåîðåìà Ñòîêñà äëÿ äâóìåðíîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ 
ïîçâîëÿåò ïåðåïèñàòü ôîðìóëó (1) â âèäå 

 ( , ) 2 ,

D

V z d m= π∫∫ ρ ρ  (2) 

ãäå V ‒ ïëîòíîñòü ôàçîâûõ âèõðåé ïîëÿ ,S⊥∇  ñêà-
ëÿðíàÿ ôóíêöèÿ, îïðåäåëÿåìàÿ óñëîâèåì ( , )V z =n ρ  

rot ( , ) ;S z⊥= ∇⎡ ⎤⎣ ⎦ρ  D – îáëàñòü, îãðàíè÷åííàÿ êîíòó-
ðîì Γ; n – åäèíè÷íûé âåêòîð, ïåðïåíäèêóëÿðíûé  
ê ïëîñêîñòè {x, y}. Áûëî ïðåäëîæåíî èíòåðïðåòè-
ðîâàòü ñîîòíîøåíèå (2) êàê ðåçóëüòàò ñóùåñòâîâà-
íèÿ òî÷å÷íîãî âèõðÿ êîíå÷íîé èíòåíñèâíîñòè 2πm  
â òî÷êå äèñëîêàöèè {xd, yd}: 

 ( , ) 2 ( , ),d dV z m x x y y= π δ − −ρ  (3) 

à âåêòîð ãðàäèåíòà ôàçû ïðåäñòàâèòü â âèäå ñóììû 

 ( , ) ( , ) ( , )sS z S z S z⊥ ⊥ ∂ ⊥∇ = ∇ + ∇ρ ρ ρ  (4) 

äèâåðãåíòíîé ( , )S z⊥ ∂∇ ρ  è âèõðåâîé ( , )
s

S z⊥∇ ρ  êîì-
ïîíåíò ñîîòâåòñòâåííî, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì 

 { }rot ( , ) 0,S z⊥ ∂∇ =ρ  (5) 

 { }div ( , ) 0.
s

S z⊥∇ =ρ  (6) 

Îïåðàöèÿ { }div ( , ) ( , )S z Q z⊥ ∂∇ =ρ ρ  ïîçâîëÿåò îï- 
ðåäåëèòü ïëîòíîñòü ôàçîâûõ èñòî÷íèêîâ ( , ).Q zρ  Òà-
êèì îáðàçîì, ïðè äàëüíåéøåì òåîðåòè÷åñêîì àíàëè-
çå ìîæíî îïåðèðîâàòü ôóíêöèÿìè ( , )V zρ  è ( , ).Q zρ  
  Áûëè âûÿâëåíû ïðèçíàêè êà÷åñòâåííûõ èçìå-
íåíèé ñòðóêòóðû îïòè÷åñêîãî ïó÷êà, ïðîÿâëÿþùèõ-
ñÿ åùå äî âîçíèêíîâåíèÿ äèñëîêàöèé. Óñòàíîâëåíî, 
÷òî â ïîïåðå÷íîì ðàñïðåäåëåíèè ôàçû òàêîãî ïîëÿ 
ïîñëå àííèãèëÿöèè îïòè÷åñêèõ âèõðåé îñòàþòñÿ õà-
ðàêòåðíûå ìåòêè, ïðåäñòàâëÿþùèå ñîáîé îãðàíè÷åí-
íûå îáëàñòè ñ âåëè÷èíàìè ïîëíîé ôàçû, ñóùåñòâåí-
íî ïðåâûøàþùèìè çíà÷åíèÿ ôàçû â ñîñåäíèõ îá-
ëàñòÿõ. 

Â [36, 37] ðàññìîòðåíî âëèÿíèå ÷àñòè÷íîé êîãå-
ðåíòíîñòè ïîëÿ íà ðàñïðåäåëåíèÿ ýíåðãèè è ëîêàëü-
íîãî âîëíîâîãî âåêòîðà. Ïîêàçàíî, ÷òî âèõðåâîå òå-
÷åíèå ýíåðãèè, ïðèñóùåå êîãåðåíòíîìó ïó÷êó, ïðî-
ÿâëÿåòñÿ è â ñðåäíèõ õàðàêòåðèñòèêàõ ÷àñòè÷íî 
êîãåðåíòíîãî ïó÷êà. Â ÷àñòíîñòè, ïîëå íàïðàâëåíèé 
ñðåäíåãî âåêòîðà Ïîéíòèíãà ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå 
ñóììû âèõðåâîé (ñîëåíîèäàëüíîé) è ïîòåíöèàëüíîé 
êîìïîíåíò. Îïðåäåëÿþùóþ ðîëü â öèðêóëÿðíîì äâè- 
æåíèè ýíåðãèè èãðàåò ðîòîð ïîëÿ íàïðàâëåíèé ñðåä-
íåãî âåêòîðà Ïîéíòèíãà. Õîä ëèíèé òîêà ñðåäíåé 
ýíåðãèè, èçîáðàæåííûõ íà ðèñ. 1, ïîçâîëÿåò ïðîâåñ-
òè àíàëîãèþ ìåæäó ýâîëþöèåé îïòè÷åñêîãî âèõðÿ, 
íîñèòåëåì êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ ëàçåðíûé ïó÷îê Ëà-
ãåððà–Ãàóññà, è ðàñïàäîì âèõðåâîãî òå÷åíèÿ æèä-
êîñòè. Âèäíî, ÷òî óìåíüøåíèå ðàäèóñà ïðîñòðàíñò-
âåííîé êîãåðåíòíîñòè àñ ïðèâîäèò ê çàòóõàíèþ âèõ-
ðåâîãî äâèæåíèÿ. 

Óñòàíîâëåíî, ÷òî âèõðåâàÿ êîìïîíåíòà ïîëÿ íà-
ïðàâëåíèé ñðåäíåãî âåêòîðà Ïîéíòèíãà óäîâëåòâî-
ðÿåò îäíîé èç ìîäåëåé âèõðåâîãî äâèæåíèÿ æèäêî-
ñòè, íàçûâàåìîé «âèõðü Ñêàëëè». 

 

Àäàïòèâíàÿ êîððåêöèÿ äèñëîêàöèé 
âîëíîâîãî ôðîíòà ëàçåðíîãî ïó÷êà 

 

Ñîçäàíèå ñèñòåì òðàíñïîðòèðîâêè ñâåòîâîé ýíåð- 
ãèè â óñëîâèÿõ àäàïòèâíîãî óïðàâëåíèÿ è îïòèìè-
çàöèè ïàðàìåòðîâ ïó÷êà ñòèìóëèðîâàëî ðàçðàáîòêó 
ìåòîäîâ êîððåêöèè ôàçû îïòè÷åñêîãî èçëó÷åíèÿ.  
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Ðèñ. 1. Ëèíèè ñðåäíåãî òîêà ýíåðãèè LG01 ïó÷êà ïðè 
a = 0,05 ì, λ = 1,69 ìêì, ac = 0,247 (à) è 0,071 ì (á); 
  zd = ka2, k – âîëíîâîå ÷èñëî 

 

Ýôôåêòèâíîé ðàáîòå ñèñòåì êîìïåíñàöèè àòìîñôåð-
íûõ èñêàæåíèé ïðåïÿòñòâóþò âèíòîâûå äèñëîêàöèè, 
è òðàäèöèîííûå êîððåêòîðû íå â ñîñòîÿíèè âîññòà-
íàâëèâàòü ñèíãóëÿðíîå ðàñïðåäåëåíèå ôàçû ñïåêë-
ïîëÿ [16, 38–40]. 

Çàëîæåííûå â [35] èäåè ïîëó÷èëè ðàçâèòèå  
è ñòàëè îñíîâîé ïðåäëîæåííîãî íàìè àíàëèòè÷åñêî-
ãî ïîäõîäà [41] ê ïðîáëåìå âîññòàíîâëåíèÿ ôàçîâûõ 
õàðàêòåðèñòèê âèõðåâîãî îïòè÷åñêîãî ïîëÿ ïî çíà÷å-
íèÿì ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ôàçû. Ïðèìåíåíèå ìåòî-
äîâ òåîðèè ôóíêöèé êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî è èí- 
òåãðàëüíîé ôîðìóëû Ïîìïåþ ñ ó÷åòîì äèôôåðåí-
öèàëüíûõ ñâîéñòâ (1)–(6) âåêòîðíîãî ïîëÿ ãðàäè-
åíòà ôàçû ( , )S z⊥∇ ρ  è ââåäåíèåì ( , )Q zρ  è ( , )V zρ  

ïîçâîëèëî îñóùåñòâèòü îäíîçíà÷íîå ïðåäñòàâëåíèå 

ãðàäèåíòà, çàäàâàÿ çíà÷åíèÿ íàêëîíîâ âîë- 
íîâîãî ôðîíòà μ = ∂S/∂x è ν = ∂S/∂y â ïðåäåëàõ 
ïðèåìíîé àïåðòóðû D è íà åå ãðàíèöå ∂D. Íà ðèñ. 2 
èçîáðàæåíà óñðåäíåííàÿ (ïóòåì îïåðàöèè ñâåðòêè  
ñ ôóíêöèåé òèïà «øàïî÷êà») ïëîòíîñòü ôàçîâûõ âèõ- 
ðåé. Â êà÷åñòâå âîëíîâîãî ïîëÿ ñ ôàçîâûìè ñèíãó-
ëÿðíîñòÿìè âûáðàíà ìîäåëü âèõðåâîãî äèïîëÿ èç [41]. 
Âèäíî, êàê öåíòðû îïòè÷åñêèõ âèõðåé ñ ïðîòèâîïî-
ëîæíûìè òîïîëîãè÷åñêèìè çàðÿäàìè âèçóàëèçèðî-
âàëèñü â âèäå õîëìèêà è ÿìêè. 

Â ýêñïåðèìåíòàëüíûõ ðàáîòàõ [42, 43] áûëà ïðî- 
äåìîíñòðèðîâàíà âîçìîæíîñòü óñòðàíåíèÿ ôàçîâîé 
ñèíãóëÿðíîñòè, îáóñëîâëåííîé îïòè÷åñêèì âèõðåì, 
â àäàïòèâíîé ñèñòåìå ñ çàìêíóòûì êîíòóðîì, âêëþ-
÷àþùèì áèìîðôíîå äåôîðìèðóåìîå çåðêàëî, êîòî-
ðîå âûïîëíåíî íà îñíîâå ïüåçîêåðàìèêè. Â êà÷åñòâå 
àëãîðèòìà ðåêîíñòðóêöèè ñèíãóëÿðíîé ôàçû â ýòîé 
ñèñòåìå èñïîëüçîâàëñÿ àëãîðèòì [44]. 

Ïðîáëåìà âîññòàíîâëåíèÿ ñèíãóëÿðíîé ôàçû 
òðåáóåò îïðåäåëåíèÿ êîîðäèíàò öåíòðà îïòè÷åñêîãî 
âèõðÿ â ñå÷åíèè ñâåòîâîãî ïó÷êà è òîïîëîãè÷åñêîãî 
çàðÿäà âèõðÿ. Ýòà çàäà÷à, êàê ïðàâèëî, ðåøàåòñÿ  
ñ ïîìîùüþ äàò÷èêà âîëíîâîãî ôðîíòà Øýêà–Ãàðò- 
ìàíà ïî çíà÷åíèÿì ðàññ÷èòàííûõ âåëè÷èí öèðêó-
ëÿöèé ãðàäèåíòà ôàçû [45] ëèáî èíòåðôåðîìåòðè-
÷åñêèìè ìåòîäàìè íà îñíîâå îïðåäåëåíèÿ òî÷åê ïî 
âåòâëåíèÿì èíòåðôåðåíöèîííûõ ïîëîñ [6, 7]. Íàìè 
ïðåäëîæåí íîâûé ïðèíöèï îïðåäåëåíèÿ òîïîëîãè-
÷åñêîãî çàðÿäà îïòè÷åñêîãî âèõðÿ íà îñíîâå ìîäè-
ôèöèðîâàííîãî èíòåðôåðîìåòðà Ðîæäåñòâåíñêîãî, 
â îäíî èç ïëå÷ êîòîðîãî âêëþ÷åíû óñòðîéñòâî ïî-
âîðîòà ñâåòîâîãî ïó÷êà âîêðóã ïðîäîëüíîé îñè íà 
óãîë Δ è óñòðîéñòâî ïîñòîÿííîãî ñäâèãà ôàçû ϕ [46]. 
Ýòîò ïðèíöèï àïðîáèðîâàí â óñëîâèÿõ èìèòàöèè 
àòìîñôåðíîé òóðáóëåíòíîñòè [47]. 

 

 
Ðèñ. 2. Óñðåäíåííàÿ (ðåãóëÿðèçèðîâàííàÿ) ôóíêöèÿ ïëîòíîñòè ôàçîâûõ âèõðåé V 

 

 



 

 Àòìîñôåðíàÿ ñèíãóëÿðíàÿ îïòèêà: îò äèñëîêàöèé âîëíîâîãî ôðîíòà äî ñèíòåçà âèõðåâûõ ëàçåðíûõ ïó÷êîâ 795 
 

 

Ðàñïðîñòðàíåíèå âèõðåâûõ ëàçåðíûõ 
ïó÷êîâ â òóðáóëåíòíîé àòìîñôåðå 

 

Ðàññìàòðèâàåòñÿ âëèÿíèå îñîáåííîñòåé ñòðóêòó- 
ðû âèõðåâûõ ïó÷êîâ íà èõ ðàñïðîñòðàíåíèå â òóðáó-
ëåíòíîé àòìîñôåðå. Â íàøèõ ðàáîòàõ [48, 49] áûëî 
îòìå÷åíî, ÷òî â ðåæèìàõ ñëàáîé è óìåðåííîé òóðáó-
ëåíòíîñòè ñëó÷àéíûå ñìåùåíèÿ öåíòðà òÿæåñòè âèõ-
ðåâîãî ëàçåðíîãî ïó÷êà îêàçûâàþòñÿ òåì ìåíüøå, ÷åì 

áîëüøå òîïîëîãè÷åñêèé çàðÿä âêëþ÷åííîãî â ïó÷îê 
îïòè÷åñêîãî âèõðÿ. Ýòîò ðåçóëüòàò ïîëó÷èë íàçâà-
íèå «ýôôåêò ãèðîñêîïà». 

Èññëåäîâàíèÿ [50, 51] ïîêàçàëè, ÷òî ëàçåðíûé 
ïó÷îê ñ íà÷àëüíûì ðàñïðåäåëåíèåì èíòåíñèâíîñòè, 
ñîâïàäàþùèì ñ ðàñïðåäåëåíèåì èíòåíñèâíîñòè ïó÷-
êà Ëàãåððà–Ãàóññà, íî íå îáëàäàþùèé âèõðåâûì 
ðàñïðåäåëåíèåì ôàçû, ìåíåå óñòîé÷èâ ê âîçäåéñòâèþ 
àòìîñôåðíîé òóðáóëåíòíîñòè, ÷åì ïó÷îê Ëàãåððà–
Ãàóññà. Óñòàíîâëåíî, ÷òî èç ðàçíûõ òèïîâ âèõðåâûõ 
ëàçåðíûõ ïó÷êîâ – ëàãåðð-ãàóññîâà, ìîäèôèöèðî-
âàííîãî áåññåëü-ãàóññîâà è ãèïåðãåîìåòðè÷åñêîãî 
ãàóññîâà – ñ îäèíàêîâûìè íà÷àëüíûìè ýôôåêòèâ-
íûìè ðàçìåðàìè è ÎÓÌ ñàìûì óñòîé÷èâûì ÿâëÿ-
åòñÿ ëàãåðð-ãàóññîâ ïó÷îê, çàíèìàþùèé â ïðîñòðàí-
ñòâå íàèáîëüøèé ýôôåêòèâíûé îáúåì. 

Ôëóêòóàöèè èíòåíñèâíîñòè ãàóññîâûõ ëàçåðíûõ 
ïó÷êîâ â òóðáóëåíòíîé àòìîñôåðå óæå äîñòàòî÷íî 
õîðîøî èçó÷åíû. Â íàøèõ ðàáîòàõ [52–58] âûïîë-
íåí ÷èñëåííûé è àíàëèòè÷åñêèé àíàëèç èíäåêñîâ 

ìåðöàíèé âèõðåâûõ ïó÷êîâ. Êðîìå òîãî, ñ ïîìîùüþ 
÷èñëåííîãî ýêñïåðèìåíòà èññëåäîâàëèñü çàêîíû ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ ôëóêòóàöèé èíòåíñèâíîñòè ëàçåðíûõ 

ïó÷êîâ, ðàñïðîñòðàíÿþùèõñÿ â àòìîñôåðå. Âûïîë-
íåíî ñðàâíåíèå ôóíêöèé ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòåé 
èíòåíñèâíîñòè ôóíäàìåíòàëüíîãî ãàóññîâà è îáëà-
äàþùåãî ÎÓÌ âèõðåâîãî ïó÷êîâ â çàâèñèìîñòè îò 
ïîëîæåíèÿ òî÷åê íàáëþäåíèÿ â ïîïåðå÷íîé ïëîñêî-
ñòè. Ïðåäëîæåíà àíàëèòè÷åñêàÿ ìîäåëü ïëîòíîñòè 
ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé ôëóêòóàöèé èíòåíñèâ-
íîñòè äëÿ ðåæèìîâ ñèëüíûõ ôëóêòóàöèé èíòåíñèâ-
íîñòè (èíäåêñ ìåðöàíèÿ > 1). Ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ ñëà-
áûõ ôëóêòóàöèé èíòåíñèâíîñòè (èíäåêñ ìåðöàíèÿ 
< 1) ôëóêòóàöèè èíòåíñèâíîñòè èìåþò ëîãíîðìàëü-
íîå ðàñïðåäåëåíèå. Óñòàíîâëåíî, ÷òî â îáëàñòè ñëà-
áîé òóðáóëåíòíîñòè (ïàðàìåòð Ðûòîâà < 1) íà îñè 
ðàñïðîñòðàíåíèÿ âèõðåâûõ ïó÷êîâ ñ òîïîëîãè÷åñêèì 
çàðÿäîì, ðàâíûì åäèíèöå, ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíî-
ñòè èíòåíñèâíîñòè õîðîøî àïïðîêñèìèðóåòñÿ ýêñ-
ïîíåíöèàëüíûì ðàñïðåäåëåíèåì, õàðàêòåðíûì äëÿ 
óñëîâèé íàñûùåííûõ ôëóêòóàöèé (ïàðàìåòð Ðûòî-
âà >> 1). 

Â [54] èññëåäîâàíû ðàñïðåäåëåíèÿ ïëîòíîñòè 
âåðîÿòíîñòè ôëóêòóàöèé èíòåíñèâíîñòè è äåéñòâè-
òåëüíîé è ìíèìîé ÷àñòåé àìïëèòóäû êîìïëåêñíîãî 
ïîëÿ ëàçåðíîãî ïó÷êà Ëàãåððà–Ãàóññà, ðàñïðîñòðà-
íÿþùåãîñÿ â òóðáóëåíòíîé àòìîñôåðå, ïðè óñëîâèè, 
÷òî èíäåêñ ìåðöàíèé ïó÷êà > 1. Ðàñ÷åòû âûïîëíÿ-
ëèñü ïîñðåäñòâîì ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ è ñ ïðè- 
ìåíåíèåì àíàëèòè÷åñêîãî ïîäõîäà, îñíîâàííîãî íà 
ðàçëîæåíèè ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé 
âîëíîâîãî ïîëÿ â ðÿäû Ýäæâîðòà. Ïîêàçàíî, ÷òî  

 

ýäæâîðòîâñêàÿ àïïðîêñèìàöèÿ ïëîòíîñòè âåðîÿòíî-
ñòè ôëóêòóàöèé ïîëÿ õîðîøî ñîãëàñóåòñÿ ñ ðåçóëü-
òàòàìè ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ â äèàïàçîíå èí-
äåêñà ìåðöàíèé îò 1,0 äî 1,6. Òàêæå àíàëèòè÷åñêèå 
ðåçóëüòàòû ïîäòâåðäèëè ðàíåå ñôîðìóëèðîâàííîå 

óòâåðæäåíèå î òîì, ÷òî íîðìèðîâàííàÿ ïëîòíîñòü 
âåðîÿòíîñòè ôëóêòóàöèé èíòåíñèâíîñòè ëàçåðíîãî 

ïó÷êà â ëþáîé òî÷êå ïðîñòðàíñòâà, çàíèìàåìîãî ýòèì 
ïó÷êîì, îïðåäåëÿåòñÿ çíà÷åíèåì èíäåêñà ìåðöàíèé 
è íå çàâèñèò íàïðÿìóþ îò óñëîâèé òóðáóëåíòíîãî 
ðàñïðîñòðàíåíèÿ. 

Â [55] ñðàâíèâàþòñÿ çàêîíû ðàñïðåäåëåíèÿ 

ôëóêòóàöèé èíòåíñèâíîñòè òðàäèöèîííûõ âèõðåâûõ 
ïó÷êîâ è âèõðåâûõ ïó÷êîâ, ñèíòåçèðîâàííûõ ñ ïî-
ìîùüþ êîãåðåíòíîãî ñëîæåíèÿ èçëó÷åíèÿ âîëîêîí-
íûõ ëàçåðîâ. 

Â 1997 ã. M.V. Berry ïîëó÷èë èíòåãðàëüíîå ñî-
îòíîøåíèå, îïèñûâàþùåå òðàíñôîðìàöèþ ïîëíîãî 

ÎÓÌ ñâåòîâîãî ïó÷êà â ðåôðàêöèîííîé ñðåäå [59]. 
Â [60] íàìè ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû òåîðåòè÷å-
ñêîãî èññëåäîâàíèÿ ýâîëþöèè ÎÓÌ ëàãåðð-ãàóññîâà 

ïó÷êà ïðè åãî âçàèìîäåéñòâèè ñ òóðáóëåíòíûìè íå-
îäíîðîäíîñòÿìè àòìîñôåðû. Ïîëó÷åíû èíòåãðàëüíûå 

ïðåäñòàâëåíèÿ ñòàòèñòè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê ÎÓÌ 

÷åðåç êîððåëÿöèîííûå ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó-
÷àéíîé èíòåíñèâíîñòè è ñëó÷àéíîãî ïîëÿ äèýëåê-
òðè÷åñêîé ïðîíèöàåìîñòè ñðåäû. Óñòàíîâëåíî, ÷òî 
ñðåäíåå çíà÷åíèå ÎÓÌ ïðè ðàñïðîñòðàíåíèè ëà-
çåðíîãî ïó÷êà â ñëó÷àéíîé ñðåäå ñîõðàíÿåòñÿ. 

Â [61, 62] íàìè ïîëó÷åíû èíòåãðàëüíûå ñîîòíî-
øåíèÿ, ñâÿçûâàþùèå ñòàòèñòè÷åñêèå õàðàêòåðèñòè-
êè îðáèòàëüíîãî óãëîâîãî ìîìåíòà ëàçåðíîãî ïó÷êà, 
ðàñïðîñòðàíÿþùåãîñÿ â ñëó÷àéíî-íåîäíîðîäíîé àò-
ìîñôåðå, ñ ôóíêöèÿìè êîãåðåíòíîñòè âòîðîãî è ÷åò-
âåðòîãî ïîðÿäêîâ âîëíîâîãî ïîëÿ ïó÷êà â ïëîñêîñ- 
òè íàáëþäåíèÿ. Ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ óñëîâèé ñëàáîé 
òóðáóëåíòíîñòè íà òðàññå, êîãäà ïàðàìåòð Ðûòîâà 
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0 1,β �  ôëóêòóàöèè ÎÓÌ èìåþò ïîðÿäîê ìàëîñòè 
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0,β  â òî âðåìÿ êàê ôëóêòóàöèè èíòåíñèâíîñòè  
â òîì æå ñàìîì ïó÷êå ïðîïîðöèîíàëüíû 2

0.β  Ýòè 
àíàëèòè÷åñêèå îöåíêè áûëè ïîäòâåðæäåíû ðåçóëü-
òàòàìè ÷èñëåííîãî ýêñïåðèìåíòà [63], â êîòîðîì 
òàêæå ïîëó÷åíû çàâèñèìîñòè ôëóêòóàöèé ÎÓÌ îò 
èíòåíñèâíîñòè òóðáóëåíòíîñòè è íà÷àëüíîãî òîïîëî-
ãè÷åñêîãî çàðÿäà ïó÷êà. Äðóãèå èññëåäîâàòåëè â áî-
ëåå ïîçäíèõ ðàáîòàõ [64] èñïîëüçîâàëè òîò æå òåî-
ðåòè÷åñêèé ïîäõîä, ÷òî è ìû, è â ÷àñòè ñâîèõ èñ-
ñëåäîâàíèé ïîâòîðèëè íàøè ðåçóëüòàòû. 

 

Ôîðìèðîâàíèå âèõðåâîãî ëàçåðíîãî 
ïó÷êà íà îñíîâå êîãåðåíòíîãî 

ñëîæåíèÿ ñóáïó÷êîâ 
 

C 2012 ã. òåîðåòè÷åñêè è ýêñïåðèìåíòàëüíî èñ-
ñëåäóþòñÿ âîçìîæíîñòè ôîðìèðîâàíèÿ âèõðåâûõ 
îïòè÷åñêèõ ïó÷êîâ ñ èçìåíÿåìûì ÎÓÌ íà îñíîâå 
ìàòðèöû îïòîâîëîêîííûõ èçëó÷àòåëåé [55]. Â íà-
ñòîÿùåå âðåìÿ íà îñíîâå ìàòðèöû èç øåñòè ðàñïî-
ëîæåííûõ ïî êðóãó êîãåðåíòíûõ ãàóññîâûõ ïó÷êîâ 
îñóùåñòâëåíà ãåíåðàöèÿ âèõðåâîãî ïó÷êà ñ ÎÓÌ, 
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Ðèñ. 3. Ðåçóëüòàòû: à – ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ; á – ëàáîðàòîðíîãî ýêñïåðèìåíòà ïî ôîðìèðîâàíèþ ÎÓÌ = 1. 
  Âåðõíèå ðèñóíêè – àìïëèòóäà, íèæíèå – ôàçà èçëó÷åíèÿ (äëÿ á – ðàñïðåäåëåíèå âåêòîðà Óìîâà–Ïîéíòèíãà) 

 

èçìåíÿåìûì â äèàïàçîíå [−2; +2]. Ìåòîä îñíîâàí 
íà ïðåäâàðèòåëüíîé ôàçèðîâêå èçëó÷åíèÿ (êîãå-
ðåíòíîì ñëîæåíèè ïó÷êîâ) è äàëüíåéøåì ñäâèãå 
ôàçû íà ñîñåäíèõ ñóáïó÷êàõ íà âåëè÷èíó ± π/3 (èëè 

± 2π/3 äëÿ ÎÓÌ = ± 2). Îñíîâíûì ïðåèìóùåñòâîì 
òàêîãî ìåòîäà ñèíòåçèðîâàíèÿ âèõðåâûõ ïó÷êîâ 
ÿâëÿåòñÿ âîçìîæíîñòü áûñòðîãî (ñ ÷àñòîòîé áîëåå 
109 Ãö) ñäâèãà ôàçû ñóáïó÷êîâ, îáåñïå÷èâàþùåãî 
èçìåíåíèå ÎÓÌ ñ âûñîêèìè ñêîðîñòÿìè, ïîçâî-
ëÿþùèìè èñïîëüçîâàòü ýòó õàðàêòåðèñòèêó â êà÷åñò-
âå íîñèòåëÿ èíôîðìàöèè. Íà ðèñ. 3 ïîêàçàíà äèíà-
ìèêà îáðàçîâàíèÿ îïòè÷åñêîãî âèõðÿ ïðåäëîæåí-
íûì ìåòîäîì ïî ìåðå ðàñïðîñòðàíåíèÿ. 
 Èññëåäîâàíèå ïðîñòðàíñòâåííîé ýâîëþöèè îð-
áèòàëüíîãî óãëîâîãî ìîìåíòà ñèíòåçèðîâàííîãî ïó÷-
êà ïîêàçàëî íåîáõîäèìîñòü ïîíèìàíèÿ îñîáåííîñòåé 
ðàñïðîñòðàíåíèÿ òàêèõ ïó÷êîâ â îïòè÷åñêèõ ñèñòå-
ìàõ è ñâîáîäíîì ïðîñòðàíñòâå. Ïîêàçàíî, ÷òî ïîë-
íûé îðáèòàëüíûé ìîìåíò ñãåíåðèðîâàííîãî òàêèì 
îáðàçîì ïó÷êà ðàâåí íóëþ êàê â ïëîñêîñòè èçëó÷å-
íèÿ, òàê è íà ëþáîì ðàññòîÿíèè îò ýòîé ïëîñêîñòè, 
÷òî ñîîòâåòñòâóåò çàêîíó ñîõðàíåíèÿ îðáèòàëüíîãî 
óãëîâîãî ìîìåíòà [65]. Ïðè ýòîì â ïðèîñåâîé ÷àñòè 
ïó÷êà ñóùåñòâóåò îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü, â ïðåäåëàõ 
êîòîðîé èíòåãðàë îò ïëîòíîñòè ÎÓÌ ðàâåí l, à öèð-
êóëÿöèÿ îò ãðàäèåíòà ôàçû ïî ïåðèìåòðó ýòîé îá-
ëàñòè ðàâíà 2πl, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò òîïîëîãè÷åñêîìó 
çàðÿäó Ò = l. Áûëè ñôîðìóëèðîâàíû òðåáîâàíèÿ  
ê ñèñòåìàì ñèíòåçèðîâàíèÿ âèõðåâûõ ïó÷êîâ ìåòî-
äîì êîãåðåíòíîãî ñëîæåíèÿ. 

Òåîðåòè÷åñêèé àíàëèç ðàñïðîñòðàíåíèÿ òàêèõ 
ïó÷êîâ â òóðáóëåíòíîé ñðåäå ïîêàçàë, ÷òî ñòàòèñòè-
êà ôëóêòóàöèé èíòåíñèâíîñòè èçëó÷åíèÿ è ÎÓÌ 
àíàëîãè÷íû õàðàêòåðèñòèêàì õîðîøî èçó÷åííûõ 

âèõðåâûõ ïó÷êîâ òèïà Ëàãåððà–Ãàóññà. 

 

Çàêëþ÷åíèå 
 

Ìîæíî çàêëþ÷èòü, ÷òî èññëåäîâàíèÿ, âûïîëíÿå- 
ìûå â ÈÎÀ ÑÎ ÐÀÍ, âíåñëè ñóùåñòâåííûé, à â íå-
êîòîðûõ âîïðîñàõ è îïðåäåëÿþùèé âêëàä â ôîðìè-
ðîâàíèå íîâîãî íàó÷íîãî íàïðàâëåíèÿ – ñèíãóëÿð-
íàÿ îïòèêà. 

Â êà÷åñòâå íàèáîëåå çíà÷èìûõ ðåçóëüòàòîâ îò-
ìåòèì ñëåäóþùèå. 

1. Ïðåäëîæåí îðèãèíàëüíûé ïîäõîä ê ïðîáëå- 
ìå âîññòàíîâëåíèÿ ñèíãóëÿðíîé ôàçû îïòè÷åñêîãî 

ñïåêë-ïîëÿ â òóðáóëåíòíîé àòìîñôåðå, íà îñíîâå êî-
òîðîãî ðàçðàáîòàí ìåòîä êîððåêöèè äèñëîêàöèîííî-
ãî âîëíîâîãî ôðîíòà, ïîëó÷èâøèé ýêñïåðèìåíòàëü-
íîå ïîäòâåðæäåíèå. 

2. Âïåðâûå ïðåäëîæåí ìåòîä ðàñ÷åòîâ ñòàòè-
ñòè÷åñêèõ ìîìåíòîâ îðáèòàëüíîãî óãëîâîãî ìîìåíòà 
ëàçåðíîãî ïó÷êà â òóðáóëåíòíîé àòìîñôåðå. 

3. Ïðåäëîæåí è ðåàëèçîâàí ìåòîä ôîðìèðîâà-
íèÿ âèõðåâûõ îïòè÷åñêèõ ïó÷êîâ ñ èçìåíÿåìûì ÎÓÌ 
íà îñíîâå ìàòðèöû îïòîâîëîêîííûõ èçëó÷àòåëåé. 
Ýòîò ìåòîä îáåñïå÷èâàåò èçìåíåíèå ÎÓÌ ñ âûñîêè-
ìè ñêîðîñòÿìè (áîëåå 109 Ãö), ÷åãî íåâîçìîæíî äîñ-
òè÷ü â íàñòîÿùåå âðåìÿ ïðè èñïîëüçîâàíèè äðóãèõ 
ìåòîäîâ. 

Äàëüíåéøèå èññëåäîâàíèÿ áóäóò íàïðàâëåíû  
íà ðàçðàáîòêó íîâûõ ìåòîäîâ ãåíåðàöèè è äåòåê- 
òèðîâàíèÿ ñêàëÿðíûõ è âåêòîðíûõ âèõðåâûõ ïó÷êîâ, 
à òàêæå îïòè÷åñêèõ ñèñòåì áåñïðîâîäíîé îïòè÷å-
ñêîé ñâÿçè, ìàíèïóëÿöèè ìèêðîîáúåêòàìè íà îñíî-
âå èñïîëüçîâàíèÿ îïòè÷åñêèõ âèõðåé, ñèñòåì âèõ-
ðåâîé äèàãíîñòèêè ïðèðîäíûõ ñðåä. 
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V.P. Aksenov, V.V. Dudorov, V.V. Kolosov. Atmospheric singular optics: from wave front dislocations 
to synthesis of vortex laser beams. 

Studies on the singular optics of scalar wave fields carried out in the world and at IAO SB RAS  
are reviewed. The results for the study of the processes of birth and annihilation of phase singularities are 
generalized. The methods for reconstruction of the singular phase and their applicability to the problems  
of adaptive focusing of radiation in randomly inhomogeneous media are analyzed. The results of the analysis  
of the energy, statistical, and topological properties of vortex optical beams propagating in a turbulent 
atmosphere are presented. The results of the synthesis of vortex beams with on-line control of the orbital 
angular momentum based on the matrix approach developed at IAO SB RAS are demonstrated. 
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