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Наибольший интерес практически во всех областях техники имеет решение задачи для полу-
плоскости. Однако в них отсутствуют соотношения, связывающие значения всех компонент 
напряженно-деформированного состояния на границе полуплоскости. В работе показано, что 
произвольная формулировка граничных условий может существенно упростить интеграль-
ные уравнения, переводя их в класс уравнений типа Фредгольма первого рода. Учитывая 
симметрию, задача для плоскости с математическим разрезом сведена к рассмотрению гра-
ницы полуплоскости. Установлено, что вне зависимости от метода решения задача становится 
некорректной. 
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Solution of elastic problem for half-plane is of the highest concern in almost every field of engineering. 
However, there are no relations binding the values of all components of the stress-strain state at the 
half-plane boundary This paper shows that arbitrary formulation of the boundary conditions  
considerably simplifies integral equations and transfers them to the class of Fredholm’s first kind 
equations. Considering symmetry, the problem for half-plane with mathematical cut is reduced to 
the problem on half-plane boundary. Regardless of the method, any solution is reduced to ill-posed 
problem.  
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Число некорректных задач в механике большое и продолжает увеличиваться. В основе 
многих из них лежит полуплоскость. Для решения конкретных задач для полуплоскости выводят 
интегральные уравнения, которые требуют формулировки граничных условий. Последние, как 
правило, подбираются в виде простейших представлений (идеальное проскальзывание на участке 
границы, сцепление с абсолютно твердым телом, когда принимаются на конечном отрезке 
границы значения компонент смещений, равные нулю и т. д.) (рис. 1). Конечно, перечислить все 
возможности нельзя. Введение в теорию упругости понятия сосредоточенной силы, являющейся 
чуждой и неуклюжей попыткой поставить в соответствие сосредоточенной силе аналитическое 
решение [1], в принципе некорректно. Но такие некорректные решения удобно использовать в 
различных областях знаний (в силу аналитичности решения) при исследовании различных зако-
номерностей, которые не могут, в свою очередь, считаться корректными. 
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Рис. 1. Возможные формулировки граничных условий на различных участках оси х: u, v — ком-
поненты смещений, σ у ,  τ — компоненты напряжений, F — сосредоточенная сила 

РЕШЕНИЕ ДВУМЕРНЫХ ЗАДАЧ  

Общий случай системы сингулярных интегральных уравнений имеет вид [2] 

0 0
0

1 ( ) 2 ( )( ) 2 ( ) ,
Г

f t g tf t g t dt
i t t

μμ
π

+
+ =

−∫  
(1)

 

0
0 0

0 0

1 ( ) 2 ( ) 1( ) 2 ( ) [ ( ) 2 g( )] ,
Г Г

t tf t g tf t g t dt f t t d
i t t i t t

κ μκ μ μ
π π

−−
− = = +

− −∫ ∫  

где κ = 3 – 4w; μ = Е[2(1 + w)]–1; Е — модуль Юнга; w — коэффициент Пуассона, 
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nX , nY  — компоненты усилий в направлении осей х и у; g = u + iv; u, v – компоненты смещений 
в направлении осей х и у; i — мнимая единица; черта над функцией обозначает комплексно 
сопряженное значение; Г — граница рассматриваемой области; t0 — аффикс точки границы Г.  

РЕШЕНИЕ ДЛЯ ГРАНИЦЫ ПОЛУПЛОСКОСТИ  

Представим искомую связь исходя из (1), (2), когда Г — граница полуплоскости совпадает 
с осью х. Учитывая, что 
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для границы полуплоскости, систему (1) перепишем в виде: 
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откуда действительная часть дает 
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Исключим из (3) слагаемое с f2, а из (4) – с f1 
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Теперь, наоборот, исключая соответственно v и u из (3), (4) имеем 
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Продифференцировав (5) по х, т. е. переходя в левой части непосредственно к компонентам 
напряжений, можно записать: 
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Аналогично, продифференцировав (6), получим 
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В результате система (7) определяет значения нормальных и касательных напряжений 
через производные от смещений, а система (8) — наоборот. Иначе говоря, системы (7), (8) 
представляют в квадратурах решения трех основных задач теории упругости для границы 
полуплоскости. 

Отметим, что уравнения (6) и (7) относятся к типу уравнений Фредгольма второго рода и 
необходимо следить за формулируемыми граничными условиями для конкретной задачи. При 
неудачной формулировке граничных условий системы (или одно из уравнений систем (6), (7)) 
переходят в разряд уравнений Фредгольма первого рода и требуют регуляризации или измене-
ния граничных условий. 

Оставшаяся неопределенной последняя компонента напряженного состояния на границе 
полуплоскости находится из соотношения [2] 

 (κ + 1)ϕ(х) = f(x)+ 2μ g(x),  
которое перепишем в виде 
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Подставляя в последнее равенство значение u′ из (8), окончательно получим 
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Таким образом, все известные решения для границы полуплоскости легко получаются из 
(7), (8) и (9). Например, если τху = 0 всюду на границе полуплоскости то, как следует из (8), (9) 
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что совпадает с решением Вестергарда [2]. Для перехода в область граничные значения потен-
циалов Колосова – Мусхелишвили имеют вид 
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РЕШЕНИЕ ДЛЯ ТРЕЩИНЫ  

Остановимся на получении из (7), (8) и (9) решения для плоскости с разрезом длиной 2а, 
расклиниваемом постоянными усилиями 0yσ σ= − , τ = 0. В силу симметрии рассмотрим сме-
шанную задачу для полуплоскости, где граничные условия сформулируем в следующем виде 
(рис. 2) 
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Рис. 2. Формулировка граничных условий в задаче для разреза 

Как можно видеть, из (8), (7) 
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Обращая последнее уравнение, следуя [4], получим 
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Последнее решение (11) совпадает с полученным в [2], используя конформное отображение 
эллипса на математический разрез и является некорректным из-за нарушения конформности в 
двух точках. Остается найти причину, почему решение (11) некорректно. Первое уравнение (10) 
снимает вопрос, так как предполагает непрерывность напряжений σу, что существенно в тео-
рии упругости.  

ВЫВОДЫ 

Впервые получено решение всех трех основных задач теории упругости для границы полу-
плоскости в квадратурах. 

Показано, что произвольно формулируемые граничные условия могут свести проблему к 
некорректной, и поэтому необходимо следить за тонкой гранью, нарушение которой переводит 
корректную задачу в некорректную. Это особенно важно, если при решении используются чис-
ленные методы слишком грубые для тонкой грани. 
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