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В приближении Буссинеска численно исследуется конвекция Рэлея — Бенара в химически ак-
тивном газе, находящемся в состоянии химического равновесия. Рассматривается плоский слой
с изотермическими и свободными от касательных напряжений горизонтальными границами.
Термодинамические параметры газа (водородокислородная смесь) рассчитываются по предло-
женной ранее модели химического равновесия. Показано, что учет процессов рекомбинации и
диссоциации приводит к появлению дополнительного множителя при числе Рэлея. Получено
выражение для инкремента нарастания бесконечно малых возмущений и соотношение для кри-
тического числа Рэлея как функции температуры. Установлено, что нейтральные кривые состо-
ят из верхней (неустойчивость при подогреве снизу) и нижней (неустойчивость при подогреве
сверху) ветвей. Приведены результаты расчетов нелинейного стационарного режима.
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ВВЕДЕНИЕ

Конвекция Рэлея — Бенара — классиче-
ская область науки, в рамках которой разрабо-
таны основанная на приближении Буссинеска
математическая модель и численные методы
[1–4]. При этом основное внимание уделялось
моделированию конвекции химически инерт-
ных газов и жидкостей.

В то же время конвективные процессы
имеют место и в химически реагирующих га-
зах. Сопровождаемая химическими реакциями
конвекция реализуется, например, при сгора-
нии газовых смесей в промышленных реакто-
рах, технических устройствах и эксперимен-
тальных установках.

Конвекция в газе, находящемся в состоя-
нии химического равновесия, представляет со-
бой частный (хотя и довольно распространен-
ный) случай конвекции в газах, сопровожда-
емой химическими реакциями, который реа-
лизуется в случае, когда характерное время
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химической реакции много меньше характер-
ного времени конвективного процесса. Есте-
ственно ожидать, что качественные и количе-
ственные характеристики конвекции во мно-
гом определяются формой зависимости коэффи-
циента температурного расширения среды от
температуры, так как она напрямую определя-
ет силу плавучести, обусловливающую конвек-
цию.

Коэффициент температурного расшире-
ния химически инертного газа монотонен и об-
ратно пропорционален температуре, уменьша-
ясь при ее росте. В случае газа в состоянии хи-
мического равновесия зависимость этого коэф-
фициента от температуры меняется качествен-
но и становится немонотонной с четким ло-
кальным максимумом. При этом значение тем-
пературного коэффициента расширения хими-
чески равновесного газа может в несколько раз
превышать соответствующее значение для хи-
мически инертного газа [5–9]. Такая аномаль-
ная зависимость влечет за собой существенное
качественное и количественное изменение кар-
тины конвективных режимов в химически рав-
новесном газе по сравнению с конвективными
процессами в химически инертном газе.

В работах [10–12] впервые сформулиро-
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вана и численно решена двумерная задача о
конвекции Рэлея — Бенара в химически ак-
тивном газе при химическом равновесии. Мо-
лярная масса и термодинамические парамет-
ры газа рассчитывались по предложенной ра-
нее модели химического равновесия [5–9]. По-
лученная нелинейная система уравнений ре-
шалась с помощью специального спектрально-
разностного численного метода, основанного на
спектрально-разностном представлении вихря,
функции тока и температуры. Сначала исполь-
зовались аналитические формулы для учета
всех линейных членов в спектральном про-
странстве, а затем в физическом пространстве
учитывался нелинейный конвективный пере-
нос по конечно-разностной схеме метода пере-
менных направлений.

В результате двумерных расчетов полу-
чены различные нелинейные режимы конвек-
ции в газе с химическими реакциями: стацио-
нарный, периодический, квазипериодический и
стохастический, определены области их суще-
ствования и соответствующие числа Нуссель-
та [10–12].

Однако недавние расчеты, проведенные на
существенно более мощных многоядерных ком-
пьютерах, показали, что полученные в [10–12]
стохастические решения метастабильны, су-
ществуют в ограниченном, хотя, возможно, и
большом промежутке времени (до 300 000 ша-
гов по времени), после чего выходят на ста-
ционарное значение [13]. Результаты линейно-
го анализа [10–12] также нуждаются в уточ-
нении, так как в этих работах не упоминает-
ся неустойчивость конвекции химически рав-
новесного газа при подогреве сверху (отри-
цательная ветвь нейтральной кривой), харак-
терная для более высоких температур. Так-
же отметим, что реализация данной физико-
математической модели в [10–12] довольно
сложна и неудобна в использовании, например,
для представления коэффициента температур-
ного расширения во всем диапазоне изменения
реальной (не безразмерной!) температуры ис-
пользуется полином второй степени c четырь-
мя константами.

Как показали дальнейшие исследования,
предложенная в [10–12] реализация физико-
математической модели может быть значи-
тельно упрощена и влияние процессов рекомби-
нации и диссоциации при данной температуре
в газе может быть учтено умножением числа
Рэлея на один дополнительный множитель —

функцию температуры.
При конвекции газа в лабораторных усло-

виях его сжимаемость несущественна и конвек-
тирующая среда может считаться несжимае-
мой. В этом случае при специальной геомет-
рии области и не очень высокой надкритично-
сти конвекция развивается как валиковая ква-
зидвумерная [14], что дает основание на пер-
вом этапе исследования рассматривать двумер-
ные конвективные течения вязкой несжимае-
мой жидкости.

Как и в работах [10–13], в настоящей ра-
боте исследовалось конвективное двумерное и
нестационарное течение вязкой несжимаемой
жидкости в горизонтальном слое при подогре-
ве снизу в приближении Буссинеска. Границы
слоя предполагались изотермическими и сво-
бодными от касательных напряжений. Термо-
динамические параметры химически равновес-
ного газа вычислялись по модели [5–9]. Для
проведения расчетов использовался вариант
предложенного ранее спектрально-разностного
метода [2, 4].

Цель настоящей работы состоит в опи-
сании более простой реализации физико-
математической модели конвекции химически
реагирующего газа в состоянии химического
равновесия и уточнении результатов расчетов
линейных и нелинейных режимов течений.

МАТЕМАТИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ

Для описания характеристик газовой сме-
си при химическом равновесии используется
кинетическая модель высокой точности [5–9]. В
соответствии с этим подходом, плотность хи-
мически равновесного идеального газа ρ рас-
сматривается как функция абсолютной темпе-
ратуры T и давления p:

ρ =
pμ

RT
,

μ = {Bμmin − 2μmax +

+ [(Bμmin− 2μmax)
2+4(B− 1)μ2max]

0.5}/2(B−1),

B =
AT 0.75

4K+

[
1− exp

(
− Θ

T

)]1.5
×

(1)

× exp

(
− E

RT

)
μ2max

μminρ
.
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Здесь E — энергия диссоциации обобщенных
продуктов реакции, Θ — эффективная темпе-
ратура возбуждения колебательных степеней
свободы молекулы,K+ — обобщенная констан-
та скорости рекомбинации продуктов реакций,
A— обобщенная константа скорости диссоциа-
ции продуктов реакций,R— универсальная га-
зовая постоянная, μ— молярная масса, которая
может изменяться в пределах μmin � μ � μmax,
при этом μ→ μmax с уменьшением температу-
ры и μ→ μmin при ее увеличении.

Предполагается, что внешнее давление p
(в системе (1)) газовой смеси постоянное. То-
гда плотность ρ газа зависит только от темпе-
ратуры T . В данной работе приведены резуль-
таты исследования стехиометрической водоро-
докислородной смеси, при этом для корректно-
го сравнения с результатами работ [10–12] ли-
нейный анализ выполнен при изменении дав-
ления в том же диапазоне (десять порядков), а
расчеты нелинейных режимов— при p = 1 атм.

Достоинством используемой модели хими-
ческого равновесия [5–9] является простота,
высокая точность и согласованность со вторым
началом термодинамики.Она позволяет учесть
существенное изменение молярной массы, теп-
лового эффекта, теплоемкостей и показателя
адиабаты вследствие сдвига химического рав-
новесия. Все константы модели имеют ясный
физический смысл.

Подобные уравнения используются при
расчете химического равновесия в водородо-
воздушных и углеводородовоздушных газовых
смесях [6–8], в гетерогенных смесях типа газ —
конденсированная фаза при наличии межфазно-
го массообмена [7] и в гетерогенных смесях га-
зов с химически инертными частицами [9, 15].
Предложены также двухстадийные модели хи-
мической кинетики детонационного сгорания
водородокислородных смесей с добавками пере-
киси водорода [16] и метановоздушных смесей
[17–21].

Отметим несомненную полезность данной
модели химического равновесия для решения
научных и практических задач, например, при
моделировании детонационных процессов в га-
зовых [15–17], газокапельных [18–20], пузырь-
ковых [21–23] и газопленочных [24] смесях, при
проектировании установок по детонационно-
газовому нанесению порошковых покрытий
[25], для расчета параметров двигателей, ра-
ботающих по принципу детонационного сгора-
ния топлива (пульсирующей и непрерывной де-

тонации) [26, 27], для моделирования подавле-
ния газовой детонации химически инертными
частицами [28–30], для расчета концентраци-
онных пределов воспламенения газовых смесей
[31].

Из системы (1) следует соотношение для
молярной массы как функции температуры:

μ(T ) = μmax + (f −
√
f2 + 4f(μmax − μmin)/2,

f =
ARμ2maxT

1.75

4K+pμmin

[
1− exp

(
− Θ

T

)]1.5
×

× exp

(
− E

RT

)
.

Рассматривая это соотношение при «малой» и
большой температурах и учитывая, что

f ∼ T 1.75 exp

(
− E

RT

)
∼ exp

(
− E

RT

)
при T→ 0,

f ∼ T 0.25 при T → ∞,

для «малой» температуры получаем

T → 0: f → 0, μas1 =

= μmax− f0.5(μmax−μmin)
0.5+ f/2+O(f3/2),

для большой температуры —

T → ∞: f → ∞, μas2 =

= μmin − (μmax − μmin)
2/f +O(f−2).

Коэффициент теплового расширения β на-
ходим по формуле

β = −1

ρ

∂ρ

∂T
= − d

dT
ln
μ

T
. (2)

Выбраны следующие значения кон-
стант: E = 459.2 кДж/моль, Θ =
4000 К, K+ = 6 · 108 м6/(кмоль2 · с),
A = 5.1 · 1010 м3/(кмоль · с ·К3/4), μmin =
6 кг/кмоль, μmax = 18 кг/кмоль [5–9]. Если
не оговорено противное, то все рассмотрения
проводятся при p = 1 атм.

На рис. 1 показана молярная масса μ
как функция температуры (линия 1), а также
асимптотики, соответствующие «малой» (μas1,
кривая 2) и большой (μas2, кривая 3) темпера-
турам, прямые μ = μmax (4) и μ = μmin (5).
Видно, что асимптотические кривые (1 и 2)
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Рис. 1. Молярная масса и ее асимптотики как
функции температуры

Рис. 2. Плотность газа как функция темпера-
туры

корректно передают значения молярной массы
при относительно низкой (T � 3 500 К) и вы-
сокой (T � 5 000 К) температурах.

На рис. 2 линией 1 показана плотность хи-
мически равновесного газа как функция тем-
пературы ρ = ρ(T ) при 2 · 103 � T � 6 ·
103 К.Приведены также две асимптотики: ρ1 =
μas1p/(RT ) (кривая 2) и ρ2 = μas2p/(RT ) (кри-
вая 3), соответствующие относительно низкой
(T � 3 500 К) и высокой (T � 5 000 К) тем-
пературам, и для полноты картины — кривые
ρ3 = μmaxp/(RT ) (4) и ρ4 = μminp/(RT ) (5),
соответствующие полностью рекомбинирован-

Рис. 3. Коэффициент теплового расширения
как функция температуры

ному и диссоциированному состояниям. Рис. 2
демонстрирует достаточную точность асимп-
тотических кривых при относительно малой и
высокой температурах.

Для химически активного газа в состоя-
нии химического равновесия характерно суще-
ствование интервала температуры с аномаль-
ной (отличной от обратно пропорциональной)
зависимостью коэффициента теплового расши-
рения β от температуры (см. (2)).

На рис. 3 показаны зависимость β = β(T )
(сплошная линия) и асимптотическая кривая
β1 = 1/T (штриховая линия) с близкими зна-
чениями при T � 2 000 K и T � 6 000 K. Дан-
ные работ [10–12] на рис. 1–3 не приведены, так
как они близки данным, показанным сплошны-
ми кривыми на рис. 1–3.

Конвекция несжимаемой жидкости в при-
ближении Буссинеска описывается системой
уравнений [1]:

ux + vy = 0,

ut + uux + vuy + (p/ρ0)x = νΔu, (3)

vt + uvx + vvy + (p/ρ0)y = νΔv + gβ(T )T,

Tt + uTx + vTy = χΔT.

Здесь u и v — скорость в направлениях x
и y, ρ0 — характерное значение плотности,
Δf = fxx + fyy — оператор Лапласа, ν и χ —
постоянные значения коэффициентов кинема-
тической вязкости и температуропроводности.
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Система (3) имеет равновесное решение
(подогрев снизу):

ueq = veq = 0,

Teq(y) = Th(1− y/H) + Tcy/H,

peq(y) = ρ0g

y∫
0

β(Teq(η))Teq(η)dη.

Здесь Th и Tc — температура нижней и верхней
горизонтальных границ соответственно, H —
толщина слоя, индекс eq соответствует равно-
весному решению, а буквой η обозначена пере-
менная интегрирования.

Перепишем систему (3) в отклонениях от
равновесного решения (T = Teq +Q, p = peq +
p1):

ux + vy = 0,

ut + uux + vuy + (p1/ρ0)x = νΔu,

vt + uvx + vvy + (p1/ρ0)y = (4)

= νΔv + g(β(T )T − β(Teq)Teq),

Qt + uQx + vQy = χΔQ+ v
Th − Tc
H

.

Второй член в правой части третьего урав-
нения системы (4) можно с первым порядком
точности по Q = T − Teq представить при
T ≈ (Tc + Th)/2 в виде

g(β(T )T − β(Teq)Teq) = g
d

dT
(β(T )T )Q.

Выберем толщину слоя H как характер-
ное значение длины, H2/ν — времени, χ/H —
скорости, ρνχ/H2 — давления, δT = Th−Tc —
температуры. После обезразмеривания и вве-
дения функции тока ψ и вихря ω формулами
u = ψy, v = −ψx и ω = vx − uy, получаем сле-
дующую систему вместо (3):

ωt +
1

Pr
(ψyωx − ψxωy) = Δω +CRaQx,

Δψ = −ω,
(5)

Qt +
1

Pr
(ψyQx − ψxQy) =

1

Pr
ΔQ− 1

Pr
ψx,

C =
1

β

d

dT
(βT ) = 1 + T

d

dT
ln(β).

Рис. 4. Множитель C как функция температу-
ры

Здесь Ra = gβH3δT/χν — число Рэлея, Pr =
ν/χ — число Прандтля.

Вид силы плавучести в первом уравне-
нии системы (5) показывает, что интенсив-
ность конвекции определяется произведением
CRa. При этом критерий Рэлея есть отноше-
ние силы плавучести к силе вязкости и опреде-
ляется градиентом температуры или степенью
подогрева, а безразмерный множитель C опре-
деляется процессами рекомбинации и диссоци-
ации при данной температуре.

На рис. 4 приведена зависимость C(T ).
Видно, что в области 1 (2 000 � T �
4 053 K) неустойчивость развивается при по-
догреве снизу, а в области 2 (4 053 � T �
8 000 K) — при подогреве сверху. Аналогия
с расчетами конвекции воды при температуре
вблизи точки инверсии теплового расширения
(T = 4 053 K при p = 1 атм) позволяет сделать
вывод, что если кривая, где C = 0, лежит внут-
ри слоя газа, то неустойчивость наблюдается
при подогреве как снизу, так и сверху [32]. При
понижении температуры (T < 2 000 K) или по-
вышении (T > 8 000 K) интенсивность конвек-
ции уменьшается до нуля. Отметим, что про-
тяженность (по температуре) области 2 при-
мерно в два раза больше аналогичной характе-
ристики области 1.

Максимальная интенсивность конвекции
реализуется в точках локального экстремума
множителя C = Cu(0) = 3.864 при T = 3364 K
(подогрев снизу) и C = Cl(0) = −5.040 при
T = 4786 K (подогрев сверху), а с увеличени-
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ем давления значения локальных экстремумов
стремятся к нулю практически линейно:

Cu(p) = 3.864 − 0.7558 lg(p/1 атм) +

+ 0.01927 lg(p/1 атм)2,

Cl(p) = −5.040 + 1.155 lg(p/1 атм)−

− 0.04351 lg(p/1 атм)2.

Система (5) решается в области G = {(x, y)|0 �
x � L, 0 � y � 1} с граничными условиями
ψ = ω = Q = 0 для y = 0, 1 и 0 � x � L (на
горизонтальных границах), ψx = ωx = Q = 0
при x = 0, L и 0 � y � 1 (на вертикальных
границах). Здесь L = π — отнесенная к H без-
размерная длина области. Число Прандтля во
всех расчетах выбрано равным 0.71.

ЛИНЕЙНЫЙ АНАЛИЗ

Рассмотрим линейный аналог системы
(5):

ωt = Δω + CRaQx,

Δψ = −ω, (6)

Qt =
1

Pr
ΔQ− 1

Pr
ψx.

Семейство решений системы (6):

ω(t, x, y) = Ω exp(−λt) cos(αx) sin(mπy),
ψ(t, x, y) = Ω exp(−λt) cos(αx) sin(mπy)/S,

(7)
Q(t, x, y) = Θ exp(−λt) cos(αx) sin(mπy),

S = α2 +m2π2.

Здесь λ— собственное значение, λ > 0 соответ-
ствует затуханию, λ < 0 — нарастанию ампли-
туд гармонических решений, α и mπ — волно-
вые числа в горизонтальном и вертикальном
направлениях, Ω и Θ — постоянные, m — но-
мер гармоники в вертикальном направлении.

Подставляя (7) в (6), после стандартных
вычислений [1, 2] находим

λ1,2 =
1 + Pr

2Pr
S ±

√(
1− Pr

2Pr

)2

S2 +
CRaα2

SPr
, (8)

где, как и выше, S = α2 +m2π2.

Рис. 5. Нейтральная кривая на плоскости T –Ra

Полагая λ = 0, из соотношения (8) опреде-
ляем число Рэлея, соответствующее нейтраль-
ной кривой:

Ra =
(m2π2 + α2)3

Cα2
.

Критическое число Рэлея (минимум по α
при m = 1) находим по формуле

Racr =
27

4C
π4 =

657.511

C
, αcr = 2.221.

Здесь множитель 657.511 равен критическому
значению числа Рэлея для конвекции в хими-
чески инертной среде [1], а множитель 1/C, яв-
ляющийся функцией температуры и внешнего
давления, обусловлен протеканием реакций ре-
комбинации и диссоциации.

На рис. 5 критическое число Рэлея пока-
зано как функция температуры при p = 0.1, 1,
10 атм. Видно, что с ростом давления области
неустойчивости сдвигаются с расширением в
сторону более высокой температуры, что силь-
нее выражено для отрицательной ветви числа
Рэлея, соответствующей неустойчивости при
подогреве сверху. Отметим, что в работах [10–
12] отрицательная ветвь числа Рэлея не рас-
сматривалась.

Подчеркнем относительно слабую зависи-
мость критического числа Рэлея (минимум по
T ) от давления:
для верхней ветви

Racr = 3068.8 · (7.098 − p/1 атм)−1.472,

для нижней —
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Рис. 6. Область неустойчивости на плоскости
p–T

Racr = 2965.0 · (6.604 − p/1 атм)−1.652.

Для сравнения приведем зависимость для верх-
ней ветви из работы [12]:

Racr = 2255.8 · (7.562 − p/1 атм)−1.355.

Последняя формула качественно правильно
передает поведение критического числа Рэ-
лея при изменении давления на 10 порядков,
но с некоторым монотонно увеличивающим-
ся уменьшением, а именно: от 7 % при p =
10−5 атм до 38 % при p = 105 атм.

На рис. 6 представлена область неустой-
чивости в плоскости p–T : нижняя граница об-
ласти неустойчивости (кривая 1), критическое
число Рэлея для верхней ветви (кривая 2), кри-
вая смены устойчивости, где C = 0 (кривая 3),
критическое число Рэлея для нижней ветви
(кривая 4), верхняя граница области неустой-
чивости (кривая 5). В работах [10–12] кривые 4
и 5, характеризующие область неустойчиво-
сти при подогреве сверху, не рассматривались.
Данные работ [10–12] для критического числа
Рэлея на верхней ветви (кривая 2) на рис. 6 не
приведены ввиду их близости к результатам
настоящей работы. Из рис. 6 видно, что наи-
больший рост температуры (в 197 раз) наблю-
дается на верхней границе области неустой-
чивости при подогреве сверху (кривая 5), в
то время как на остальных кривых измене-
ние температуры существенно меньше, напри-
мер, на нижней границе области неустойчиво-
сти при подогреве снизу оно меньше на два по-
рядка.

ЧИСЛЕННЫЙ МЕТОД

Кратко опишем специальный спектраль-
но-разностный численный метод, хорошо за-
рекомендовавший себя при расчете различных
конвективных режимов, в том числе и турбу-
лентных. Более подробное описание численно-
го метода, результаты линейного и нелинейно-
го анализа и детального тестирования можно
найти в [2, 4]. Так как все режимы и характери-
стики конвективных течений химически равно-
весного газа могут быть получены из соответ-
ствующих характеристик химически инертно-
го заменой Ra на CRa, все расчеты проведены
при C = 1.

Искомые величины ω, ψ и Q разыскивают-
ся в виде:

ω(t, x, y) =

=
N∑
k=0

M−1∑
m=1

ωkm(t)ρk cos(αkx) sin(πmy),

ψ(t, x, y) =

=

N∑
k=0

M−1∑
m=1

ωkm(t)

α2k2 + π2m2
ρk cos(αkx) sin(πmy),

Q(t, x, y) =

N−1∑
k=1

M−1∑
m=1

Qkm(t) sin(αkx) sin(πmy).

Здесь α = π/L, k — номер гармоники в направ-
лении x, ωkm и Qkm — амплитуды гармоник с
номерами k и m, ρk = {0.5 (при k = 0, N) и 1
(при 1 � k � N − 1)}.

Следуя общей идеологии метода расщепле-
ния, переход от n-го к n+1-му шагу по времени
при численном решении системы (5) происхо-
дит за два дробных шага.

На первом дробном шаге учитывается ли-
нейное развитие возмущений без учета их вза-
имодействия:

ωt =
1

2
Δω +RaQx, Δψ = −ω,

(9)

Qt =
1

2Pr
ΔQ− 1

Pr
ψx.

Для эффективного решения нелинейных урав-
нений конвективного переноса для вихря ω и
температуры Q половина вязких членов учи-
тывается на втором дробном шаге.
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Подставляя выражения для искомых вели-
чин, систему (9) приводим к системе из двух
обыкновенных дифференциальных уравнений
для двух неизвестных амплитуд ωkm и Qkm
при k = 0, 1, . . . , N иm = 1, 2, . . . ,M−1 (точка
над функцией означает производную по време-
ни):

ω̇km = −S
2
ωkm +RaαkQkm,

Q̇km = − S

2Pr
Qkm +

ωkmαk

PrS
, (10)

S = α2k2 + π2m2.

Система (10) решается аналитически, без ис-
пользования каких-либо аппроксимаций по вре-
мени. Соответствующие формулы были выве-
дены и вставлены в компьютерную программу.

На втором дробном шаге учитывается
нелинейный конвективный перенос, или, дру-
гими словами, взаимодействие гармоник:

ωt +
1

Pr
(ψyωx − ψxωy) =

1

2
Δω,

(11)

Qt +
1

Pr
(ψyQx − ψxQy) =

1

2Pr
ΔQ.

Система (11) решается конечно-разностным
методом переменных направлений в модифи-
кации В. И. Полежаева. Ранее этот метод
успешно использовался для расчета турбулент-
ных конвективных течений с боковым подо-
гревом [3]. Искомые функции пересчитывают-
ся из спектрального пространства в физическое
и обратно с помощью стандартной программы
быстрого преобразования Фурье по косинусам
и синусам.

Методическими расчетами установлено,
что для корректного описания структуры кон-
вективного течения при α = 1 и Pr = 0.71 до-
статочно следующей пространственной разре-
шимости: 129 · 33 гармоник при 1 < r < 25;
257 · 65 при 25 � r � 50; 513 · 129 при 50 < r �
100. Здесь и ниже надкритичность r определе-
на как

r =
Ra

Racr
=

Ra

657.511
= 1.521 · 10−3Ra.

В численных расчетах вычислялось число
Нуссельта на нижней Nu0 и верхней Nu1 гори-
зонтальных границах, а также их среднее зна-
чение Nu:

Nu0 =
α

π

π/2∫
0

Qy(t, x, 0)dx − 1,

Nu0 ≈
N−1∑
k=1

M−1∑
m=1

(1 − (−1)k)Qkm
m

k
− 1,

Nu1 =
α

π

π/α∫
0

Qy(t, x, 1)dx − 1,

Nu1 ≈
N−1∑
k=1

M−1∑
m=1

(1− (−1)k)(−1)mQkm
m

k
− 1,

Nu = (Nu0 +Nu1)/2.

Как известно [13, 33], при Pr < 1 все дву-
мерные режимы стационарны, а нестационар-
ные режимы всегда метастабильны и суще-
ствуют только на конечном, хотя возможно и
большом (до 300 000 шагов по времени) проме-
жутке времени. Поэтому все представленные в
настоящей работе стационарные режимы кон-
векции получены по непрерывности движением
по надкритичности.

СТАЦИОНАРНЫЕ РЕЖИМЫ КОНВЕКЦИИ

В расчетах установлены следующие ста-
ционарные режимы конвекции:
– с одни вихрем (4 � r � 100, рис. 7,а при r = 5,
Nu = 1.243 · r0.3438, kor = 0.9982),
– с двумя (1.5 � r � 92, рис. 7,б при r = 5,
Nu = 1.721 · r0.3441, kor = 0.9985),
– с тремя (1.5 � r � 29, рис. 7,в при r = 5),
– с четырьмя (5 � r � 20, рис. 7,г при r = 5).
Такая множественность режимов типична для
стационарных режимов конвекции [10–12].

Достаточно большой диапазон существо-
вания по надкритичности одно- и двухвихре-
вых стационарных режимов позволил опреде-
лить степенные законы для числа Нуссельта
как функции надкритичности, при этом значе-
ние kor является величиной корреляции выпи-
санных степенных законов с расчетными дан-
ными. Видно, что для одно- и двухвихревой мо-
ды стационарного режима число Нуссельта с
высокой точностью следует степенному закону
с показателем степени 0.344.
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Рис. 7. Стационарная конвекция с одним вих-
рем (а), двумя (б), тремя (в), четырьмя (г)

Рис. 8. Волновое число в направлении x как
функция надкритичности

Рис. 9. Число Нуссельта как функция надкри-
тичности

На рис. 8 представлено среднее волновое
число Kx в направлении x, где кривые, со-
ответствующие различным модам, обозначены
цифрами по числу вихрей. В соответствии с ре-
зультатами работы [34] устойчивость стацио-
нарного режима возрастает с ростом его мас-
штаба, поэтому при достижении предельного
для выбранной моды значения надкритичности
происходит перескок на более крупномасштаб-
ную ветвь стационарного режима (4 → 2, 3 →
2, 2 → 1).

На рис. 9 приведено число Нуссельта Nu
как функция надкритичности r для различных
мод стационарного режима конвекции (обозна-
чения как на рис. 8).
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Рис. 10. Кинетическая энергия как функция
надкритичности

На рис. 10 показана кинетическая энергия
Ek как функция надкритичности r для раз-
личных мод стационарного режима конвекции
(обозначения как на рис. 8, 9). Эта зависимость
с высокой точностью описывается степенными
зависимостями Ek = 9.868 · r1.242 при однових-
ревом и Ek = 10.81 · r1.307 при двухвихревом
режиме конвекции. Отметим, что для кинети-
ческой энергии различие показателей степен-
ных законов более выражено, чем для числа
Нуссельта.

Значения числа Нуссельта, кинетической
энергии и волнового числа в направлении x для
химически реагирующего газа в состоянии хи-
мического равновесия получаются из соответ-
ствующих характеристик химически инертной
среды при надкритичности

r =
Ra

Racr
=

CRa

657.511
,

где значение C найдено по рис. 4 (при p =
1 атм) или определено вычислением молярной
массы μ из системы (1) и последовательным ис-
пользованием формул

β = − d

dT
ln
μ

T
,

C =
1

β

d

dT
(βT ) = 1 + T

d

dT
ln(β)

по заданным значениям T и p.

Подчеркнем еще раз, что в представлен-
ных здесь расчетах стационарный режим кон-
векции устанавливается только в конечном
итоге, при этом время жизни метастабильного
режима может быть значительным (до 6.6 ха-
рактерных времен), а динамика установления
очень сложной [13].

ХАРАКТЕРНЫЕ ВРЕМЕНА КОНВЕКЦИИ
И ВОССТАНОВЛЕНИЯ ХИМИЧЕСКОГО

РАВНОВЕСИЯ

В работе обсуждается конвекция химиче-
ски равновесного газа. В то же время известно,
что любое изменение давления и/или темпера-
туры влечет за собой нарушение химического
равновесия, которое затем восстанавливается.
Таким образом, в рамках данной работы вос-
становление химического равновесия полагает-
ся мгновенным. В этой связи сравним харак-
терное время конвективного процесса и время
восстановления химического равновесия после
малых возмущений параметров системы, что-
бы убедиться, что второе из них существенно
меньше первого.

Характерное время конвекции может быть
оценено через характерную ширину H и ки-
нематическую вязкость ν по формуле τconv =
H2/ν. Для оценки рассмотрим воздух. Для него
ν ≈ 1.3·10−5 (T/273)1.7 м2/с [35, 36]. Принимая
H = 0.1 м, для температуры порядка 3 000 К
получаем τconv ≈ 10−2 м2/(7.3 · 10−4 м2/с) ≈
14 c. Характерное время восстановления хими-
ческого равновесия τeq ≈ 10−4(1 атм/p)2 с [6].

При p = 1 атм это время порядка τeq ≈ 10−4 с.
Итак, в рассмотренном примере τeq � τconv .
Нетрудно убедиться, что и при любых дру-
гих температурах и давлениях, превышающих
1 атм и 273 К, это неравенство будет выпол-
няться. Таким образом, предположение данной
работы о мгновенном восстановлении химиче-
ского равновесия вполне обосновано.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Предложена новая физико-математическая
модель конвективных течений реагирующего
газа при химическом равновесии. Течение рас-
сматривается в горизонтальном слое при подо-
греве снизу, газ считается вязким, а конвектив-
ное течение — двумерным и нестационарным.
Границы слоя предполагаются изотермически-
ми и свободными от касательных напряже-
ний. Термодинамические параметры газа при
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химическом равновесии (водородокислородная
смесь) рассчитываются по предложенной ра-
нее модели химического равновесия. Показано,
что учет процессов рекомбинации и диссоци-
ации приводит к появлению дополнительного
множителя C = C(T ) при числе Рэлея в систе-
ме уравнений, описывающей конвекцию.

Для химически равновесного газа полу-
чены выражение для инкрементов нарастания
бесконечно малых возмущений и формула, опи-
сывающая зависимость критического числа Рэ-
лея от температуры при заданном давлении.
Показано, что нейтральная кривая на плоско-
сти T–Ra состоит из верхней (неустойчивость
при подогреве снизу) и нижней (неустойчи-
вость при подогреве сверху) ветвей. Критиче-
ское число Рэлея (минимум по T ) сравнитель-
но слабо зависит от давления, однако область
неустойчивости на плоскости p–T существенно
расширяется при увеличении давления в сто-
рону более высокой температуры, что особенно
выражено для нижней ветви нейтральной кри-
вой.

При числе Прандтля Pr < 1 устойчивы
только стационарные режимы двумерной кон-
векции, а все нестационарные метастабиль-
ны. Все режимы и характеристики конвектив-
ных течений химически равновесного газа мо-
гут быть получены из соответствующих харак-
теристик конвекции химически инертной сре-
ды переопределением числа Рэлея. С учетом
этих факторов для различных мод стационар-
ного режима двумерной конвекции химически
инертного газа были установлены зависимости
числа Нуссельта, кинетической энергии и вол-
нового числа в направлении x от надкритично-
сти.

В качестве следующих шагов планирует-
ся исследование конвекции химически равно-
весного газа с химически инертными микроча-
стицами различной массовой концентрации и
моделирование трехмерной конвекции химиче-
ски равновесного газа. Предполагается, что на-
личие дополнительной степени свободы обусло-
вит большее разнообразие режимов конвекции.
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