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Ïðåäñòàâëåí êðàòêèé îáçîð àëãîðèòìîâ âû÷èñëåíèÿ óðîâíåé ýíåðãèè ñèììåòðè÷íûõ 4–6-àòîìíûõ ìî-

ëåêóë. Ðàññìîòðåíû âîïðîñû âûáîðà êîîðäèíàò, ôîðìû ïîâåðõíîñòè ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè, ôîðìû îïåðà-
òîðà êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè è ñïîñîáîâ ðåøåíèÿ ìíîãîìåðíîãî ñòàöèîíàðíîãî óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà.  
Ïîñòðîåí îïåðàòîð êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè äëÿ ìîëåêóë òèïà AB4 âî âíóòðåííèõ ìàññîâî-íåçàâèñèìûõ êîîð-
äèíàòàõ. 

 

Êëþ÷åâûå ñëîâà: êîëåáàòåëüíûå óðîâíè ýíåðãèè, ïîâåðõíîñòü ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè, îïåðàòîð êèíå-
òè÷åñêîé ýíåðãèè, èíôðàêðàñíûå ñïåêòðû, âàðèàöèîííûå ðàñ÷åòû; vibrational energy levels, potential energy 
surface, operator of kinetic energy, infrared spectra, variational methods. 

 

Ââåäåíèå 
Çàäà÷à íàõîæäåíèÿ êîëåáàòåëüíûõ è êîëåáà-

òåëüíî-âðàùàòåëüíûõ óðîâíåé ýíåðãèè ìíîãîàòîì-
íûõ ìîëåêóë è èíòåíñèâíîñòåé ïåðåõîäîâ â íà-
ñòîÿùåå âðåìÿ ÿâëÿåòñÿ àêòóàëüíîé [1–7], îñîáåí-
íî â ñâÿçè ñ èññëåäîâàíèåì èçëó÷åíèÿ, ïîãëîùåíèÿ 
è ðàññåÿíèÿ ñâåòà ìîëåêóëàìè, âõîäÿùèìè â ñîñòàâ 
àòìîñôåðû [8, 9]. Ïðèìåíåíèå ìåòîäîâ êâàíòîâîé 
õèìèè çàìåòíî óïðîñòèëî èíòåðïðåòàöèþ è èäåí-
òèôèêàöèþ ñïåêòðîâ ìíîãèõ àòìîñôåðíûõ ìîëåêóë. 
Êîëåáàòåëüíî-âðàùàòåëüíûå ñïåêòðû äâóõàòîìíûõ 
ìîëåêóë â îñíîâíîì è âîçáóæäåííîì ýëåêòðîííûõ 
ñîñòîÿíèÿõ èññëåäîâàíû â êëàññè÷åñêèõ ðàáîòàõ 
[10–12] (ñì. òàêæå ññûëêè â íèõ). Äëÿ íåêîòîðûõ 
òðåõàòîìíûõ ìîëåêóë [1, 13–16], íàïðèìåð âîäû, 
òî÷íîñòü ðàñ÷åòîâ, îñíîâàííûõ íà êâàíòîâîé õèìèè  
è âàðèàöèîííûõ ìåòîäàõ, ïîçâîëÿåò èäåíòèôèöèðî-
âàòü ñëîæíûå ýêñïåðèìåíòàëüíûå ñïåêòðû. Çàìåò-
íûé ïðîãðåññ â ïîñëåäíåå âðåìÿ äîñòèãíóò äëÿ 
ñèììåòðè÷íûõ ìíîãîàòîìíûõ ìîëåêóë, íàïðèìåð 
ôîñôèíà [4, 17–20], àììèàêà [7, 21–23], ïåðåêèñè 
âîäîðîäà [24, 25], ôîðìàëüäåãèäà [26], àöåòèëåíà 
[27, 28], ìåòàíà [2, 5, 6, 29–34], ôòîðìåòàíà [35, 36], 
õëîðìåòàíà [37], ýòèëåíà [38–40], CH3OH [41], 
CH5

+ [42], à òàêæå äðóãèõ ìîëåêóë [43–45] (ñì. 
òàêæå ññûëêè â íèõ). Íî äëÿ áîëüøèõ èëè ìåíåå 
ñèììåòðè÷íûõ ìîëåêóë òî÷íîñòü âû÷èñëåíèÿ êîëåáà-
òåëüíûõ óðîâíåé ýíåðãèè ìåíüøå îäíîãî îáðàòíîãî 
ñàíòèìåòðà äî ñèõ ïîð íå äîñòèãíóòà. Îñîáåííî 
ñëîæíî âû÷èñëÿòü âûñîêîâîçáóæäåííûå óðîâíè ýíåð-
ãèè, ÷òî àêòóàëüíî äëÿ ðàñ÷åòà ãîðÿ÷èõ ñïåêòðîâ.  
 Îñíîâàííûå íà òåîðèè âîçìóùåíèé ìåòîäû 
ðàñ÷åòà êîëåáàòåëüíî-âðàùàòåëüíûõ óðîâíåé ýíåðãèè 
è ñïåêòðîâ ïîäðîáíî îïèñàíû, íàïðèìåð, â [46, 47] 
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è, íåñìîòðÿ íà çàìåòíûé â ïîñëåäíèå ãîäû ïðîãðåññ 
[48–52], â äàííîé ñòàòüå íå ðàññìàòðèâàþòñÿ. Òðåõ-
àòîìíûå ìîëåêóëû çàñëóæèâàþò îòäåëüíîãî îáçîðà 
[1, 13, 14], ïîýòîìó òàêæå íå ðàññìàòðèâàþòñÿ. 
Öåëü íàñòîÿùåé ñòàòüè – äàòü ïðåäñòàâëåíèå îá 
îñíîâàííûõ íà âàðèàöèîííîì ïîäõîäå ìåòîäàõ ðàñ-
÷åòà êîëåáàòåëüíûõ óðîâíåé ýíåðãèè 4–6-àòîìíûõ 
ñèììåòðè÷íûõ ìîëåêóë. Ðàñ÷åò êîëåáàòåëüíûõ 
óðîâíåé ýíåðãèè – îäèí èç âàæíûõ ýòàïîâ ðàñ÷åòà 
êîëåáàòåëüíî-âðàùàòåëüíûõ ñïåêòðîâ. Èìåííî íà 
ýòîì ýòàïå, êàê ïðàâèëî, ïðîèñõîäèò âûáîð êîîð-
äèíàò, îïåðàòîðà êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè è ìåòîäà 
ðåøåíèÿ çàäà÷è íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ. Õîòÿ 
âàðèàöèîííûå ðàñ÷åòû óñòóïàþò â òî÷íîñòè ïî ïî-
ëîæåíèÿì ëèíèé ìåòîäàì ýìïèðè÷åñêîé ïîäãîíêè 
ñïåêòðîâ, îíè ïîçâîëÿþò ïîëó÷àòü ïîëíûå ñïèñêè 
ëèíèé â øèðîêîì äèàïàçîíå ÷àñòîò, âêëþ÷àÿ ïðè 
ýòîì îãðîìíîå ìíîãîîáðàçèå ãîðÿ÷èõ ïåðåõîäîâ. 
Âàðèàöèîííûå ðàñ÷åòû èíòåðåñíû òàêæå äëÿ ðåä-
êèõ èçîòîïîëîãîâ ìîëåêóë, ýêñïåðèìåíòàëüíîé èí-
ôîðìàöèè î êîòîðûõ íåäîñòàòî÷íî. Åùå îäíîé ñèëü-
íîé ñòîðîíîé âàðèàöèîííûõ ðàñ÷åòîâ ÿâëÿåòñÿ äîñ-
òàòî÷íî òî÷íûé ðàñ÷åò èíòåíñèâíîñòåé ïåðåõîäîâ. 
Òî÷íîñòü âàðèàöèîííûõ ðàñ÷åòîâ èíòåíñèâíîñòåé 
ïåðåõîäîâ ñ îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ äëÿ ñèëüíûõ ïî-
ëîñ, êàê ïðàâèëî, íå õóæå 5–10% [17, 20, 33, 53],  
à äëÿ ñëàáûõ è ãîðÿ÷èõ ïîëîñ íå õóæå 10–20%. 
Äîñòè÷ü òàêóþ òî÷íîñòü ñ ïîìîùüþ ýêñïåðèìåíòà 
÷àñòî íå ïðîñòî, îñîáåííî äëÿ ðåäêèõ èçîòîïîëîãîâ 
è ïîâûøåííûõ òåìïåðàòóð. Ïîýòîìó âàðèàöèîííûå 
ðàñ÷åòû óðîâíåé ýíåðãèè ñèììåòðè÷íûõ ìíîãî-
àòîìíûõ ìîëåêóë ïðåäñòàâëÿþò èíòåðåñ äëÿ òî÷íî-
ãî ó÷åòà èõ âêëàäà â èçëó÷åíèå è ïîãëîùåíèå èçëó-
÷åíèÿ àòìîñôåðû. 

Ïîñòîÿííîå ñîâåðøåíñòâîâàíèå êîìïüþòåðíîé 
òåõíèêè, ïðîãðàìì ab initio ðàñ÷åòîâ, ìåòîäîâ âû÷èñ-
ëåíèé óðîâíåé ýíåðãèè è ïîâåðõíîñòè ïîòåíöèàëüíîé 
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ýíåðãèè (ÏÏÝ) ïîçâîëÿåò âñå òî÷íåå ðàññ÷èòûâàòü 
êîëåáàòåëüíûå è êîëåáàòåëüíî-âðàùàòåëüíûå óðîâíè 
ýíåðãèè [2–6, 54]. Ïîýòîìó ab initio ðàñ÷åòû ïðè-
ìåíÿþòñÿ äëÿ èäåíòèôèêàöèè êîëåáàòåëüíûõ ïî-
ëîñ. Ðàçíîñòü ýíåðãèè îäíîãî è òîãî æå óðîâíÿ äëÿ 
äâóõ ìîëåêóë, îòëè÷àþùèõñÿ òîëüêî èçîòîïè÷åñêè-
ìè ìîäèôèêàöèÿìè îäíîãî àòîìà, ìîæíî äîñòàòî÷-
íî òî÷íî îïðåäåëèòü èç âàðèàöèîííûõ ðàñ÷åòîâ 
[37, 55, 56], òàê êàê â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè ýòà 
ðàçíîñòü çàâèñèò îò êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè. Íèæå 
òàêàÿ ðàçíîñòü íàçûâàåòñÿ èçîòîïè÷åñêèì ñäâèãîì. 
Îñîáåííî èíòåðåñíû èçîòîïè÷åñêèå ñäâèãè äëÿ ñëà-
áûõ ïîëîñ, íàáëþäàåìûõ çà ñ÷åò âçàèìîäåéñòâèÿ ñ 
ñèëüíûìè ïîëîñàìè, ïðè îïðåäåëåííûõ âðàùàòåëü-
íûõ êâàíòîâûõ ÷èñëàõ J, K. Êàê ïðàâèëî, òàêîå 
âçàèìîäåéñòâèå ïðîÿâëÿåòñÿ äëÿ ðàçëè÷íûõ èçîòî-
ïîëîãîâ ïðè ðàçëè÷íûõ J è K, ÷òî ïîçâîëÿåò äîñòà-
òî÷íî òî÷íî ïðåäñêàçûâàòü óðîâíè ýíåðãèè äëÿ 
âñåõ èçîòîïîëîãîâ, åñëè õîòÿ áû äëÿ îäíîãî èçîòî-
ïîëîãà óðîâåíü ýíåðãèè èçâåñòåí.  

Áîëüøîå êîëè÷åñòâî 4–6-àòîìíûõ ìîëåêóë, 
âõîäÿùèõ â àòìîñôåðíûå áàíêè äàííûõ [8, 9], – 
ñèììåòðè÷íûå ìîëåêóëû. Äàæå äëÿ íàèáîëåå èñ-
ñëåäîâàííûõ ïÿòè-, øåñòèàòîìíûõ ìîëåêóë CH4, 
CH3X (X=D, F, Cl, Br, I), C2H4 èçâåñòíà èäåíòè-
ôèêàöèÿ òîëüêî íèæíèõ ïîëèàä, è ìíîãèå âàæíûå 
äëÿ ïðèëîæåíèé äèàïàçîíû ïåðå÷èñëåííûõ âûøå 
ìîëåêóë ïðåäñòàâëåíû â áàíêàõ äàííûõ íåäîñòà-
òî÷íî. Îòëè÷èòåëüíîé îñîáåííîñòüþ âûñîêîâîçáó-
æäåííûõ ñîñòîÿíèé ìíîãîàòîìíûõ ìîëåêóë ÿâëÿ-
þòñÿ âûñîêàÿ ïëîòíîñòü óðîâíåé ýíåðãèè è áîëüøîå 
êîëè÷åñòâî ïàðàìåòðîâ âçàèìîäåéñòâèÿ è ðåçîíàí-
ñîâ. Ïðîñòåéøåé ïÿòèàòîìíîé ìîëåêóëîé ñ òî÷êè 
çðåíèÿ ab initio ðàñ÷åòîâ ÿâëÿåòñÿ ìåòàí. Êðîìå 
òîãî, âûñîêàÿ ñèììåòðèÿ ìåòàíà ïîçâîëÿåò â íå-
ñêîëüêî ðàç óìåíüøèòü ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà 
áàçèñíûõ âîëíîâûõ ôóíêöèé. Ìîëåêóëà ìåòàíà 
èíòåðåñíà, òàê êàê äëÿ íåå ñóùåñòâóåò áîëüøîå 
êîëè÷åñòâî íåçàâèñèìûõ ðàñ÷åòîâ ðàçëè÷íûìè ìå-
òîäàìè, ÷òî ïîçâîëÿåò èõ ñðàâíèâàòü.  

Ñòàòüÿ ñîñòîèò èç ÷åòûðåõ ðàçäåëîâ. Â ïåðâîì 
ðàçäåëå ðàññìîòðåíû âûáîð êîîðäèíàò, âî ìíîãîì 
îïðåäåëÿþùèé ôîðìó îïåðàòîðà êèíåòè÷åñêîé 
ýíåðãèè, è ñïîñîáû ðåøåíèÿ ìíîãîìåðíîãî óðàâíå-
íèÿ Øðåäèíãåðà. Âî âòîðîì – îïèñàíî âû÷èñëåíèå 
àíàëèòè÷åñêîé ôîðìû ïîâåðõíîñòè ïîòåíöèàëüíîé 
ýíåðãèè. Â òðåòüåì – ðàññìîòðåí îïåðàòîð êèíåòè-
÷åñêîé ýíåðãèè è ïîñòðîåí ñèììåòðè÷íûé êîëåáà-
òåëüíûé îïåðàòîð êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè äëÿ ìîëå-
êóë òèïà AB4. ×åòâåðòûé ðàçäåë ïîñâÿùåí âûáîðó 
áàçèñíûõ ôóíêöèé è âû÷èñëåíèþ ìàòðè÷íûõ ýëå-
ìåíòîâ è ìåòîäàì íàõîæäåíèÿ ñîáñòâåííûõ çíà÷å-
íèé. Â çàêëþ÷åíèè äàíî ñðàâíåíèå ðàçëè÷íûõ ìå-
òîäîâ è ïðîãðàìì.  

1. Âûáîð êîîðäèíàò 
Â äåêàðòîâûõ êîîðäèíàòàõ n-àòîìíàÿ ìîëåêóëà 

îïèñûâàåòñÿ 3n êîîðäèíàòàìè. Ïîñëå îòäåëåíèÿ 
âðàùåíèÿ è ïîñòóïàòåëüíîãî äâèæåíèÿ ìîëåêóëû 
êàê öåëîãî îñòàåòñÿ 3n–6 (3n–5 äëÿ ëèíåéíûõ ìî-
ëåêóë) êîîðäèíàò, îòâå÷àþùèõ çà âíóòðåííèå ñòå-

ïåíè ñâîáîäû. Îáû÷íî ïîä âíóòðåííèìè êîîðäèíà-
òàìè ïîäðàçóìåâàþò íàáîð ðàññòîÿíèé ìåæäó àòî-
ìàìè r, óãëîâ ìåæäó äâóìÿ ñâÿçÿìè q è óãëîâ 
ìåæäó äâóìÿ ïëîñêîñòÿìè, îáðàçîâàííûìè òðåìÿ 
ñâÿçÿìè t (òîðñèîííûå óãëû), îäíîçíà÷íî çàäàþ-
ùèìè ãåîìåòðèþ ìîëåêóëû. Íà ðèñ. 1 ïîêàçàíî 
îïðåäåëåíèå äâóõ òîðñèîííûõ óãëîâ t23 è t24 äëÿ 
ñëó÷àÿ ïÿòèàòîìíîé ìîëåêóëû. Èíîãäà ïîä âíóòðåí-
íèìè êîîðäèíàòàìè ïîíèìàþò êîîðäèíàòû, îáðàçî-
âàííûå áîëåå ñëîæíûì îáðàçîì. Íàïðèìåð, â ñëó-
÷àå ïÿòèàòîìíîé ìîëåêóëû, ïîêàçàííîé íà ðèñ. 1,  
â êà÷åñòâå òî÷êè G ìîæíî âçÿòü êîîðäèíàòû ïåðâîãî 
àòîìà èëè êîîðäèíàòû öåíòðà ìàññ ìîëåêóëû. Â îáî-
èõ ñëó÷àÿõ ìîëåêóëà îäíîçíà÷íî çàäàåòñÿ ÷åòûðüìÿ 
âåêòîðàìè ,iGB  èç êîòîðûõ ìîæíî îïðåäåëèòü äå-
âÿòü âíóòðåííèõ êîîðäèíàò, íàïðèìåð r, q, t. 

 

 
Ðèñ. 1. Îïðåäåëåíèå âíóòðåííèõ êîîðäèíàò ïÿòèàòîìíûõ  
 ìîëåêóë òèïà AB4, AB3Ñ 
 

Ðàçëè÷àþò îðòîãîíàëüíûå è íåîðòîãîíàëüíûå 
êîîðäèíàòû â çàâèñèìîñòè îò òîãî, ñóùåñòâóþò èëè 
íåò íåäèàãîíàëüíûå ÷ëåíû â îïåðàòîðå êèíåòè÷å-
ñêîé ýíåðãèè ïîñëå îòäåëåíèÿ ïîñòóïàòåëüíîãî 
äâèæåíèÿ ìîëåêóëû êàê öåëîãî. Îðòîãîíàëüíûå 
êîîðäèíàòû íàçûâàþò òàêæå êîîðäèíàòàìè Ðàäî 
(Radau). Äåëàÿ çàìåíó ïåðåìåííûõ îò 3n äåêàðòî-
âûõ êîîðäèíàò ri ê 3(n–1) êîîðäèíàòàì  
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mi – ìàññà àòîìà i. 
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Åñëè íåäèàãîíàëüíûå Fab îòëè÷íû îò íóëÿ, òî 
êîîðäèíàòû íåîðòîãîíàëüíûå. Äëÿ ìîëåêóë òèïà 
ABN (N = 3, 4) ìîæíî ââåñòè îðòîãîíàëüíûå êîîð-
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ìàññà àòîìà A. Êàê ïðàâèëî, îðòîãîíàëüíûå êîîð-
äèíàòû (êîýôôèöèåíòû tai) çàâèñÿò îò ìàññ àòîìîâ, 
íî â íèõ îïåðàòîð êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè ïðèíèìàåò 
áîëåå ïðîñòóþ ôîðìó. Ýòî îñîáåííî çàìåòíî ïðè 
ïåðåõîäå îò äåêàðòîâûõ êîîðäèíàò ir  ê êîîðäèíà-
òàì r, q, t, çàâèñÿùèì îò .ir  Ñóùåñòâåííûì íåäîñ-
òàòêîì îðòîãîíàëüíûõ êîîðäèíàò ÿâëÿåòñÿ íåîáõî-
äèìîñòü ñòðîèòü ÏÏÝ îòäåëüíî äëÿ êàæäîãî èçîòî-
ïîëîãà.  

Â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ öåëåñîîáðàçíî ââîäèòü 
çàâèñèìûå êîîðäèíàòû [57–61]. Íàïðèìåð, äëÿ 
ìîëåêóë òèïà AB4 âìåñòî óãëîâûõ q12, q13, q14, t23, 
t24 ìîæíî ââåñòè øåñòü óãëîâ ìåæäó ÷åòûðüìÿ ñâÿ-
çÿìè qij. Â òàêèõ êîîðäèíàòàõ ïðîùå ñòðîèòü ñèì-
ìåòðèçîâàííûå óãëîâûå áàçèñíûå ôóíêöèè, íî 
øåñòü óãëîâ qij ÿâëÿþòñÿ çàâèñèìûìè.  

Âìåñòî âíóòðåííèõ êîîðäèíàò ìîæíî ââåñòè 
ñèììåòðèçîâàííûå êîîðäèíàòû: ëèíåéíûå êîìáè-
íàöèè âíóòðåííèõ êîîðäèíàò, ïðåîáðàçóþùèõñÿ  
â ñîîòâåòñòâèè ñ íåïðèâîäèìûìè ïðåäñòàâëåíèÿìè 
ãðóïïû ñèììåòðèè ìîëåêóëû. Íàïðèìåð, äëÿ ìîëå-
êóë òèïà AB4 ñèììåòðèè Td óãëîâûå ñèììåòðèçî-
âàííûå êîîðäèíàòû îïðåäåëÿþò ñëåäóþùèì îáðà-
çîì [59]:  
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l – ìàòðèöà 3ns [62], à s – êîëè÷åñòâî íîðìàëüíûõ 
êîëåáàíèé. Îïðåäåëÿÿ âíóòðåííèå êîîðäèíàòû r, q, t 
÷åðåç ñìåùåíèÿ dia, ìîæíî ïîëó÷èòü îäíîçíà÷íûå 
âûðàæåíèÿ äëÿ âíóòðåííèõ êîîðäèíàò â âèäå ôóíê-
öèè îò ðàâíîâåñíûõ çíà÷åíèé âíóòðåííèõ êîîðäè-
íàò è íîðìàëüíûõ êîîðäèíàò. Î÷åâèäíî, ÷òî îïðå-
äåëåíèå íîðìàëüíûõ êîîðäèíàò çàâèñèò îò ìàññû 
àòîìîâ.  

Íîðìàëüíûå êîîðäèíàòû, êàê ïðàâèëî, ïðèìå-
íÿþò äëÿ æåñòêèõ ìîëåêóë âáëèçè åäèíñòâåííîãî 
ìèíèìóìà ïîòåíöèàëüíîé ÿìû. Â òî æå âðåìÿ äëÿ 
íåæåñòêèõ ìîëåêóë, ìîëåêóë ñ áîëüøèìè àìïëèòó-
äàìè äâèæåíèÿ âäîëü îïðåäåëåííûõ íàïðàâëåíèé, 

âáëèçè äèññîöèàöèè èñïîëüçóþò âíóòðåííèå êîîð-
äèíàòû. Îò âûáîðà êîîðäèíàò âî ìíîãîì çàâèñÿò 
ñõîäèìîñòü çàäà÷è è ñëîæíîñòü âû÷èñëåíèÿ ìàò-
ðè÷íûõ ýëåìåíòîâ. Íîðìàëüíûå êîîðäèíàòû ìîãóò 
áûòü ñèììåòðèçîâàííû [63, 64] ïî àíàëîãèè ñ âû-
ðàæåíèÿìè (3). 

2. Ïîâåðõíîñòü ïîòåíöèàëüíîé 
ýíåðãèè 

Â ðàííèõ ðàáîòàõ âìåñòî òåðìèíà «ïîâåðõ-
íîñòü ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè» ÷àùå ïðèìåíÿåòñÿ 
òåðìèí «êîíñòàíòû ñèëîâîãî ïîëÿ» [28, 65, 66]. 
Îáû÷íî ïðè ýòîì ðàññìàòðèâàåòñÿ ñèëîâîå ïîëå íå 
âûøå ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà [28]. Êîíñòàíòû ñèëîâîãî 
ïîëÿ – êîýôôèöèåíòû ðàçëîæåíèÿ â ðÿä Òåéëîðà 
ïî íåêîòîðûì êîîðäèíàòàì, íàïðèìåð ñèììåòðèçî-
âàííûì êîîðäèíàòàì. Êàê ïðàâèëî, ÏÏÝ ñòðîèòñÿ 
â âèäå ðàçëîæåíèÿ â ìíîãîìåðíûé ðÿä Òåéëîðà îò 
ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèé âíóòðåííèõ, çàâèñèìûõ, 
ñèììåòðèçîâàííûõ èëè íîðìàëüíûõ êîîðäèíàò. 
Òàêèì îáðàçîì, íàáîð êîíñòàíò ñèëîâîãî ïîëÿ 
ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ÷àñòíûé ñëó÷àé ÏÏÝ. 
Áåç ó÷åòà ñèììåòðèè n-ìåðíóþ ÏÏÝ ìîæíî ïðåä-
ñòàâèòü â âèäå ðÿäà [67]:  
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ãäå Q – íîðìàëüíûå èëè âíóòðåííèå êîîðäèíàòû. 
Â ñëó÷àå ñèììåòðè÷íûõ ìîëåêóë ÏÏÝ ïðîùå ñòðî-
èòü îò ñèììåòðèçîâàííûõ (âíóòðåííèõ èëè íîðìàëü-
íûõ) êîîðäèíàò. Òàê êàê ïåðåñòàíîâêà êîîðäèíàò 
îäèíàêîâûõ ÷àñòèö íå ìåíÿåò çíà÷åíèÿ ïîòåíöèàëü-
íîé ýíåðãèè (ïðåíåáðåãàÿ ñïèíîâûìè âçàèìîäåéñò-
âèÿìè), ÏÏÝ ïðè ïåðåñòàíîâêàõ ïðåîáðàçóåòñÿ êàê 
ïîëíîñèììåòðè÷íîå ïðåäñòàâëåíèå ãðóïïû ñèììåòðèè 
ìîëåêóëû (õàðàêòåð χ = 1 äëÿ âñåõ êëàññîâ [68]).  
Â êà÷åñòâå ýëåìåíòàðíûõ ðàäèàëüíûõ ôóíêöèé îáû÷-
íî ïðèìåíÿþò ôóíêöèþ ( ) 1 exp[ ( )]i er a r r       
èëè ( ) ( ),i er r r    à â êà÷åñòâå ýëåìåíòàðíûõ óãëî-
âûõ ôóíêöèé ( ) cos( ) cos( )eq q q    èëè ( ) .eq q q    
ÏÏÝ ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ðÿäà ñ íåèçâåñòíû-
ìè êîýôôèöèåíòàìè Ki:  
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(4) 

ãäå ôóíêöèè p
iR ìîæíî îïðåäåëÿòü íàïðÿìóþ ÷åðåç 

ýëåìåíòàðíûå ôóíêöèè èëè ÷åðåç ñèììåòðèçîâàí-
íûå ôóíêöèé S, ïîäîáíûå (2), îò ýëåìåíòàðíûõ 
ôóíêöèé. Íàïðèìåð, â ñëó÷àå ÷åòûðåõ êîëåáàòåëü-
íûõ ìîä (ìîëåêóëû òèïà AB3, AB4) ìîæíî ïðåä-
ñòàâèòü [69, 70]: 

 1 2 3 4 1
1 2 3 4(([ ] [ ] ) ([ ] [ ] ) ) ,p p p p pC C A

iR S S S S      
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ãäå p = p1 + p2 + p3 + p4 – ñóììàðíàÿ ñòåïåíü. Ïî-
ðÿäîê ÏÏÝ îïðåäåëÿåòñÿ êàê ìàêñèìàëüíàÿ ñòåïåíü 
â p â ðàçëîæåíèè (4). Èíîãäà ÏÏÝ â ôîðìå (4) 
óìíîæàþò íà ôóíêöèþ ãð( , , ),r q t  óäîâëåòâîðÿþ-
ùóþ îïðåäåëåííûì ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì [29, 71], 
íàïðèìåð , áûñòðî óáûâàþùóþ ôóíêöèþ ïðè 
áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ ri. Öåëü òàêîãî äîïîëíèòåëüíî-
ãî ìíîæèòåëÿ – ïðàâèëüíîå ïîâåäåíèå ÏÏÝ ïðè 
äèññîöèàöèè ìîëåêóëû. Ñëåäóåò óòî÷íèòü, ÷òî ââå-
äåíèå ãð  ìîæåò ïðèâîäèòü ê íåêîòîðîìó óõóäøå-
íèþ ïðåäñêàçàòåëüíîé ñïîñîáíîñòè ÏÏÝ âáëèçè 
ìèíèìóìà. Îáùèå ïðîáëåìû, âîçíèêàþùèå ïðè 
ïîñòðîåíèè ÏÏÝ: 

1) òî÷íàÿ ðàâíîâåñíàÿ ãåîìåòðèÿ íåîáõîäèìà 
äëÿ õîðîøåãî îïèñàíèÿ âðàùàòåëüíûõ óðîâíåé ýíåð-
ãèè [36, 40, 72, 73]; 

2) ýìïèðè÷åñêàÿ êîððåêöèÿ ÷àñòè ïàðàìåòðîâ 
ÏÏÝ [2, 3, 73]), òàê êàê àb initio ÏÏÝ áåç êîððåê-
öèè ìîæåò äàâàòü îøèáêó â 1 … 10 ñì–1.  

3) ëîæíûå ìèíèìóìû ÏÏÝ ìîãóò ïðèâîäèòü  
ê áîëüøèì îøèáêàì âû÷èñëåíèé.  

Âàæíûì ýòàïîì ïîñòðîåíèÿ ÏÏÝ ÿâëÿåòñÿ âû-
áîð îïòèìàëüíîãî íàáîðà òî÷åê, çàäàþùèõ ÏÏÝ. 
Ïðè ýòîì æåëàòåëüíî, ñ îäíîé ñòîðîíû, íå âû÷èñ-
ëÿòü ëèøíèõ òî÷åê, ñ äðóãîé ñòîðîíû, êîëè÷åñòâî 
òî÷åê äîëæíî áûòü äîñòàòî÷íûì äëÿ òî÷íîãî îïðå-
äåëåíèÿ àíàëèòè÷åñêîé ôîðìû ÏÏÝ. Îïèñàííûé  
â [18, 73] àëãîðèòì îñíîâàí íà âûáîðå íàáîðà òî÷åê 
äëÿ îäíîçíà÷íîãî îïðåäåëåíèÿ ñèëîâîãî ïîëÿ îïðå-
äåëåííîãî ïîðÿäêà. Êàê ïðàâèëî, âáëèçè ìèíèìóìà 
ïîòåíöèàëüíîé ÿìû êîëè÷åñòâî òî÷åê íåáîëüøîå. 
Òèïè÷íîå ðàñïðåäåëåíèå òî÷åê ïî ýíåðãèÿì ïîêàçà-
íî íà ðèñ. 2 òðåóãîëüíèêàìè, øêàëà ñïðàâà. 
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Ðèñ. 2. Ðàñïðåäåëåíèå ab initio òî÷åê CH4 ïî ýíåðãèÿì  
 è îøèáêà ïîäãîíêè àíàëèòè÷åñêîé ôîðìû ÏÏÝ [73] 

 
Ïàðàìåòðû ÏÏÝ Ki â âûðàæåíèè (4) îïðåäå-

ëÿþòñÿ ñ ïîìîùüþ âçâåøåííîé ïîäãîíêè àíàëèòè-
÷åñêîé ôîðìû ê çíà÷åíèÿì, âû÷èñëåííûì â áîëü-
øîì êîëè÷åñòâå ãåîìåòðè÷åñêèõ êîíôèãóðàöèé ïðî- 
ãðàììàìè êâàíòîâî-õèìè÷åñêèõ ðàñ÷åòîâ, íàïðèìåð 

MOLPRO [74]. Â êà÷åñòâå âåñîâîé ÷àñòî èñïîëüçó-
åòñÿ ôóíêöèè òèïà ãèïåðáîëè÷åñêèé òàíãåíñ [2], 
íàïðèìåð â [73] âåñîâàÿ ôóíêöèÿ âçÿòà â âèäå 
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 (5) 

Ýòà ôóíêöèÿ ñ ðîñòîì E ìåäëåííî óìåíüøàåò-
ñÿ ïðè E < E1 è áûñòðî óìåíüøàåòñÿ äëÿ E >> E1. 
Äëÿ ðàçëè÷íûõ ïîðÿäêîâ ÏÏÝ ìîæíî èñïîëüçîâàòü 
ðàçëè÷íûå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ E1 è E2. ×åì âûøå 
ïîðÿäîê ÏÏÝ, òåì áîëüøå êîëè÷åñòâî ãåîìåòðè÷å-
ñêèõ êîíôèãóðàöèé, íåîáõîäèìîå äëÿ îïðåäåëåíèÿ 
ÏÏÝ. Âîçìîæíûé ïîðÿäîê ÏÏÝ â áîëüøîé ìåðå 
çàâèñèò îò ðàçìåðíîñòè è ñèììåòðèè çàäà÷è. Åñëè 
äëÿ ìîëåêóë òèïà AB3 ìîæíî íàéòè ÏÏÝ äî 10-ãî 
ïîðÿäêà, òî äëÿ ìîëåêóë òèïà A2B4 îïðåäåëèòü 
ÏÏÝ ïîðÿäêà âûøå 6 êðàéíå ñëîæíî. Ðàñïðåäåëå-
íèå ab initio òî÷åê ïî ýíåðãèÿì (îò ìèíèìóìà ïðè 
ðàâíîâåñíîé êîíôèãóðàöèè) è îøèáêà ïîäãîíêè 
àíàëèòè÷åñêîé ôóíêöèè äëÿ ìåòàíà [73] ïîêàçàíû 
íà ðèñ. 2. Òàêèå æå ãðàôèêè äëÿ ðàñïðåäåëåíèÿ 
òî÷åê ïî ýíåðãèÿì è îøèáêà ïîäãîíêè õàðàêòåðíû 
è äëÿ äðóãèõ ìîëåêóë [18, 40].  

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ íàèáîëåå ïîïóëÿðíûé êâàí-
òîâî-õèìè÷åñêèé ìåòîä ðàñ÷åòà 4–6-àòîìíûõ ìîëå-
êóë – CCSD(T) [75, 76] c áàçèñàìè VTZ, VQZ, 
V5Z [77, 78]. Âñå áîëåå ðàñïðîñòðàíåííûì ñòàíî-
âèòñÿ òàêæå ìåòîä CCSD(T)-F12 [79] ñ áàçèñàìè 
VTZ-F12, VQZ-F12. Äëÿ ìíîãèõ ìîëåêóë áûëè ïî-
ñòðîåíû íåçàâèñèìûå ÏÏÝ. D.W. Schwenke & 
H. Partridge [3, 80] âïåðâûå ïîñòðîèëè äîñòàòî÷íî 
òî÷íóþ ab initio ÏÏÝ ìåòàíà ìåòîäîì CCSD(T), 
õîðîøî îïèñûâàþùóþ íèæíèå óðîâíè. Ïîçäíåå ýòà 
ÏÏÝ áûëà óëó÷øåíà â [29]. Óðîâíè ýíåðãèè, ïîëó-
÷åííûå èç äâóõ íåçàâèñèìûõ ïîâåðõíîñòåé [29]  
è [73], ñîâïàäàþò ñ òî÷íîñòüþ äî 1 ñì–1 â äèàïàçî-
íå 0–6200 ñì–1. Íåçàâèñèìûå ÏÏÝ ìåòàíà ïî-
ñòðîåíû òàêæå â [33, 81]. Â [4, 18] ïîñòðîåíû äâå 
ðàçëè÷íûå ÏÏÝ PH3, à â ðàáîòàõ [7, 21] – ÏÏÝ 
NH3. Êàê ïðàâèëî, âáëèçè ìèíèìóìà ðàçëè÷íûå 
ÏÏÝ áëèçêè è íèçêîëåæàùèå óðîâíè ñîâïàäàþò. 
Îäíàêî ïðè óäàëåíèè îò ìèíèìóìà ïîâåäåíèå ÏÏÝ 
ñèëüíî çàâèñèò îò ôîðìû è ðàñïðåäåëåíèÿ ãåîìåò-
ðè÷åñêèõ êîíôèãóðàöèé, â êîòîðûõ ÏÏÝ âû÷èñëÿ-
ëàñü. Ìàêñèìóì ðàñïðåäåëåíèÿ òî÷åê ïî ýíåðãèÿì, 
ïîêàçàííûé íà ðèñ. 2, ëåæèò íèæå ýíåðãèè ZPE 
(Zero point energy) = 9300 ñì–1 äëÿ ìåòàíà. Âìåñòå 
ñ òåì ïîâåðõíîñòü [73] õîðîøî îïèñûâàåò óðîâíè 
ýíåðãèè ìåòàíà ïî êðàéíåé ìåðå äî 7500 ñì–1. Ïî-
õîæàÿ ñèòóàöèÿ íàáëþäàåòñÿ äëÿ äðóãèõ ìîëåêóë 
[18, 40]. Ðàçóìíîå ðàñïðåäåëåíèå òî÷åê ïî ýíåðãè-
ÿì çàâèñèò îò æåñòêîñòè ìîëåêóëû, ôîðìû è ïî-
ðÿäêà ÏÏÝ è íå çàâèñèò íàïðÿìóþ îò ZPE. Ýòî 
ñòàíîâèòñÿ îñîáåííî î÷åâèäíûì äëÿ áîëüøèõ ìîëå-
êóë [40]. 
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3. Îïåðàòîð êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè, 
íåîðòîãîíàëüíûå ÷ëåíû îïåðàòîðà 

êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè.  
Ïðèìåð ìîëåêóë òèïà AB4 

Îïåðàòîð êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè â íîðìàëüíûõ 
êîîðäèíàòàõ, èçâåñòíûé òàêæå êàê ãàìèëüòîíèàí 
Óîòñîíà (Watson) [82], ïîäðîáíî îïèñàí â [62, 68] 
è çäåñü íå ðàññìàòðèâàåòñÿ. Âî âíóòðåííèõ êîîð-
äèíàòàõ êîëåáàòåëüíî-âðàùàòåëüíûé îïåðàòîð êè-
íåòè÷åñêîé ýíåðãèè (ÎÊÝ) òðåõàòîìíûõ ìîëåêóë 
ïîëó÷åí B.T. Sutcliffe & J. Tennyson [83]. Â [84] èç 
êëàññè÷åñêîãî ÎÊÝ ñ ïîìîùüþ çàìåíû êëàññè÷å-
ñêèõ èìïóëüñîâ è ìîìåíòîâ èìïóëüñîâ íà êâàíòîâî-
ìåõàíè÷åñêèå îïåðàòîðû èìïóëüñà è ìîìåíòû èì-
ïóëüñîâ ïîñòðîåí êâàíòîâî-ìåõàíè÷åñêèé ÎÊÝ äëÿ 
÷åòûðåõàòîìíûõ ìîëåêóë, è ïðèâåäåíû ôîðìóëû 
äëÿ âû÷èñëåíèÿ ìàòðè÷íûõ ýëåìåíòîâ. Ïîçæå 
F. Gatti, C. Iung, A. Nauts, X. Chapuisat et al. [85, 86], 
D.W. Schwenke [87] ïîëó÷èëè äîñòàòî÷íî îáùèé 
ÎÊÝ. Â [88] ñ ïîìîùüþ çàìåíû ïåðåìåííûõ â ëà-
áîðàòîðíûõ êîîðäèíàòàõ ê âíóòðåííèì ïîëÿðíûì 
êîîðäèíàòàì è ïåðåìåííûì, îòâå÷àþùèì çà âðàùå-
íèå è ïîñòóïàòåëüíîå äâèæåíèå ìîëåêóëû êàê öå-
ëîãî, ïîñòðîåí êâàíòîâî-ìåõàíè÷åñêèé ÎÊÝ n-
àòîìíûõ ìîëåêóë â ïîëèñôåðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ. 
Â [89] íåîðòîãîíàëüíûå ÷ëåíû ÎÊÝ òàêæå ïîëó÷å-
íû â ïîëèñôåðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ. Â ýòèõ êîîð-
äèíàòàõ, ïîñëå çàìåíû n âåêòîðîâ íà n–1 âíóòðåí-
íèõ âåêòîðîâ è êîîðäèíàòó öåíòðà ìàññ, âíóòðåí-
íèå êîîðäèíàòû ïàðàìåòðèçóþòñÿ â ïîëÿðíûõ 
êîîðäèíàòàõ: Ri, θi, φi, i = 1, ..., n–1, ãäå θ1 = 0, 
φ1 = 0, φ2 = 0. Èíòåðåñíûé è äîñòàòî÷íî îáùèé 
àëãîðèòì ïîëó÷åíèÿ ÎÊÝ ïðåäñòàâëåí â [90]. Äâà 
àòîìà, ê êîòîðûì ïðèâÿçûâàåòñÿ ìîëåêóëÿðíî-
ôèêñèðîâàííàÿ ñèñòåìà â [88, 89], îêàçûâàþòñÿ 
âûäåëåííûìè. Ýòî óñëîæíÿåò èñïîëüçîâàíèå ñèì-
ìåòðèè äëÿ âûñîêîñèììåòðè÷íûõ ìîëåêóë. Áîëåå 
ñèììåòðè÷íàÿ ôîðìà êîëåáàòåëüíîãî ÎÊÝ äëÿ ìî-
ëåêóë òèïà ÀB3, AB4 â ñèììåòðè÷íûõ, íî çàâèñè-
ìûõ êîîðäèíàòàõ èçâåñòíà [91–94]. Ýòà ôîðìà 
ñèììåòðè÷íà è íå ñîäåðæèò sin(q)–2-ñèíãóëÿðíîñòè, 
õàðàêòåðíîé äëÿ ÎÊÝ â ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ 
[88, 89]. Îòñóòñòâèå ñèíãóëÿðíîñòè âî ìíîãîì óï-
ðîùàåò âûáîð áàçèñíûõ óãëîâûõ ôóíêöèé fn(q). Íà 
áàçèñíûå ôóíêöèè ïðè ñèíãóëÿðíîì îïåðàòîðå êè-
íåòè÷åñêîé ýíåðãèè ÷àñòî íåîáõîäèìî íàêëàäûâàòü 
óñëîâèÿ fn(q) = 0 [30] ïðè q = 0, ÷òî ìîæåò ñîïðî-
âîæäàòüñÿ îãðàíè÷åíèÿìè fn(π) = 0. Ïîñëåäíåå óñ-
ëîâèå çàâåäîìî íåïðèåìëåìî èç-çà òîãî, ÷òî êîíôè-
ãóðàöèÿ q = π ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íî âåðîÿòíîé äëÿ 
áîëüøîãî ÷èñëà ìîëåêóë òèïà AB4. 

Êîëåáàòåëüíûé ÎÊÝ íåñëîæíî ïîëó÷èòü ïðàê-
òè÷åñêè äëÿ ëþáîãî òèïà âíóòðåííèõ êîîðäèíàò. 
Åñëè èçâåñòíî ÿâíîå âûðàæåíèå âíóòðåííèõ êîîðäè-
íàò ÷åðåç äåêàðòîâû êîîðäèíàòû 1 1 1 2( , , , ,iq f x y z x   

2 2, ,..., , , ),n n ny z x y z  òî ÎÊÝ ìîæíî ïîëó÷èòü â ÿâíîì 
âèäå. Áóäåì èñïîëüçîâàòü îáîçíà÷åíèÿ [95]: 
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Íåñìîòðÿ íà òî ÷òî âûðàæåíèå (6) ïðîñòîå, 
íåîðòîãîíàëüíûå ÷ëåíû (2) ÎÊÝ ìíîãîàòîìíûõ 
ìîëåêóë ìîãóò áûòü äîñòàòî÷íî ñëîæíûìè. Êîëåáà-
òåëüíî-âðàùàòåëüíûé ãàìèëüòîíèàí ñ íåîðòîãîíàëü-
íûìè ÷ëåíàìè, ïîñòðîåííûé â [89], èñïîëüçîâàëñÿ 
íå÷àñòî. Â [18] íåîðòîãîíàëüíûå ÷ëåíû ÎÊÝ ïðè-
ìåíÿëèñü äëÿ âû÷èñëåíèÿ óðîâíåé ýíåðãèè èçîòî-
ïîëîãîâ PH3. Â çàêëþ÷åíèè ïðèâîäÿòñÿ íåêîòîðûå 
àðãóìåíòû çà èñïîëüçîâàíèå âíóòðåííèõ ìàññîâî-
íåçàâèñèìûõ êîîðäèíàò.  

Ñëîæíîñòü íåîðòîãîíàëüíîé ÷àñòè ÎÊÝ ìîæíî 
ïîíÿòü íà ïðèìåðå ìîëåêóë òèïà ñôåðè÷åñêîãî 
âîë÷êà AB4. Îðòîãîíàëüíûå ÷ëåíû ÎÊÝ õîðîøî 
èçâåñòíû [91–94]. Íèæå ìû ðàññìàòðèâàåì òîëüêî 
íåîðòîãîíàëüíóþ ÷àñòü ÎÊÝ. Íåîðòîãîíàëüíûå 
ðàäèàëüíûå ÷ëåíû îïåðàòîðà êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè 

èìåþò âèä: 

, cos( )/ .i jr r
ij i jg q m m  Íåîðòîãîíàëüíûå 

ðàäèàëüíî-óãëîâûå ÷ëåíû ,cos( )i jkr qg îïåðàòîðà êèíå-

òè÷åñêîé ýíåðãèè ìîãóò áûòü äâóõ òèïîâ: åñëè j 
èëè k ñîâïàäàåò ñ i, òî 

   ,cos( ) 2sin( ) / ,i ijr q
ij j jg q m r   

åñëè è j, è k îòëè÷íû îò i, òî 

 
 

     

,cos( ) cos( ) cos( )cos( ) /

cos( ) cos( )cos( ) / .

i jkr q
ij ik jk

ij j jk k ik jk

g q q q

m r q q q m r

 

 
 

Íåîðòîãîíàëüíûé óãëîâîé äèàãîíàëüíûé ÷ëåí ÎÊÝ 
èìååò âèä 
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.ij ijq q ij ij

i j i j
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Íåäèàãîíàëüíûå ÷ëåíû ìîãóò áûòü äâóõ òèïîâ äëÿ 
ñìåæíûõ óãëîâ qijqjk è äëÿ ïðîòèâîïîëîæíûõ óã-
ëîâ: q12q34, q13q24, q23q14. Íåäèàãîíàëüíûå ÷ëåíû 
äëÿ ïðîòèâîïîëîæíûõ óãëîâ ìîæíî çàïèñàòü 
ñëåäóþùèì îáðàçîì: 

cos( ),cos( ) ( , , , ) ( , , , ) ( , , , ) ( , , , ),ij klq qg f i j k l f j i l k f j i k l f i j l k     

  (7) 

ãäå ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî âñå èíäåêñû ðàçëè÷íû,  
à ôóíêöèÿ f(i, j, k, l) èìååò ôîðìó 

2. Îïòèêà àòìîñôåðû è îêåàíà, ¹ 5. 
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( , , , ) [cos( )cos( )cos( )

cos( )cos( ) cos( )cos( ) cos( )]/ .

ij jl lk

ij j jjk il kl ik l l

f i j k l q q q

q q q q q m m rr

 

  

  (8) 

Çàìåòèì, ÷òî îðòîãîíàëüíûé è íåäèàãîíàëüíûé 
÷ëåíû â ÎÊÝ äëÿ ïðîòèâîïîëîæíûõ óãëîâ íå ñó-
ùåñòâóþò. Íåäèàãîíàëüíûå ÷ëåíû äëÿ ñìåæíûõ 
óãëîâ qijqjk:  
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Èñïîëüçóÿ ôóíêöèè f(i, j, k, l) ñ îäèíàêîâûìè 
èíäåêñàìè, ìîæíî ïåðåïèñàòü íåîðòîãîíàëüíûé, 
íåäèàãîíàëüíûé ÷ëåí äëÿ ñìåæíûõ óãëîâ â âèäå 
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Çàìåòèì, ÷òî îðòîãîíàëüíûé íåäèàãîíàëüíûé 
÷ëåí äëÿ ñìåæíûõ óãëîâ ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê  

 2

cos( )cos( ) cos( )
( , , , ) .ij jl il

j j

q q q
f i j l j

m r

 
   

Ìàññîâî-íåçàâèñèìûå êîîðäèíàòû ìîæíî ïî-
ëó÷èòü, åñëè ïîëîæèòü â (1) .ai ait    Òîãäà èç (2) 
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 Ïîëíûé íåäèàãîíàëüíûé 

(îðòîãîíàëüíûé è íåîðòîãîíàëüíûé) ÷ëåí äëÿ 
ñìåæíûõ óãëîâ ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå 
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Çäåñü g  è ( , , , )f i j l j  âûðàæàþòñÿ ôîðìóëàìè (7) è (8) 
ñîîòâåòñòâåííî. Íåñìîòðÿ íà óïðîùåíèå, îêîí÷à-
òåëüíîå âûðàæåíèå äëÿ ïîëíîãî êîëåáàòåëüíîãî 
(îðòîãîíàëüíîé è íåîðòîãîíàëüíîé ÷àñòè) îïåðàòî-
ðà äîñòàòî÷íî ñëîæíî. Êðîìå òîãî, â íåîðòîãîíàëü-

íîé ÷àñòè ïîÿâëÿþòñÿ íîâûå ÷ëåíû, ïÿòèìåðíûå 
èíòåãðàëû êîòîðûõ ñëîæíåå èíòåãðàëîâ äëÿ îðòî-
ãîíàëüíîé ÷àñòè [94]. 

4. Âû÷èñëåíèå êîëåáàòåëüíûõ 
óðîâíåé ýíåðãèè ìíîãîàòîìíûõ 

ìîëåêóë 
Îáû÷íî êîëåáàòåëüíóþ çàäà÷ó ðåøàþò âî 

âíóòðåííèõ èëè íîðìàëüíûõ êîîðäèíàòàõ. Äëÿ ðå-
øåíèÿ çàäà÷è íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ æåëàòåëüíî 
ïðåäñòàâèòü ÏÏÝ è áàçèñíûå ôóíêöèè â âèäå, ìàê-
ñèìàëüíî óïðîùàþùåì ïîëó÷åíèå ìíîãîìåðíûõ 
ìàòðè÷íûõ ýëåìåíòîâ. Êàê ïðàâèëî, ÏÏÝ ïðåä-
ñòàâëÿþò â âèäå ñóììû ïðîèçâåäåíèé ñòåïåííûõ 
ôóíêöèé îò ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèé âíóòðåííèõ 
êîîðäèíàò [18, 37, 45]. Òàêîå ïðåäñòàâëåíèå ÷àñòî 
ïîçâîëÿåò ñâåñòè âû÷èñëåíèå ìíîãîìåðíûõ èíòå-
ãðàëîâ ê ñóììå îäíîìåðíûõ èíòåãðàëîâ èëè ñóììå 
èíòåãðàëîâ ìåíüøåé ðàçìåðíîñòè, åñëè áàçèñíûå 
ôóíêöèè òàêæå âûáðàíû â âèäå ïðîèçâåäåíèé îä-
íîìåðíûõ èëè ìíîãîìåðíûõ ôóíêöèé. Òàêîé ïîä-
õîä íàçûâàþò ïðåäñòàâëåíèåì êîíå÷íîãî áàçèñà 
(Finite Basis Representation – FBR). Áàçèñíûå 
ôóíêöèè ïðè òàêîì ïîäõîäå ñòðîÿòñÿ â âèäå ïðîèç-
âåäåíèÿ îäíîìåðíûõ ôóíêöèé  

 1 21 2 1 2( , , , ) ( ) ( ) ( )
kn n nk kF q q q f q f q f q    
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ãäå ri, ai, ti îáîçíà÷àþò ðàäèàëüíûå, óãëîâûå è òîð-
ñèîííûå êîîðäèíàòû. Ðàçäåëåíèå ïî ãðóïïàì êîîð-
äèíàò èìååò ñìûñë, â ÷àñòíîñòè, åñëè áàçèñíûå 
ôóíêöèè êàæäîé ãðóïïû êîîðäèíàò, íàïðèìåð ðà-
äèàëüíûå, óãëîâûå, òîðñèîííûå, ñèììåòðèçóþòñÿ 
[69, 94, 96–98] ïî îòäåëüíîñòè:  

 1 2 1 2 1 2( , ,...), ( , ,...), ( , ,...).r a t
r a t

C C C
n n nf r r f a a f t t   

Òîãäà ïîëíàÿ âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ (ÂÔ) ïðåîáðàçó-
åòñÿ êàê ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå .r a tC C C   Ïðà-
âèëüíîå èñïîëüçîâàíèå ñèììåòðèè ïîçâîëÿåò çàìåò-
íî óïðîñòèòü âû÷èñëèòåëüíóþ çàäà÷ó, òàê êàê ïðî-
ñòðàíñòâî ÂÔ ìîæåò áûòü ðàçáèòî íà íåñêîëüêî 
ïîäïðîñòðàíñòâ â ñîîòâåòñòâèè ñ íåïðèâîäèìûìè 
ïðåäñòàâëåíèÿìè ãðóïïû ñèììåòðèè ìîëåêóëû, äëÿ 
êàæäîãî èç êîòîðûõ îòäåëüíî ðåøàåòñÿ çàäà÷à íà 
ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ. Ïðè ýòîì âñå ôóíêöèè 

1 2 1 2 1 2( , ,...), ( , ,...), ( , ,...)r a t
r a t

C C C
n n nf r r f a a f t t äîëæíû áûòü 

ñèììåòðèçîâàíû ïî îòäåëüíîñòè â ñîîòâåòñòâèè  
ñ ãðóïïîé ñèììåòðèè ìîëåêóëû. Íàïðèìåð, ñèì-
ìåòðèçîâàííóþ ðàäèàëüíóþ ÂÔ ìîæíî ïîëó÷èòü, 
äåéñòâóÿ ïðîåêòèðóþùèìè îïåðàòîðàìè 

CP  (ïðîåê-
òèðóåò íà ïðåäñòàâëåíèå Ñ, ñòðîêó ) íà íåñèììåò-
ðèçîâàííóþ ðàäèàëüíóþ ôóíêöèþ:  

 
1 21 2 1 1 1( , , , ) ( ) ( ) ( ).

k
C C

n n nkF r r r P f r f r f r    
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Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ñèììåòðèçóåòñÿ è óãëîâàÿ 
÷àñòü. Åñëè äëÿ s-ìåðíîé çàäà÷è äëÿ êàæäîé êîîð-
äèíàòû âçÿòü k áàçèñíûõ ôóíêöèé, òî îáùåå êîëè-
÷åñòâî áàçèñíûõ ôóíêöèé kN áûñòðî ðàñòåò ñ óâå-
ëè÷åíèåì s. Äëÿ ìíîãîìåðíîé çàäà÷è íåâîçìîæíî 
âçÿòü äîñòàòî÷íî áîëüøîå êîëè÷åñòâî ôóíêöèé 
âäîëü êàæäîé èç êîîðäèíàò, ïîýòîìó ôîðìà ( )in if q  
âëèÿåò íà ñõîäèìîñòü ìíîãîìåðíîé çàäà÷è. Â êà÷å-
ñòâå îäíîìåðíûõ áàçèñíûõ ôóíêöèé ìîæíî âû-
áðàòü êëàññè÷åñêèå îðòîãîíàëüíûå ïîëèíîìû èëè 
òî÷íîå ðåøåíèå îäíîìåðíîãî óðàâíåíèÿ Øðåäèíãå-
ðà ñ ìîäåëüíûì ïîòåíöèàëîì, âûðàæàþùååñÿ ÷åðåç 
êëàññè÷åñêèå îðòîãîíàëüíûå ïîëèíîìû. Íàïðèìåð, 
äëÿ óãëîâîé ÷àñòè ìîæíî èñïîëüçîâàòü ïîëèíîìû 
Ëåæàíäðà, à äëÿ ðàäèàëüíîé ÷àñòè – òî÷íîå ðåøå-
íèå ïîòåíöèàëà Ìîðçå, âûðàæàþùååñÿ ÷åðåç ïîëè-
íîìû Ëàãåððà. Îäíàêî äîñòè÷ü õîðîøåé ñõîäèìî-
ñòè ìíîãîìåðíîé çàäà÷è ïðè s áîëüøå òðåõ â òàêîì 
áàçèñå, êàê ïðàâèëî, íå óäàåòñÿ èç-çà íåîáõîäèìî-
ñòè èñïîëüçîâàíèÿ ñëèøêîì áîëüøîãî ÷èñëà áàçèñ-
íûõ ôóíêöèé. Äëÿ óëó÷øåíèÿ ñõîäèìîñòè èñïîëü-
çóþò ïðèåì, ÷àñòî ïðèìåíÿåìûé â êâàíòîâîé õè-
ìèè, – êîíòðàêöèÿ áàçèñà (basis contraction). Ïðè 
ýòîì èç íà÷àëüíîãî áàçèñà, ñîñòîÿùåãî èç k ôóíê-
öèé, ñòðîèòñÿ ìåíüøåå ÷èñëî k ôóíêöèé, ÿâëÿþ-
ùèõñÿ ëó÷øèì íà÷àëüíûì ïðèáëèæåíèåì. Ïîýòîìó 
â êà÷åñòâå îäíîìåðíûõ áàçèñíûõ ôóíêöèé ( )in if q  
÷àùå áåðåòñÿ ðåøåíèå îäíîìåðíîãî óðàâíåíèÿ 
Øðåäèíãåðà (âñå êîîðäèíàòû, êðîìå îäíîé, ôèê-
ñèðóþòñÿ â ÏÏÝ), à êàæäîé îäíîìåðíîé ôóíêöèè 
ñîîòâåòñòâóåò ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå ýòîãî óðàâíå-
íèÿ – ýíåðãèÿ .inE  Ìíîãîìåðíûé áàçèñ ñòðîèòñÿ  
â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ îäíîìåðíûõ ôóíêöèé âñåõ 
âíóòðåííèõ êîîðäèíàò, òàêèõ, ÷òî ñóììà ýíåðãèé 

1 2 max,kn n nE E E E     ãäå maxE  – íåêîòîðîå 
ïîðîãîâîå çíà÷åíèå. Â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ ñõåìà 
ïîñòðîåíèÿ óñëîæíÿåòñÿ, è áåðåòñÿ áîëüøå ôóíê-
öèé äëÿ êàêèõ-ëèáî êîîðäèíàò èëè ãðóïï êîîðäè-
íàò. Êàê ïðàâèëî, ìåíüøåå êîëè÷åñòâî ôóíêöèé 
òðåáóåòñÿ äëÿ õîðîøî ëîêàëèçîâàííûõ æåñòêèõ 
êîëåáàíèé.  

Êðîìå ïðåäñòàâëåíèÿ êîíå÷íûì áàçèñîì â ëè-
òåðàòóðå èçâåñòåí ïîäõîä ïîä íàçâàíèåì «ïðåäñòàâ-
ëåíèå äèñêðåòíîé ïåðåìåííîé» (Discrete Variable 
Representation – DVR) [99–101]. Â òåîðèè ïðåä-
ñòàâëåíèÿ äèñêðåòíîé ïåðåìåííîé ÂÔ çàäàåòñÿ íå 
êîýôôèöèåíòàìè ðàçëîæåíèÿ ïî áàçèñíûì ôóíêöè-
ÿì, à çíà÷åíèÿìè ÂÔ â îïðåäåëåííûì îáðàçîì âû-
áðàííûõ òî÷êàõ. Ïðè ýòîì ïîäõîäå ÂÔ, ïðåäñòàâ-
ëÿåìûå êëàññè÷åñêèìè îðòîãîíàëüíûìè ïîëèíîìàìè, 
îïðåäåëÿþòñÿ â êîíå÷íîì ÷èñëå òî÷åê, à èíòåãðàëû 
ïî íåïðåðûâíûì ïåðåìåííûì çàìåíÿþòñÿ ñóììàìè 
ïî àíàëîãèè ñ çàìåíîé èíòåãðàëîâ îò êëàññè÷åñêèõ 
îðòîãîíàëüíûõ ïîëèíîìîâ ñóììàìè. Â íåäàâíèõ 
ðàáîòàõ [102–104] (ñì. òàêæå ññûëêè â íèõ) DVR-
ïîäõîä áûë óñïåøíî ïðèìåíåí ê âû÷èñëåíèþ óðîâ-
íåé ýíåðãèè íåêîòîðûõ 3–5-àòîìíûõ ìîëåêóë.  

Ìîæíî ðàçäåëèòü ìåòîäû ðåøåíèÿ âàðèàöèîí-
íîé çàäà÷è íà ðàáîòàþùèå ñ ïëîòíûìè ìàòðèöàìè, 

õðàíÿùèìèñÿ â îïåðàòèâíîé ïàìÿòè êîìïüþòåðà,  
è èòåðàöèîííûìè ìåòîäàìè ðåøåíèÿ çàäà÷è íà ñîá-
ñòâåííûå çíà÷åíèÿ [5, 60, 105–110]. Ìåòîä Ëàíøî-
ñà – îäèí èç íàèáîëåå èñïîëüçóåìûõ èòåðàöèîííûõ 
ìåòîäîâ [111, 112]. Â èòåðàöèîííûõ ìåòîäàõ íåò 
íåîáõîäèìîñòè õðàíèòü ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû â îïå-
ðàòèâíîé ïàìÿòè êîìïüþòåðà è ïîýòîìó íåò îãðàíè-
÷åíèé íà ðàçìåðíîñòü áàçèñà. Èòåðàöèîííûå ìåòîäû 
÷àñòî êîìáèíèðóþò ñ DVR-ïîäõîäîì [102–104]. 
Èòåðàöèîííûå ìåòîäû ïîçâîëÿþò äîñòè÷ü õîðîøåé 
òî÷íîñòè âû÷èñëåíèé êîëåáàòåëüíî-âðàùàòåëüíûõ 
óðîâíåé ýíåðãèè, òåì íå ìåíåå áîëüøèíñòâî 
ðàñ÷åòîâ ñïåêòðîâ 4–6-àòîìíûõ ìîëåêóë âûïîëíåíî 
íåèòåðàöèîííûìè ìåòîäàìè [21, 32, 34, 113]. 

Ñõîäèìîñòü êîëåáàòåëüíûõ óðîâíåé ýíåðãèè 
ìåòàíà â çàâèñèìîñòè îò ïîðîãà îòñå÷êè êîëåáà-
òåëüíîãî áàçèñà [94] ïîêàçàíà íà ðèñ. 3.  

 

 
Ðèñ. 3. Ñõîäèìîñòü êîëåáàòåëüíûõ óðîâíåé ýíåðãèè CH4 
â çàâèñèìîñòè îò ïîðîãà îòñå÷êè êîëåáàòåëüíîãî áàçèñà [94] 

 
Ïðè ýòîì êàæäûé ïîñëåäóþùèé áàçèñ 22 000, 

23 500, 25 000, 27 000, 31 000 ñîäåðæàë ïðèáëèçè-
òåëüíî â äâà ðàçà áîëüøå áàçèñíûõ ôóíêöèé, ÷åì 
ïðåäûäóùèé. Î÷åâèäíî, ÷òî ÷åì áîëüøå ðàçìåð-
íîñòü çàäà÷è è ÷åì áîëüøå êîëåáàòåëüíîå âîçáóæ-
äåíèå, òåì òðóäíåå äîñòè÷ü õîðîøåé ñõîäèìîñòè. 
 

 Çàêëþ÷åíèå 

Êàê óæå îòìå÷àëîñü âî ââåäåíèè, âûáîð êîîð-
äèíàò ìîæåò ñóùåñòâåííî óïðîñòèòü âû÷èñëåíèÿ 
êîëåáàòåëüíî-âðàùàòåëüíûõ óðîâíåé ýíåðãèè èç 
ÏÏÝ. Îò âûáîðà êîîðäèíàò ìîæåò çàâèñåòü òàêæå 
âîçìîæíîñòü èñïîëüçîâàíèÿ ïîëíîé ñèììåòðèè ìî-
ëåêóëû. Äëÿ îïèñàíèÿ ðàçëè÷íûõ èçîòîïîëîãîâ 
ìîëåêóëû îäíîé ÏÏÝ æåëàòåëüíî âûáèðàòü ìàññîâî- 
íåçàâèñèìûå êîîðäèíàòû. Â òðåòüåé ðàçäåëå îáîñ-
íîâûâàëàñü íåîáõîäèìîñòü ïîäãîíêè ÏÏÝ ê ýêñïå-
ðèìåíòàëüíûì äàííûì äëÿ óëó÷øåíèÿ ïðåäñêàçà-
òåëüíîé ñïîñîáíîñòè ÏÏÝ. Ïðè èñïîëüçîâàíèè 
ìàññîâî-çàâèñèìûõ êîîðäèíàò íåîáõîäèìî ñòðîèòü 
ÏÏÝ îòäåëüíî äëÿ êàæäîãî èçîòîïîëîãà. Ïðè ýòîì 
ab initio ÏÏÝ ïîäãîíÿåòñÿ ê ýêñïåðèìåíòàëüíûì äàí-
íûì îòäåëüíî äëÿ êàæäîãî èçîòîïîëîãà. Ïðåèìóùåñòâî 

2*. 
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òàêîãî ïîäõîäà: íåò íåîáõîäèìîñòè ó÷èòûâàòü íå-
àäèàáàòè÷åñêèå ïîïðàâêè, çàâèñÿùèå îò ìàññ àòî-
ìîâ, òàê êàê îíè êîìïåíñèðóþòñÿ ïîäãîíêîé.  
Ê íåäîñòàòêàì ñëåäóåò îòíåñòè íåîáõîäèìîñòü íà-
õîæäåíèÿ äîñòàòî÷íî ïîëíîãî íàáîðà äàííûõ äëÿ 
êàæäîãî èçîòîïîëîãà. Íàïðèìåð, â ñëó÷àå ìåòàíà, 
êàê ïðàâèëî, òîëüêî ïîëîñû ñèììåòðèè F2 èäåíòè-
ôèöèðîâàíû ïðè ìàëûõ J. Èñïîëüçîâàíèå áîëüøèõ 
J äëÿ ïîäãîíêè ÏÏÝ çàòðóäíèòåëüíî èç-çà õóäøåé 
ñõîäèìîñòè êîëåáàòåëüíî-âðàùàòåëüíîé çàäà÷è ïî 
ñðàâíåíèþ ñ êîëåáàòåëüíîé (J = 0) çàäà÷åé. Ïîýòî-
ìó ÷àñòî äëÿ ïîäãîíêè èñïîëüçóþò êîëåáàòåëüíûå 
óðîâíè ýíåðãèè J = 0, ïîëó÷åííûå âû÷èñëåíèåì  
ñ ïîìîùüþ ýôôåêòèâíîãî ãàìèëüòîíèàíà. Òî÷íîñòü 
òàêèõ óðîâíåé ýíåðãèè çàìåòíî õóæå òî÷íîñòè ýêñ-
ïåðèìåíòàëüíûõ ïîëîæåíèé ïåðåõîäîâ. Ïðè îäíî-
âðåìåííîé ïîäãîíêå ÏÏÝ ê óðîâíÿì ýíåðãèè âñåõ 
èçîòîïîëîãîâ íåáîëüøèå íåòî÷íîñòè â óðîâíÿõ 
ýíåðãèè îòäåëüíûõ èçîòîïîëîãîâ íå òàê êðèòè÷íû. 
Çà íåáîëüøèì èñêëþ÷åíèåì, íàïðèìåð [3], â íà-
ñòîÿùåå âðåìÿ íåò íàäåæíûõ ÷èñëåííûõ îöåíîê 
âêëàäà íåàäèàáàòè÷åñêèõ ïîïðàâîê â êîëåáàòåëüíûå 
óðîâíè ýíåðãèè ìíîãîàòîìíûõ ìîëåêóë. Âìåñòå ñ òåì 
âû÷èñëåíèÿ [114] ïîêàçàëè, ÷òî óðîâíè ýíåðãèè 
èçîòîïîëîãîâ ìîãóò áûòü äîñòàòî÷íî òî÷íî íàéäåíû 
èç ÏÏÝ îñíîâíîãî èçîòîïîëîãà. Ãëàâíàÿ ïðîáëåìà 
ïðè èñïîëüçîâàíèè íåîðòîãîíàëüíûõ êîîðäèíàò – 
ñëîæíûé âèä îïåðàòîðà êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè.  

Îäíîé èç ïåðâûõ è íàèáîëåå èñïîëüçóåìîé 
ïðîãðàììîé âû÷èñëåíèÿ êîëåáàòåëüíî-âðàùàòåëüíûõ 
óðîâíåé ýíåðãèè ÿâëÿåòñÿ MULTIMODE [115–118]. 
Ýòîé ïðîãðàììîé âû÷èñëÿëîñü áîëüøîå êîëè÷åñòâî 
ðàçëè÷íûõ ìîëåêóë (ñì. ññûëêè â [115–118]).  
Â MULTIMODE èñïîëüçóåòñÿ ñèëüíî óïðîùåííûé 
ÎÊÝ Eckart–Watson, ïîýòîìó, êàê ïðàâèëî, òî÷-
íîñòü âû÷èñëåíèÿ êîëåáàòåëüíî-âðàùàòåëüíûõ 
óðîâíåé ýíåðãèè çàìåòíî õóæå, ÷åì â ïðîãðàììàõ  
ñ áîëåå ïîëíûì ÎÊÝ. Ïðîãðàììà TROVE [119] 
èñïîëüçîâàíà äëÿ ðàñ÷åòà óðîâíåé ýíåðãèè è ñïåê-
òðîâ ìíîãèõ ìîëåêóë, íàïðèìåð [4, 7, 32, 120]. Ýòà 
ïðîãðàììà ïðåäñòàâëÿåò ÎÊÝ Eckart–Watson â âèäå 
ðÿäà, ÷òî ïîçâîëÿåò ïîëó÷àòü áîëåå òî÷íûé, ÷åì 
MULTIMODE, ðàñ÷åò. Ì. Rey et al. [31, 64] óñ-
ïåøíî ïðèìåíèëè âàðèàöèîííûé ïîäõîä, èñïîëüçóÿ 
íîðìàëüíûå êîîðäèíàòû, íåïðèâîäèìûå òåíçîðíûå 
îïåðàòîðû [70] è ÎÊÝ Eckart–Watson [82, 121] 
äëÿ ðàñ÷åòà óðîâíåé ýíåðãèè è ñïåêòðîâ ïðîãðàì-
ìîé TENSOR. Èòåðàöèîííûå ìåòîäû ðàñ÷åòà óðîâ-
íåé ýíåðãèè ïðèìåíÿëèñü â ðàáîòàõ [5, 60, 61, 105, 
106, 109, 122]. Èçâåñòíû òàêæå äðóãèå ïðîãðàììû, 
íàïðèìåð WAVR4, äëÿ ÷åòûðåõàòîìíûõ [123] è [54] 
äëÿ ïÿòèàòîìíûõ ìîëåêóë. Áîëüøîå êîëè÷åñòâî 
ïðîãðàìì è óñïåøíûõ ðàñ÷åòîâ äåìîíñòðèðóåò, ÷òî 
ðàñ÷åòû ñïåêòðîâ 4–6-àòîìíûõ ìîëåêóë ñòàíîâÿòñÿ 
âñå áîëåå äîñòóïíûìè. Â íàñòîÿùåå âðåìÿ èçâåñòíî 
òàêæå áîëüøîå êîëè÷åñòâî ðàñ÷åòîâ êîëåáàòåëüíûõ 
è êîëåáàòåëüíî-âðàùàòåëüíûõ óðîâíåé ýíåðãèè ìî-
ëåêóëû ñ ÷èñëîì àòîìîâ áîëüøå 6. Â [124] ïðåäëà-
ãàåòñÿ ãèáðèäíûé ìåòîä ðàñ÷åòà ñïåêòðîâ. Ìíîãèå 
ðàñ÷åòû, íàïðèìåð H7+ [125], H2O5

+ [45], âûïîëíå-
íû ïðîãðàììîé MULTIMODE. Íåñìîòðÿ íà òî ÷òî 
âûñîêîòî÷íûå ðàñ÷åòû áîëüøèõ ìîëåêóë òðåáóþò 

îãðîìíûõ âû÷èñëèòåëüíûõ ðåñóðñîâ, êà÷åñòâåííî 
ïðàâèëüíûå ðàñ÷åòû â ïîñëåäíåå âðåìÿ òàêæå ñòà-
íîâÿòñÿ áîëåå äîñòóïíûìè. 
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The algorithm of energy level calculation for symmetric 4–6 atomic molecules was considered. The ques-
tion of choice of coordinates, of the form of potential energy surface, and methods of solutions of Schrödinger 
equation were considered. The kinetic energy operator for molecules of AB4 type in internal mass-independent 
coordinates was built. 

 


