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С целью исследования задачи о шейке в металлах в условиях сверхпластичности выве-
дено уравнение эволюции малых возмущений свободной границы нелинейно-вязкой по-
лосы при ее квазистатическом одноосном растяжении. Показано, что группа симметрии
этого линейного параболического уравнения эквивалентна группе симметрии линейного
уравнения теплопроводности при произвольном материальном параметре модели. Полу-
чены автомодельные решения в виде простых и сложных стационарных локализованных
структур, переносимых вместе с материалом удлиняющейся полосы.
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Введение. При одноосном растяжении металлических образцов в режиме высокотем-
пературной ползучести, особенно в условиях сверхпластичности, большие деформации со-
провождаются макроскопическими поверхностными явлениями второго порядка [1–4]. На
свободной поверхности деформируемого образца наблюдаются множественные неподвиж-
ные и подвижные шейки малой фиксированной амплитуды (рис. 1). Экспериментально
это явление, по-видимому, систематически не изучалось. На рис. 1 представлена зависи-
мость D/D0 от x/D0 (D, D0 — текущее и начальное значения диаметра цилиндра; x —
продольная координата; εs — средняя деформация). Характер эволюции формы свобод-
ной поверхности образца, “замораживающей” ее возмущения, обусловливает стабильность
процесса его удлинения вплоть до аномально больших величин. Изучение условий суще-
ствования таких режимов позволяет разработать новый способ классификации и иденти-
фикации определяющих соотношений вязкопластичности, а также сформулировать опре-
деление сверхпластичности с точки зрения механики [2].

В данной работе рассматривается задача о квазистатическом растяжении бесконеч-
ной нелинейно-вязкой полосы со свободными боковыми границами. Как и в [5], в качестве
определяющих приняты нелинейные реологические соотношения несжимаемой жидкости

Рейнера — Ривлина. Эволюция малых симметричных относительно осевой линии возму-
щений свободных границ исследуется с помощью метода малого параметра, представляю-
щего собой отношение амплитуды возмущения к ширине полосы. Первый член равномерно
сходящегося асимптотического ряда возмущения свободной границы удовлетворяет неав-
тономному линейному уравнению параболического типа, в котором имеется произволь-
ный параметр m — материальный параметр чувствительности к скорости деформации.
При произвольном параметре m путем эквивалентных (не меняющих структуру алгебры
Ли) преобразований, инвертирующих время, это уравнение удается привести к линей-
ному уравнению теплопроводности, которое имеет бесконечномерную алгебру точечных

симметрий. Найдены автомодельные стационарные решения, имеющие локализованный



118 ПРИКЛАДНАЯ МЕХАНИКА И ТЕХНИЧЕСКАЯ ФИЗИКА. 2010. Т. 51, N-◦ 1

x/D0

D/D0 1

2
3

4

5

6
7
8

10
0,7

0,8

0,9

1,0

0 2 4 6 8

9

10

11

Рис. 1. Эволюция профиля свободной поверхности сплошного цилиндрического образ-
ца при одноосном растяжении (сплав индий — свинец, горячая деформация, контро-
лируемый параметр истинной скорости деформации порядка 10−7 с−1) [4]:
1 — εs = 0; 2 — εs = 0,032; 3 — εs = 0,095; 4 — εs = 0,159; 5 — εs = 0,222; 6 — εs = 0,254;
7 — εs = 0,317; 8 — εs = 0,349; 9 — εs = 0,413; 10 — εs = 0,476; 11 — εs = 0,508

и распределенный характер и существующие в некоторых диапазонах значений парамет-
раm, обеспечивающих баланс кинематической и физической нелинейностей. Устойчивость
данных решений не выяснена.

Уравнение возмущений свободной границы. Для нелинейно-вязкой несжимаемой
полосы при одноосном квазистатическом растяжении уравнения равновесия имеют вид

σx,x + τxy,y = 0, τxy,x + σy,y = 0; (1)

σx = −p+ τ(ξ)ξ−1u,x, σy = −p− τ(ξ)ξ−1u,x, τxy = τ(ξ)ξ−1(u,y + v,x)/2; (2)

u,x + v,y = 0, (3)

где x, y — декартовы ортогональные координаты (ось x совпадает с осевой линией по-
лосы); σx, σy, τxy — компоненты тензора напряжений; p — гидростатическое давление;

u, v — компоненты вектора скорости перемещений вдоль осей x и y; τ =
√

(σx − σy)2 + 4τ2
xy

и ξ =
√

(u,x)2 + (u,y + v,x)2/4 — энергетически сопряженные в двумерном случае интен-
сивности напряжений и скоростей деформаций; запятая означает частную производную.
Материальная функция τ(ξ) полагается произвольной, определяющей вид решений для
профиля свободной границы растягиваемой полосы. Нелинейность этой функции обуслов-
ливает нелинейность системы (1)–(3); соответствующую нелинейность модели будем на-
зывать физической.

В текущий момент времени выделяется основное движение при однородном растяже-
нии полосы вдоль ее осевой линии со скоростью деформации ξ0:

b,t = −ξ0b (4)

(b — текущий поперечный размер невозмущенной полосы). Возмущения (прямолинейной
формы) свободных границ полосы полагаются симметричными относительно осевой ли-
нии, что позволяет рассматривать только одну из границ: y(x, t) = b(t)+η(x, t), где η < 0 —
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возмущение границы. С использованием неявной формы уравнения g = b + η − y ≡ 0 за-
писываются компоненты вектора внешней нормали к свободной границе nx = g,x/|∇g| =
η,x/|∇g|, ny = g,y/|∇g| = −1/|∇g| и силовые граничные условия

η,xσx − τxy = 0, η,xτxy − σy = 0. (5)

Обозначив через d/dt производную по времени при фиксированной материальной части-
це, условие материальности свободной границы dg/dt = 0 с учетом (4) и соотношений
dx/dt ≡ u, dy/dt ≡ v можно записать в виде

η,t + uη,x − v − ξ0b = 0. (6)

Кинематическое условие (6) вводит в постановку задачи производную по времени: растя-
гиваемая полоса может находиться в состоянии равновесия даже при некоторой эволюции

ее свободной границы. Рассматриваются возмущения, исчезающие на бесконечно удален-
ных концах полосы:

η(x) → 0, x→ ±∞. (7)

Подставляя (2), (3) в (1), получаем уравнения равновесия в скоростях

τ−1ξp,x − (m− 1)[ξ−1ξ,xu,x + ξ−1ξ,y(u,y + v,x)/2]− u,xx − (u,yy − u,xx)/2 = 0,

τ−1ξp,y − (m− 1)[−ξ−1ξ,yu,x + ξ−1ξ,x(u,y + v,x)/2] + u,xy − (u,xy + v,xx)/2 = 0,

ξ,x = ξ−1[u,xu,xx + (u,y + v,x)(u,xy + v,xx)/4],
(8)

ξ,y = ξ−1[u,xu,xy + (u,y + v,x)(u,yy − u,xy)/4],

где τ ′ξ/τ = d ln τ/d ln ξ ≡ m — параметр чувствительности к скорости деформаций, по-
стоянный в случае степенного закона τ(ξ). Принимается, что при малых возмущениях ко-
эффициенты при старших производных в (8) являются константами, соответствующими
основному движению. Поэтому в выражениях для коэффициентов полагается u,y = v,x = 0,
u,x = ξ0, в результате чего система сводится к уравнениям

2τ−1ξp,x − (2m− 1)u,xx − u,yy = 0, 2τ−1ξp,y + (2m− 1)u,xy − v,xx = 0. (9)

В терминах функции тока u = ψ,y, v = −ψ,x следствием (9) является известное в
задаче устойчивости вязкопластической полосы уравнение

ψ,xxxx + 2(2m− 1)ψ,xxyy + ψ,yyyy = 0,

полученное в работе А. А. Ильюшина [6].
С помощью метода [7, 8], используемого при изучении слоя или полосы, неизвестные

поля можно представить в виде разложений по поперечной координате

p =
∞∑

n=0

pn(x)yn, ψ =
∞∑

n=1,3,...

ψn(x)yn,

u = ψ,y =
∞∑

n=1,3,...

nψny
n−1, v = −ψ,x = −

∞∑
n=1,3,...

ψ′ny
n,

где учтена осевая симметрия возмущенного поля скоростей. В первых членах рядов выде-
ляются слагаемые, соответствующие основному движению и возмущению:

p0 = −τ0 + π, ψ1 = ξ0x+ ϕ.

Здесь τ0 = τ(ξ0). Из уравнений равновесия (9) следуют связи между функциями pn, ψn:

y0: κπ,x − (2m− 1)ϕ,xx − 6ψ3 = 0, p1 = 0,

y1: p1,x = 0, 2κp2 + 6(2m− 1)ψ3,x + ϕ,xxx = 0,
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y2: κp2,x − 3(2m− 1)ψ3,xx − 60ψ5 = 0, p3 = 0,

y3: p3,x = 0, 4κp4 + 20(2m− 1)ψ5,x + ψ3,xxx = 0

и т. д. (κ ≡ 2τ−1
0 ξ0), позволяющие выразить эти функции через π и ϕ:

p = −τ0 + π +
τ0
4ξ0

[(2m− 1)2 − 1]y2ϕ,xxx −
2m− 1

2
y2π,xx +O(y4),

u = ξ0x+ ϕ− 2m− 1

2
y2ϕ,xx +

ξ0
τ0
y2π,x +O(y4), (10)

v = −ξ0y − ϕ,xy +
2m− 1

6
y3ϕ,xxx −

ξ0
3τ0

y3π,xx +O(y5).

Далее члены более высокого порядка малости, чем явно выписанные, опускаются.
Учет этих членов приводит к появлению дополнительных дисперсионных слагаемых в

уравнениях эволюции свободной границы.
С учетом выражений (10) и того, что на свободной поверхности y = b+ η, граничные

условия (5), (6) в обезразмеренных переменных

x = bx̄, η = bη̄, y = b(1 + η̄), t = ξ−1
0 t̄, ϕ = ξ0bϕ̄, π = τ0π̄

принимают вид системы трех уравнений относительно трех неизвестных функций η(x, t),
ϕ(x, t), π(x, t) (черта опущена):

η,x(2− π + ϕ,x) +m(1 + η)ϕ,xx − (1 + η)π,x = 0,

η,x(−m(1 + η)ϕ,xx + (1 + η)π,x) + ϕ,x + π = 0,

η,t + η,x(x+ ϕ− (2m− 1)(1 + η)2ϕ,xx/2 + (1 + η)2π,x) + η + (1 + η)ϕ,x −
(11)

− (2m− 1)(1 + η)3ϕ,xxx/6 + (1 + η)3/3π,xx = 0.

При малых возмущениях система (11) сводится к слабонелинейной форме методом мно-
гих масштабов [9]. Для этого искомые переменные представляются в виде разложений по
малому параметру ε:

η = εsη0 + ε2sη1 + . . . , ϕ = εqϕ0 + ε2qϕ1 + . . . , π = εpπ0 + ε2pπ1 + . . . (12)

(η0, ϕ0, π0, η1, ϕ1, π1 — функции независимых переменных x, t, χ ≡ εx, τ ≡ εt, имею-
щие порядок ε0). В результате можно выписать множители при степенях ε (i-й столбец
соответствует i-му уравнению системы (11)):

i = 1 i = 2 i = 3
εs : 2η0,x — η0,t + xη0,x + η0

εq : mϕ0,xx ϕ0,x ϕ0,x − (2m− 1)ϕ0,xxx/6
εp : −π0,x π0 π0,xx/3

εs+1 : 2η0,χ — η0,τ + xη0,χ

εq+1 : 2mϕ0,xχ ϕ0,χ ϕ0,χ − (2m− 1)ϕ0,xxχ/2
εp+1 : −π0,χ — 2π0,xχ/3
ε2s : 2η1,x — η1,t + xη1,x + η1

ε2q : mϕ1,xx ϕ1,x ϕ1,x − (2m− 1)ϕ1,xxx/6
ε2p : −π1,x π1 π1,xx/3
εs+q : mη0ϕ0,xx + η0,xϕ0,x −mη0,xϕ0,xx η0,xϕ0 − (2m− 1)η0,xϕ0,xx/2 +

+ η0ϕ0,x − (2m− 1)η0ϕ0,xxx/2
εs+p : −η0,xπ0 − η0π0,x η0,xπ0,x η0,xπ0,x + η0π0,xx

εp+q : — — —
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С помощью этих множителей выбираются показатели s = q = p = 1, соответствующие
содержательной модели:

2η0,x +mϕ0,xx − π0,x = 0, π0 + ϕ0,x = 0,

η0,t + xη0,x + η0 + ϕ0,x −
2m− 1

6
ϕ0,xxx +

1

3
π0,xx = 0;

(13)

2η1,x +mϕ1,xx − π1,x =
2m

m+ 1
η0,χ + 2

m+ 3

m+ 1
η0η0,x, π1 + ϕ1,x = −ϕ0,χ − 2(η0,x)2,

η1,t + xη1,x + η1 + ϕ1,x −
2m− 1

6
ϕ1,xxx +

1

3
π1,xx = −η0,τ − xη0,χ − ϕ0,χ − (14)

− 6m+ 1

3(m+ 1)
η0,xχ − η0,xϕ0 +

2

m+ 1
η2
0 −

2m+ 1

m+ 1
(η0,x)2 − 2m+ 1

m+ 1
η0η0,xx.

Решения в виде локализованных и распространяющихся шеек. С учетом

условия (7) система (13) сводится к следующим уравнениям:

η0,t + κ1η0 + xη0,x + κ2η0,xx = 0, κ1 ≡
m− 1

m+ 1
, κ2 ≡

2m+ 1

3(m+ 1)
; (15)

π0 = −ϕ0,x =
2

m+ 1
η0. (16)

Уравнение (15) допускает точечную группу Ли с инфинитезимальным оператором

ω et ∂x + ∂t, где ω — произвольная постоянная. Инвариант x − ω et оператора порожда-
ет экспоненциально-автомодельную подстановку

η0 = f(ζ), ζ ≡ x− ω et . (17)

В основном движении произвольная материальная точка, имеющая в актуальной (воз-
мущаемой) конфигурации полосы при t = 0 пространственную координату x∗, в любой
последующий момент времени t будет иметь координату x = x∗ et. Полагая в (17) ω = x∗,
можно показать, что профиль f(ζ) стационарен в системе отсчета ζ, движущейся как
жесткое целое вместе с материальной точкой, расположенной в начале координат ζ = 0,
при этом в системе отсчета ζ материал испытывает растяжение.

Подставляя (17) в уравнение (15), получаем уравнение для f

κ2f,ζζ + ζf,ζ + κ1f = 0, (18)

которое с помощью преобразований f = exp (−ζ̄2/4)f̄ , ζ = κ1/2
2 ζ̄ приводится к уравнению

параболического цилиндра в стандартной форме f̄,ζ̄ζ̄−(ζ̄2/4+1/2−κ1)f̄ = 0 [10]. Решение
последнего уравнения целесообразно записать через вырожденную гипергеометрическую

функцию Φ, в результате чего решение уравнения (18) принимает вид

f(ζ) = a(χ, τ) exp
(
− ζ2

2κ2

)
Φ

(1− κ1

2
,
1

2
,
ζ2

2κ2

)
+

+ b(χ, τ)ζ exp
(
− ζ2

2κ2

)
Φ

(2− κ1

2
,
3

2
,
ζ2

2κ2

)
, (19)

где a ∼ ε0; b ∼ ε0. При ζ → ±∞ это решение имеет асимптотику f(ζ) ∼ ζ−κ1 [10].
Следовательно, при m < −1 или m > 1, когда κ1 > 0 и заведомо κ2 > 0, данное решение
удовлетворяет граничным условиям f(ζ) → 0 (ζ → ±∞), т. е. локализовано.

Для того чтобы локализованные функции η0, ϕ0, π0 представляли собой возмущения

функций η, ϕ, π с точностью до малых порядка ε1, ряды (12) должны сходиться равно-
мерно, т. е. скорость затухания функции η1 должна быть не меньше скорости затухания
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Рис. 2. Формы уединенной волны (19):
а–в — a = −1, b = 0 (а — m = 10, б — m = −1,015, в — m = −10); г — a = 0, b = 1,
m = 1

функции η0: η1 ∼ ζ−δ при ζ → ±∞, где δ > κ1 > 0. Для этого из правой части следу-
ющего из (14) уравнения для η1 необходимо исключить члены η0,τ и xη0,χ. В результате
получаем решение a(χ, τ) ≡ a, b(χ, τ) ≡ b. Это решение не позволяет судить об устой-
чивости локализованной линейной волны (17)–(19). Для того чтобы выяснить, является
ли это решение устойчивым, необходимо рассматривать следующие члены рядов (12) и
зависимость решения от более медленных переменных.

Локализованный профиль функции f(ζ) формируется линейной комбинацией четной
(a 6= 0, b = 0) и нечетной (a = 0, b 6= 0) составляющих. На рис. 2 показана зависимость f(ζ)
в случае симметричного возмущения (a = −1, b = 0). При m > 1 форма уединенной волны
унимодальна (рис. 2,а), причем при m → −∞ имеет место гауссова функция f(ζ) =
a exp (−ζ2/(2κ2)). При m < −1 вблизи точки m = −1 уединенная волна имеет форму
группового солитона (рис. 2,б). По мере возрастания параметра m от значения m = −1
осцилляции размываются (рис. 2,в), и при m→ −∞ вновь имеет место гауссова функция.

При m = 1 (реология линейно-вязкой жидкости) из уравнения (18) исчезает член κ1f .
Решение этого уравнения представляет собой кинк (локализованное решение) (рис. 2,г),
описываемый интегралом вероятностей f(ζ) = b

√
πκ2/2 erf (ζ/

√
2κ2 ), и не удовлетворяет

граничным условиям локализованности (7). Однако если вместо (17) использовать под-
становку η0 = f(x − x∗ et) − f(x + x∗ et), то получается решение в виде распределенной
однородно растягиваемой шейки фиксированной глубины с неподвижными относительно

лагранжевых координат ±x∗ берегами неизменяемого профиля.
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Стационарное локализованное относительно автомодельной переменной решение урав-
нения (18) является следствием баланса основных членов уравнения ζf,ζ и κ2f,ζζ . Первый
член появился из нелинейного члена кинематического условия на свободной границе (6),
второй является следствием удержания в выражениях, аппроксимирующих компоненты
скоростей (10), членов более высокой, чем первая, степени по поперечной координате (в ра-
боте [8] также сделан вывод, что гипотеза плоских сечений не допускает существования
локализованных решений). При этом существование локализованного решения зависит от
интервала значений m — меры физической нелинейности модели. Эти члены имеют наи-
меньший показатель p = 2 в выражении, с которого начинается разложение решения в

степенной ряд: f = exp (−ζp)
∞∑

n=0

fnζ
n.

Из (10), (16) следует, что возмущение границы пропорционально противоположному
по знаку возмущению скорости удлинения полосы, среднему по ее поперечному сечению.
В частности, в области шейки η0 < 0 скорость удлинения увеличивается.

Решение (19) позволяет оценить форму шейки при m > 1. Вблизи точки ζ = 0 имеет
место разложение в степенной ряд, начинающееся с членов f(ζ) = −1+κ1ζ

2/(2κ2)+O(ζ4).
Ширина шейки λ на половине ее высоты находится из уравнения −1+κ1λ

2/(8κ2) ≈ −1/2,

откуда следует λ = 2
√

κ2/κ1. При значениях m, незначительно превышающих единицу,
имеет место асимптотика

λ ∼ 2/
√
m− 1 +O(

√
m− 1 ), (20)

соответствующая очень пологим шейкам. Для шеек, показанных на рис. 1, λ ∼ 100, и,
следовательно, согласно (20) m − 1 ∼ 10−4. Экспериментам на стационарную ползучесть
(в том числе в режимах сверхпластичности) обычно соответствуют значения 0 < m < 1,
поэтому, для того чтобы идентифицировать m по текущему профилю боковой поверхно-
сти растягиваемого образца, необходимо найти другие слабовозмущенные равновесные
формы, описываемые уравнением (15). Систематический поиск частных решений диф-
ференциального уравнения может быть осуществлен на основе изучения структуры его

симметрий.
Другие решения. Общие результаты групповой классификации линейных парабо-

лических уравнений в частных производных с двумя независимыми переменными получе-
ны Л. В. Овсянниковым и изложены в работе [11]. Уравнение (15) связано с уравнением
теплопроводности

η̄,t̄ − η̄,x̄x̄ = 0, (21)

к которому оно приводится преобразованиями эквивалентности

η̄ = eκ1t η0, x̄ = κ−1/2
2 e−t x, t̄ = e−2t /2, (22)

сохраняющими структуру алгебры точечных симметрий уравнения (15) [11, 12]. Опти-
мальная система конечномерных подалгебр бесконечномерной алгебры Ли, допускаемой
уравнением (21), построена в [13]. Каждая из таких подалгебр соответствует частному ре-
шению уравнения (21), которое преобразованиями (22) связано с некоторой, необязательно
локализованной, эволюционирующей равновесной формой свободной границы. Структура
алгебры Ли уравнения (21) не зависит от произвольного параметра этого уравнения, кото-
рым является параметр чувствительности к скорости деформации m; иными словами, за-
дача групповой классификации уравнения (21) относительно произвольного параметра m
имеет тривиальное решение. Для классификации и идентификации нелинейно-вязких со-
отношений необходимо найти все локализованные ограниченные решения в бесконечном
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множестве решений, инвариантных в соответствующих подалгебрах оптимальной систе-
мы, и условия их существования в зависимости от параметра m. Уравнение (15) встреча-
ется в квантовой механике, в работе [12] приведены некоторые локализованные решения
уравнений (15), (21).

Автор выражает благодарность Э. Л. Аэро, Д. А. Индейцеву и В. В. Киселеву за
полезные обсуждения работы.
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