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Рассмотрена задача перевода линейной системы в состояние динамического равновесия при одновре-
менном действии неизвестного возмущения и оптимального по быстродействию управления. Оптималь-
ное управление вычисляется в процессе движения по фазовой траектории и периодически обновляется
для дискретных значений фазовых координат. Доказано, что фазовая траектория приходит в точку ди-
намического равновесия и совершает незатухающие периодические движения (устойчивый предельный
цикл). Исследуется влияние различных параметров на положение точки динамического равновесия и
на форму предельного цикла. Показано, что вычисление и учет возмущения в алгоритме управления
увеличивает точность перевода в заданное конечное состояние. Дан метод оценки достижимой точности.
Приведены результаты моделирования и численных расчетов.

Ключевые слова: оптимальное управление, быстродействие, время вычисления, возмущение, фа-

зовая траектория, динамическое равновесие, предельный цикл, точность перевода, линейная система.

Aleksandrov V.M. Transferring a system with unknown disturbance under optimal
control to a state of dynamic balance and to ǫ-vicinity of a final state // Siberian J. Num.
Math. / Sib. Branch of Russ. Acad. of Sci. –– Novosibirsk, 2013.–– Vol. 16, № 2.–– P. 133–145.

The problem of transferring a linear system to a state of dynamic balance under simultaneous action of
an unknown disturbance and time-optimal control is considered. Optimal control is calculated along the phase
trajectory, and it is periodically updated for discrete phase coordinate values. It is proved that the phase
trajectory comes to the dynamic equilibrium point and makes undamped periodic motions (a stable limit
cycle). The location of the dynamic equilibrium point and the limit cycle form are considered as functions of
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to the required final state increases. A method for estimating attainable accuracy is presented. Results of
simulation and numerical calculations are given.
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1. Введение

Синтез оптимального управления динамическими системами представляет значи-
тельный теоретический и практический интерес, однако синтез в общем случае анали-
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тически неразрешим и сопряжен с принципиальными и вычислительными трудностями
[1, 2]. Не имеется эффективных методов синтеза оптимального управления за исклю-
чением линейно-квадратичных задач без ограничений на управление и простейших си-
стем. Одним из возможных подходов к решению задачи синтеза является реализация
оптимального управления в реальном времени в процессе сопровождения фазовой тра-
ектории движения динамической системы, когда управление формируется в функции
текущих дискретных значений фазовых координат (последовательный синтез) [3, 4]. Оп-
тимальное управление вычисляется в процессе движения системы. Время, затрачиваемое
каждый раз на вычисление оптимального управления, равно T∗. Через интервал T∗ изме-
ряются текущие значения фазовых координат и для них вычисляется новое оптимальное
управление. На управляемую систему одновременно действует неизвестное возмущение,
препятствующее переводу системы в требуемое конечное состояние. Возникает задача
нахождения фазового состояния, в которое переводится динамическая система при од-
новременном действии на систему неизвестного возмущения и оптимального управления.
Оптимальное управление вычисляется с дискретностью T∗ и не учитывает неизвестное
возмущение. Оптимальное управление стремится перевести фазовое состояние системы
в заданное конечное состояние, а возмущение противодействует этому переводу. В ре-
зультате фазовое состояние системы переходит в некоторое состояние динамического
равновесия, в котором система может находится сколь угодно долго. Исследуемая за-
дача является одной из актуальных задач теории равновесия [5]. В связи с широким
применением теории оптимального управления в технике, экономике, биологии, меди-
цине, экологии и многих других областях представляет не только теоретический, но и
практический интерес вычисление состояния динамического равновесия и исследование
влияния на него величины дискретности T∗, структуры и величины возмущения.

Вычисление возмущения в процессе сопровождения фазовой траектории движения
системы на основе измерения фазовых координат возмущенной и невозмущенной си-
стем, его экстраполяция и учет возмущения в алгоритме формирования оптимального
управления значительно повышает точность перевода и позволяет перевести систему в
ǫ-окрестность требуемого конечного состояния.

Если возмущение известно, то существует большое количество работ (напр., [6–12]), в
которых возмущение учитывается в алгоритме оптимального управления и достигается
перевод системы в требуемое конечное состояние.

2. Постановка задачи

Пусть управляемая система описывается линейным дифференциальным уравнением

ẋ = A(t)x+B(t)u+ F, x(t0) = x0, x0 ∈ D, D ⊂ V, (2.1)

где x— n-мерный вектор фазового состояния; A(t) иB(t) — непрерывные матрицы разме-
ра n×n и n×m соответственно; u — m-мерный вектор управления, компоненты которого
принадлежат классу кусочно-непрерывных функций и подчинены ограничениям:

|uj | 6 Mj , Mj > 0, j = 1,m; (2.2)

F — n-мерный вектор неизвестных непрерывных ограниченных возмущений, относитель-
но которых будем делать различные предположения. Это могут быть внешние детерми-
нированные воздействия, структура и величина которых неизвестна; различного рода
нелинейности, неучтенные при линеаризации; параметрические возмущения, вызванные
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несоответствием параметров объекта и его математической модели либо различием раз-
мерности математического описания модели и управляемого объекта и т. д.

Предполагается, что линейная модель объекта без возмущения F :

ẋm = A(t)xm +B(t)u, xm(ti) = x(i), x(i) ∈ D, D ⊂ V, i = 0, 1, 2, . . . , (2.3)

полностью управляема, т. е.

rank
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]

= n, (2.4)

и переводима в заданное конечное состояние (начало координат) из ограниченной об-
ласти начальных условий D, т. е. x(i) принадлежит область управляемости V . В (2.4)
Φ(t, t0) — фундаментальная матрица решений линейного однородного дифференциально-
го уравнения ẋ = A(t)x, которая находится из решения матричного дифференциального
уравнения Φ̇(t, t0) = A(t)Φ(t, t0) с начальным условием Φ(t0, t0) = I, где I — единичная
матрица; ∗ — знак транспонирования.

Предполагается также, что оптимальное управление u0(t) для системы (2.3) вычис-
ляется за время T∗ и алгоритм его задан [13, 14].

Оптимальное управление переводит фазовое состояние системы из любого начально-
го состояния, принадлежащего области управляемости, в требуемое конечное состояние
(начало координат) и вычисляется за время T∗ в процессе сопровождения фазовой тра-
ектории движения системы

ẋ = A(t)x+B(t)u0(t) + F, x(ti) ∈ V, i = 1, 2, 3, . . . , (2.5)

т. е. начальные условия измеряются и периодически обновляются через время T∗ =
ti − ti−1, i = 1, 2, 3, . . . . Оптимальное управление стремится перевести фазовое состо-
яние системы (2.5) в начало координат, а возмущение противодействует этому переводу.
В результате фазовое состояние системы (2.5) переводится в некоторое состояние дина-
мического равновесия.

Задача 1. Найти конечное фазовое состояние, в которое переводится фазовое состояние
системы (2.5) при одновременном действии неизвестного непрерывного ограниченного
возмущения F и оптимального управления uo(t), вычисляемого без учета возмущения.

Замечание 1. Перевод линейной системы в любое конечное состояние (принимаемое
за новое начало координат) преобразованием координат сводится без потери общности
к переводу системы из нового начального состояния в начало координат.

3. Перевод системы в состояние динамического равновесия

Управляемый объект (2.5) за время вычисления T∗ = t1 − t0 оптимальным управле-
нием u0(t), t ∈ [t0, t1], вычисленным без учета возмущения F , переводится в некоторое
состояние x(t1). Линейная модель системы без возмущения (2.3) переводится в состояние
xm(t1), отличное от x(t1).
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Рис. 1. Фазовые траектории движения объекта и модели

На рис. 1 приведены фазовые
траектории движения объекта
и модели:
1 — фазовая траектория движе-
ния объекта;
2, 3, 4, . . . — фазовые траекто-
рии движения модели.

Теорема. Фазовая траектория движения линейной системы (2.5) при одновременном

действии возмущения F и оптимального по быстродействию управления u0(t), вычис-

ляемого за время T∗ для периодически обновляемых через время T∗ значений фазовых

координат, приходит в точку динамического равновесия x∗ и совершает незатухающие

периодические движения. Фазовая траектория системы выходит из точки динамиче-

ского равновесия x∗ и возвращается в точку динамического равновесия (устойчивый

предельный цикл). Период колебаний равен T∗. Координаты точки динамического рав-

новесия равны:

x∗ = −
[

Φ(ti+1, ti) − I
]−1

∫ ti+1

ti

Φ(ti+1, τ)
[

B(τ)u(0)(τ) + F
]

dτ.

Доказательство. Для линейных систем справедлив принцип суперпозиции. Движение
системы (2.5) можно рассматривать как суперпозицию движений двух систем:

ẋ(1) = A(t)x(1) +B(t)u0(t), x(1)(ti) = x(ti), (3.1)

ẋ(2) = A(t)x(2) + F, x(2)(ti) = 0, (3.2)

где x = x(1) + x(2); i = 0, 1, 2, . . . . Фазовое состояние системы (3.1) оптимальным управ-
лением u0(t) переводится из начального состояния x(1)(ti) = x(ti), i = 0, 1, 2, . . . , в ну-

левое конечное состояние x(1)(t
(1)
k ) = 0 за время T (i) = t

(i)
k − ti. За время T∗ = ti+1 − ti,

i = 0, 1, 2, . . . , система (3.1) переводится в фазовое состояние

x(1)(ti+1) = Φ(ti+1, ti)x
(1)(ti) +

∫ ti+1

ti

Φ(ti+1, τ)B(τ)u(0)(τ)dτ, (3.3)

а система (3.2) перейдет в состояние

x(2)(ti+1) =

∫ ti+1

ti

Φ(ti+1, τ)Fdτ. (3.4)

Суммируем (3.3) и (3.4). Получаем

x(1)(ti+1) + x(2)(ti+1) = Φ(ti+1, ti)x
(1)(ti)+

∫ ti+1

ti

Φ(ti+1, τ)B(τ)u(0)(τ)dτ +

∫ ti+1

ti

Φ(ti+1, τ)Fdτ. (3.5)

Наличие точки динамического равновесия x∗ означает, что фазовая траектория систе-
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мы (2.5) в момент t = ti выходит из точки x∗, а в момент t = ti+1 приходит в ту же точку
x∗, т. е. справедливо соотношение

x∗ = Φ(ti+1, ti)x∗ +

∫ ti+1

ti

Φ(ti+1, τ)B(τ)u(0)(τ)dτ +

∫ ti+1

ti

Φ(ti+1, τ)Fdτ. (3.6)

Из (3.6) следует, что точка динамического равновесия находится из соотношения

x∗ = −
[

Φ(ti+1, ti) − I
]−1

∫ ti+1

ti

Φ(ti+1, τ)
[

B(τ)u(0)(τ) + F
]

dτ. (3.7)

Таким образом, перейдя в точку динамического равновесия, фазовая траектория дви-
жения линейной системы совершает незатухающие периодические движения (устойчи-
вый предельный цикл). Период колебаний равен времени вычисления T∗ оптимального
управления.

Определение 1. Точкой динамического равновесия x∗ называется точка фазового про-
странства X, в которую переходит фазовая траектория движения линейной динамиче-
ской системы (2.5) при одновременном действии возмущения F и оптимального по быст-
родействию управления u0(t), вычисляемого периодически с периодом T∗ для дискретно
обновляемых значений фазовых координат. Если A(t) = A, B(t) = B и F = const, то
имеем стационарную точку динамического равновесия.

Таким образом, оптимальное управление u0(t) переводит фазовое состояние системы
(3.1) из положения x(1)(ti) = x∗ в некоторое состояние x(1)(ti+1), а возмущение F перево-
дит фазовое состояние системы (3.2) из x(2)(ti) = 0 в состояние x(2)(ti+1) = −[x(1)(ti)−x∗].
В результате фазовая траектория движения системы (2.5) совершает незатухающие пе-
риодические движения (устойчивый предельный цикл), период которых равен времени
вычисления T∗ оптимального управления.

Определение 2. Состоянием динамического равновесия называется циклическая (пе-
риодическая) фазовая траектория движения линейной динамической системы (2.5) при
одновременном действии возмущения и периодически вычисляемого оптимального по
быстродействию управления u0(t), начинающаяся из точки динамического равновесия
x∗ и приходящая через время t = T∗ в точку динамического равновесия. Если A(t) = A,

B(t) = B и F =const, то точка x∗ является стационарной точкой динамического равно-
весия, а состояние динамического равновесия является стационарным.

Итак, каково бы не было начальное условие x(t0) = x0 ∈ V , под действием опти-
мального управления динамическая система движется по многообразиям переключений.
Допустим, что изображающая точка принадлежит (n− 1)-мерному многообразию пере-
ключений σ(n−1). Это множество точек пространства X, из которого переход в начало
координат линейной системы при F ≡ 0 достигается за (n − 1) интервалов постоянства
оптимального управления. Если F ≡ 0, то изображающая точка линейной системы по-
пав на многообразие σ(n−1) последовательно движется вначале по (n− 1)-мерному мно-
гообразию σ(n−1), затем, достигнув второго момента после переключения управления,
движется по многообразию σ(n−2) и т. д. и, наконец, по σ(1). Это линия переключения,
достигнув которой управление переключается последний раз и дальнейшее движение по
линии переключения в начало координат происходит уже без переключений.
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Рис. 2. Фрагмент многообразий переключений
и фазовая траектория движения системы

На рис. 2 показан фрагмент многооб-
разий переключений в трехмерном про-
странстве и фазовая траектория движе-
ния системы из точки X0.

Последнее многообразие переключе-
ний — это линия переключения, по ко-
торой изображающая точка переводится
в заданное конечное состояние (начало
координат). Если T∗ = 0, то точка ди-
намического равновесия x∗ находится на
(n− 1)-мерном многообразии σ(n−1) пере-
ключений оптимального управления. Ес-
ли T∗ стремится к нулю, то x∗ стремится к
(n−1)-мерному многообразию переключе-
ний σ(n−1). Так как время вычисления оп-
тимального управления предполагается

достаточно малым, то точка динамического равновесия x∗ находится вблизи (n−1)-мер-
ного многообразия σ(n−1) переключений оптимального управления и может быть вычис-
лена итерационно описанным ниже образом, если допустить, что возмущение известно.
Допущение позволяет исследовать влияние различных параметров на расположение точ-
ки динамического равновесия и форму предельного цикла.

Берем в начальный момент времени t = t0 произвольную точку x(t0) = x0. Для
линейной системы: ẋ = A(t)x+B(t)u, x(t0) = x0 вычисляем оптимальное по быстродей-
ствию управление u0(t) [13], переводящее эту систему за минимальное время T 0 = tk − t0
из начального состояния x(t0) = x0 в начало координат x(t0k) = 0. Находим решение
дифференциального уравнения в момент t = t0 + T∗:

x(t0 + T∗) = Φ(t0 + T∗, t0)x
0 +

∫ t0+T∗

t0

Φ(t0 + T∗, τ)B(τ)u(0)(τ)dτ. (3.8)

Суммируем (3.8) со слагаемым от действия возмущения F на интервале t ∈ [t0, t0 + T∗]
и получаем значение x1:

x1 = Φ(t0 + T∗, t0)x
0 +

∫ t0+T∗

t0

Φ(t0 + T∗, τ)
[

B(τ)u(0)(τ) + F
]

dτ, (3.9)

которое принимаем за новое начальное условие. Отклонение нового начального условия
(x1) от прежнего начального значения (x0) равно ∆x0 = (x1 − x0) :

(x1 − x0) =
[

Φ(t0 + T∗, t0) − I
]

x0 +

∫ t0+T∗

t0

Φ(t0 + T∗, τ)
[

B(τ)u(0)(τ) + F
]

dτ. (3.10)

Для нового начального условия (x1) вычисляем новое значение оптимального управле-
ния u1(t), моменты переключения (νp

j ) которого и время оптимального процесса уже

отличны от моментов переключения и времени оптимального управления u0(t). Это от-
личие может быть найдено из решения следующей системы линейных алгебраических
уравнений [13]:

Φ(tk, t0)(x
1−x0)+2

m
∑

j=1

rj−1
∑

p=1

Φ
(

tk, ν
p
j

)

Bj

(

ν
p
j

)

MjSj(p)∆ν
p
j +

m
∑

j=1

Bj(tk)MjSj(rj)∆tk=0. (3.11)
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На следующем шаге принимаем в качестве начальной полученную точку xi, i =
2, 3, . . ., и т. д. В точке динамического равновесия (xi+1 − xi) = 0. Поэтому итераци-
онный вычислительный процесс заканчивается, когда ‖xi+1 − xi‖ 6 ǫ, где 0 < ǫ ≪ 1 и
задано.

Конкретное расположение точки динамического равновесия x∗ в фазовом простран-
стве зависит от величины возмущения F , его структуры и времени T∗ вычисления опти-
мального управления u0(t).

4. Перевод системы в ǫ-окрестность заданного конечного

состояния при неизвестном возмущении

Выше показано, что если не учитывать возмущение в алгоритме оптимального по
быстродействию управления, то система переходит в состояние динамического равнове-
сия. Покажем, что учет возмущения в алгоритме оптимального управления позволяет
существенно повысить точность и перевести систему в ǫ-окрестность заданного конечно-
го состояния (начало координат).

Задача 2. Для линейной динамической системы (2.1) с неизвестным непрерывным огра-
ниченным возмущением F найти оптимальное по быстродействию управление û0(t),
переводящее фазовое состояние системы (2.1) из начального состояния x(t0) = x0 в
ǫ-окрестность начала координат.

4.1. Вычисление возмущения

Неизвестное возмущение F , действующее на систему, может быть вычислено следу-
ющим образом. Возмущение вызывает на интервале [ti−1, ti], i = 1, 2, 3, . . . , отклонение
фазовой траектории на величину

∆x(ti) =

∫ ti

ti−1

Φ(ti, τ)Fdτ. (4.1)

Для определения возмущения будем измерять в моменты времени t = ti, i = 1, 2, 3, . . . ,
значения фазовых координат объекта (2.1) и модели объекта (2.3) при одинаковых управ-
лениях. Тогда

x(ti) − xm(ti) =

∫ ti

ti−1

Φ(ti, τ)Fdτ, i = 1, 2, 3, . . . . (4.2)

Так как F непрерывная ограниченная функция, то справедливо соотношение

∫ ti

ti−1

Φ(ti, τ)Fdτ =

[
∫ ti

ti−1

Φ(ti, τ)dτ

]

F̂i, i = 1, 2, 3, . . . , (4.3)

где F̂i — среднее значение возмущения на интервале [ti−1, ti]. Из (4.2) имеем

F̂i =

[
∫ ti

ti−1

Φ(ti, τ)dτ

]−1
[

x(ti) − xm(ti)
]

, i = 1, 2, 3, . . . . (4.4)
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4.2. Формирование оптимального управления с учетом

вычисленного возмущения

Известно оптимальное управление, переводящее систему без возмущения (2.3) за ми-

нимальное время T = t
(1)
k − t0 из начального состояния xm(t0) = x0 в начало координат

x(t
(1)
k

) = 0. Следовательно, известно оптимальное управление, переводящее систему (2.3)

из точки xm(t1) в начало координат x(t
(1)
k ) = 0 за время T (1) = t

(1)
k −t1. Необходимо найти

оптимальное управление, переводящее систему с возмущением (2.5) из другой начальной
точки x(t1), отстоящей от xm(t1) на величину ∆x(t1) (см. рис. 1). Справедливо уравне-

ние баланса отклонений: отклонение фазовых координат ∆x(t
(1)
k ) в конечный момент

t = t
(1)
k , вызванное действием на систему возмущения и отличием начального условия,

должно быть скомпенсировано отклонением фазовых координат ∆x̃(t
(1)
k ), вызванным от-

клонениями ∆νp
j моментов переключений ν

p
j управления и изменением ∆t

(1)
k конечного

момента t
(1)
k :

∆x(t
(1)
k

) + ∆x̃(t
(1)
k

) = 0. (4.5)

Отклонение ∆x(t
(1)
k

) может быть записано так:

∆x
(

t
(1)
k

)

= Φ
(

t
(1)
k , t1

)

∆x
(

t1
)

+

[
∫ t

(1)
k

t1

Φ
(

t
(1)
k , τ

)

dτ

]

F̂1. (4.6)

Отклонения моментов переключений управления и конечного момента вызывают следу-
ющее отклонение фазовых координат в конечный момент:

∆x̃
(

t
(1)
k

)

= 2
m

∑

j=1

rj−1
∑

p=1

Φ
(

t
(1)
k
, ν

p
j

)

Bj

(

ν
p
j

)

MjSj

(

p
)

∆νp
j +

m
∑

j=1

Bj

(

t
(1)
k

)

MjSj

(

rj
)

∆t
(1)
k
, (4.7)

где Sj(p) = sign
[

Bj(t)
]∗
ψ(t), t ∈

[

ν
p−1
j , ν

p
j

]

. Подставим (4.6) и (4.7) в (4.5). Получим
уравнение, связывающее отклонения фазовых координат в конечный момент с отклоне-
ниями моментов переключений управления и отклонением конечного момента

2

m
∑

j=1

rj−1
∑

p=1

Φ
(

t
(1)
k , ν

p
j

)

Bj

(

ν
p
j

)

MjSj

(

p
)

∆νp
j +

m
∑

j=1

Bj

(

t
(1)
k

)

MjSj

(

rj
)

∆t
(1)
k +

Φ
(

t
(1)
k
, t1

)

∆x
(

t1
)

+

[
∫ t

(1)
k

t1

Φ
(

t
(1)
k
, τ

)

dτ

]

F̂1 = 0. (4.8)

Для нахождения оптимального управления (а не просто допустимого управления) необ-
ходимо перейти к определению числа и расположения моментов переключений ν

p
j ,

j = 1,m, p = 1, rj − 1, с помощью сопряженной системы. Для этого необходимо уста-
новить связь между отклонениями моментов переключений управления и отклонениями
начальных условий нормированной сопряженной системы. Такая связь была найдена [3]:

∆νp
j
∼=

{[

Bj

(

ν
p
j

)

]∗
A∗

(

ν
p
j

)

Φ̂
(

ν
p
j , t0

)

ψ̂
(

t0
)

−
[

Ḃj

(

ν
p
j

)

]∗
Φ̂

(

ν
p
j , t0

)

ψ̂
(

t0
)

}−1
×

[

Bj

(

ν
p
j

)

]∗
Φ̂

(

ν
p
j , t0

)

∆ψ̂
(

t0
)

, j = 1,m, p = 1, rj − 1. (4.9)
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Следует отметить, что, несмотря на кажущуюся сложность, выражение (4.9) имеет про-
стой вид благодаря матрицам размера (1 × n) и (n× 1), входящим в (4.9).

Запишем (4.9) в компактном виде

∆νp
j
∼= L∆ψ̂(t0), j = 1,m, p = 1, rj − 1, (4.10)

и подставим в (4.8). Получим систему из n линейных алгебраических уравнений с n

неизвестными, которыми являются (n − 1) отклонений ∆ψ̂(t1) нормированного вектора

начальных условий ψ̂(t1) и отклонение ∆t
(1)
k конечного момента t

(1)
k :

2

m
∑

j=1

rj−1
∑

p=1

Φ
(

t
(1)
k , ν

p
j

)

Bj

(

ν
p
j

)

MjSj

(

p
)

L∆ψ̂
(

t1
)

+

m
∑

j=1

Bj

(

t
(1)
k

)

MjSj

(

rj
)

∆t
(1)
k +

Φ
(

t
(1)
k , t1

)

∆x
(

t1
)

+

[
∫ t

(1)
k

t1

Φ
(

t
(1)
k , τ

)

dτ

]

F̂1 = 0. (4.11)

Решив (4.11), находим ∆ψ̂(t1) и ∆t
(1)
k

. В результате находим оптимальное по быстро-
действию управление u0(t), переводящее систему с возмущением (2.1) из точки x(t1) в

начало координат x(t
(1)
k

) = 0 за минимальное время T (1) = t
(1)
k

− t1.
Система (2.1) под действием вычисленного к моменту t = t1 оптимального управле-

ния и неизвестного возмущения F перейдет в точку x(t2) (cм. рис. 1), а модель системы
без возмущения (2.3) перейдет в точку xm(t2). Требуется найти оптимальное управле-
ние, переводящее линейную систему (2.5) из другой начальной точки [xm(t2) + ∆x(t2)] c

другим возмущением F2 в начало координат x(t
(2)
k ) = 0. Важно подчеркнуть, что, если

на интервале t ∈ [t1, t2] возмущение F не изменяется, то ∆x(t2) = 0, (F2 − F1) = 0 и
вычисленное оптимальное управление переводит систему (2.5) из точки x(t2) в начало

координат x(t
(2)
k ) = 0 за минимальное время T (2) = t

(2)
k − t2.

В результате для вычисления оптимального управления в процессе сопровождения
фазовой траектории движения управляемой системы (2.5) имеем следующую систему из
n линейных алгебраических уравнений с n неизвестными:

2

m
∑

j=1

rj−1
∑

p=1

Φ
(

t
(i)
k , ν

p
j

(

ti
))

Bj

(

ν
p
j

(

ti
))

MjSj

(

p
)

L∆ψ̂
(

ti
)

+

m
∑

j=1

Bj

(

t
(i)
k

)

MjSj

(

rj
)

∆t
(i)
k +

Φ
(

t
(i)
k , ti

)

∆x
(

ti
)

+

[
∫ t

(i)
k

ti

Φ
(

t
(i)
k , τ

)

dτ

]

(

F̂i − F̂i−1

)

= 0, i = 1, 2, 3, . . . , (4.12)

где F0 = 0.
Измеряя в моменты времени t = ti, i = 1, 2, 3, . . . , отклонения фазовых траекторий

движения систем с возмущением и без возмущения, вычисляем среднее значение воз-
мущения на интервале [ti−1, ti]. Оно используется для вычисления оптимального управ-
ления возмущенной системой на следующем интервале [ti, ti+1], т. е. имеем запаздыва-
ние в определении возмущения на величину ∆F̂i = F̂i+1 − F̂i, i = 1, 2, 3, . . . . Следо-
вательно, имеем погрешность в определении действующего на систему возмущения на
величину ∆F̂i, i = 1, 2, 3, . . . . А это приводит к переводу возмущенной системы лишь в
ǫ-окрестность заданного конечного состояния (начало координат). Величина ǫ-окрест-
ности согласно (3.7) определяется теперь выражением
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x∗ = −
[

Φ(ti+1, ti) − I
]−1

∫ ti+1

ti

Φ(ti+1, τ)
[

B(τ)u(0)(τ) + ∆F̂i

]

dτ. (4.13)

Таким образом, вычисление и учет возмущения в алгоритме управления позволяет повы-
сить точность перевода системы в заданное конечное состояние. Дальнейшее повышение
точности достигается экстраполяцией возмущения, т. е. уменьшением величины ∆F̂i.

Замечание 2. Если F = const, то F2 −F1 = 0, ∆x(t2) = 0 и, следовательно, ∆ψ̂(t2) = 0

и ∆t
(2)
k

= 0. В процессе сопровождения нет необходимости, так как оптимальное управ-
ление вычислено на предыдущем этапе и в дальнейшем остается неизменным.

Замечание 3. Если F = F (x), что характерно для нелинейных систем, и F (x) → 0 при
x→ 0, то достижим перевод системы в начало координат.

Замечание 4. Если F = var, то в процессе сопровождения фазовой траектории дви-
жения объекта вычисляется возмущение, измеряются отклонения и корректируются мо-
менты переключений оптимального управления и конечный момент. Фазовое состояние
объекта может быть переведено лишь в окрестность начала координат. Погрешность пе-
ревода при малых значениях T∗ приближенно равна ∆x ∼= ∆FT∗, где ∆F — изменение
возмущения F за время T∗ вычисления оптимального управления. Погрешность перевода
может быть уменьшена, если экстраполировать возмущение.

Так, например, при линейной экстраполяции возмущения имеем

F̂i+1 = F̂i + ∆F̂i−1
ti+1 − ti

ti − ti−1
, i = 1, 2, 3, . . . , (4.14)

что позволяет уменьшить величину ǫ-окрестности при переводе системы в заданное ко-
нечное состояние.

5. Моделирование и численные расчеты

Проиллюстрируем изложенный метод нахождения стационарной точки динамическо-
го равновесия для систем второго и четвертого порядка. Рассмотрим систему:

ẋ1 = x2 + F, |F | 6 F ∗,

ẋ2 = bu, |u| 6 M.
(5.1)

Фазовая траектория движения системы (5.1) при действии только одного возмущения F
за время T∗ приходит в точку x(T∗) = (FT∗, 0). Время оптимального по быстродействию
перевода фазового состояния системы (5.1) (при F ≡ 0) из этого состояния в нулевое
конечное x(Topt) = 0 равно

Topt = 2

√

|F |T∗
|b|M

. (5.2)

Из (5.2) следует, что существует такое граничное T∗ = Tr, где Tr = 4 |F |
|b|M , для которого

T∗ = Topt. Если T∗ > Tr, то стационарная точка динамического равновесия находится
на оси x1, которая является траекторией возмущенного движения, и имеет координа-
ты x∗ = (FT∗, 0). Если T∗ < Tr, то стационарная точка динамического равновесия не

принадлежит оси x1, а приближается к линии переключения |x1| −
x2
2

2|bM | = 0.
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Рис. 3. Предельные циклы для системы второго порядка

На рис. 3 показаны предельные циклы для различных T∗ при F = 3, b = 4, M = 5.
Граничное значение Tr = 0.6. Стационарная точка динамического равновесия для
T∗ = 0.6 находится на оси x1 и имеет координаты x3

∗ = (1.8, 0).

Показаны предельные циклы и стационарные точки динамического равновесия x1
∗ для

T∗ = 0.1, x2
∗ для T∗ = 0.3, x3

∗ для T∗ = 0.6, x4
∗ для T∗ = 0.9. Отрезок Sx4

∗ — часть фазовой
траектории предельного цикла, на которой u(t) ≡ 0. Траектория возмущенного движе-
ния совпадает с осью x1, а отрезок Sx4

∗ — часть траектории возмущенного движения.
P1, . . . , P4 — точки переключения управления на соответствующих предельных циклах;
x0
∗ = (0.225;−3) — предельная стационарная точка динамического равновесия при T∗ = 0.

В предельном случае при T∗ = 0 стационарная точка динамического равновесия находит-

ся из условия ẋ = 0, лежит на линии переключения и имеет координаты x0
∗ =

( F |F |
2|b|M ,−F

)

.

Следует отметить, что при T∗ → 0 частота переключений оптимального управления,
принимающего предельные значения ±M , стремится к бесконечности. При этом интер-
валы знакопостоянства управления равны и стремятся к нулю (скользящий режим).

Для системы четвертого порядка:

ẋ1 = x2,

ẋ2 = x3,

ẋ3 = x4 + F,

ẋ4 = a41x1 + a42x2 + a43x3 + a44x4 + bu, |u| 6 M,

(5.3)

в табл. 1 приведены значения фазовых координат предельного цикла для T∗ = 0.3 и
F = 3. Приняты следующие численные значения параметров: a41 = −2.9684; a42 = −5.84;
a43 = −6.33; a44 = −3.4; b = 4; M = 5, при которых система (5.3) имеет комплексно-
сопряженные собственные значения матрицы A: α1,2 = −0.784± j ·0.986; α3,4 = −0.916±
j · 1.016. В момент t = 0.22201 происходит переключение управления.

В табл. 2 приведены координаты xi∗, i = 1, 4, стационарных точек динамического
равновесия для ряда значений F и T∗.
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Таблица 1.

t x1(t) x2(t) x3(t) x4(t) u(t)

0.00 0.2016200 −0.0018698 −0.0217082 −1.7603975 −5

0.03 0.2015592 −0.0020269 0.0091553 −2.1759362 −5

0.06 0.2015058 −0.0014397 0.0280935 −2.5556779 −5

0.09 0.2014769 −0.0004500 0.0361575 −2.9011340 −5

0.12 0.2014797 0.0006310 0.0343533 −3.2138018 −5

0.15 0.2015128 0.0015220 0.0236424 −3.4951618 −5

0.18 0.2015666 0.0019697 0.0049421 −3.7466756 −5

0.21 0.2016243 0.0017474 −0.0208739 −3.9697834 −5

0.24 0.2016629 0.0006926 −0.0466350 −3.4682019 +5

0.27 0.2016616 −0.0007788 −0.0469749 −2.5696826 +5

0.30 0.2016200 −0.0018698 −0.0217082 −1.7603975 +5

Таблица 2.

F T∗ x1∗ x2∗ x3∗ x4∗

0 0 0 0 −1

1
0.1 0.0031306 −0.0000994 −0.0010359 −0.5102221

0.3 0.0255793 −0.0027348 −0.0029272 0.4857461

0.5 0.0763609 −0.0612952 0.1272822 2.8705691

0 0 0 0 −3

3
0.1 0.0440349 −0.0000603 −0.0029305 −2.6164007

0.3 0.2016200 −0.0018698 −0.0217082 −1.7603975

0.5 0.4438678 −0.0098097 −0.0432418 −0.7860957

0 0 0 0 −5

5
0.1 0.1586488 −0.0000121 −0.0021418 −4.8341573

0.3 0.5645831 −0.0006333 −0.0218558 −4.3025557

0.5 1.0900176 −0.0049910 −0.0609266 −3.4477394

6. Заключение

Фазовое состояние линейной динамической системы при одновременном действии
неизвестного возмущения и оптимального по быстродействию управления, вычисляе-
мого в процессе сопровождения фазовой траектории движения системы, переходит в
состояние динамического равновесия. Если система автономна и возмущение постоянно,
то фазовое состояние системы переводится в стационарное состояние динамического рав-
новесия. Это состояние характеризуется тем, что фазовая траектория движения системы
приходит в стационарную точку динамического равновесия и из этой точки совершает
незатухающие периодические движения (устойчивый предельный цикл). Период коле-
баний равен времени, затрачиваемому на вычисление оптимального управления. Если
возмущение переменно или система неавтономна, то фазовое состояние системы перехо-
дит в нестационарное состояние динамического равновесия, которое имеет подвижную
(нестационарную) точку динамического равновесия. Расположение точки динамического
равновесия в фазовом пространстве и форма предельного цикла зависят от структуры
и величины возмущения, времени вычисления оптимального управления и параметров
управляемой системы. Если время вычисления оптимального управления стремится к
нулю, то предельный цикл стягивается в точку. При действии неизвестного возмущения
точка динамического равновесия характеризует достижимую точность перевода систе-
мы. Вычисление величины неизвестного возмущения в процессе движения и его учет в
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алгоритме оптимального управления позволяют в случае постоянного возмущения пере-
вести фазовое состояние системы в начало координат, а в случае переменного возмуще-
ния уменьшить величину отклонения от начала координат. Экстраполяция возмущения
приводит к увеличению точности перевода. Приведенный метод позволяет оценить до-
стижимую точность перевода системы.
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