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Введение

Обратная граничная задача теплообмена сводится к интегральному уравнению пер-
вого рода, которое относится к числу некорректно поставленных задач [1]. Теория таких
задач в настоящее время интенсивно развивается. Одним из эффективных методов ре-
шения некорректных задач является метод невязки [2]. Эффективность этого метода
заключается в его эквивалентности методу регуляризации [3] с параметром, определен-
ным по принципу невязки [2, 4, 5].

Так как при решении интегральных уравнений важную роль играет их дискретиза-
ция, то ей посвящено большое число работ [6–9] и др. Заметим, что во всех известных
работах, посвященных данной проблематике, доказывается лишь сходимость дискрети-
зованных решений [6–9]. Впервые оценка погрешности приближенного решения, учиты-
вающая дискретизацию интегрального уравнения, получена в работе [10]. Настоящая
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статья посвящена развитию результатов работы [10] и приложении их к решению обрат-
ной граничной задачи для уравнения теплопроводности.

1. Постановка задачи

Рассмотрим интегральное уравнение первого рода

Au(s) =
∫ b

a
P (s, t)u(s) ds = f(t), c ≤ t ≤ d, (1)

где u(s) ∈ L2[a, b], f(t) ∈ L2[c, d], ядро P (s, t) оператора A замкнуто, P (s, t) ограничено
на прямоугольнике [a, b] × [c, d], ∀ t ∈ [c, d] P (s, t) кусочно-непрерывно на [a, b], и при
l ≥ 2, K ′

t(s, t) ∈ C([a, b]× [c, d]):

K(s, t) =
∫ b

s

(θ − s)l−1

(l − 1)!
P (θ, t) dθ. (2)

Предположим, что при f(t) = f0(t) существует точное решение u0(s) уравнения (1),
которое принадлежит множеству Mr:

Mr =
{
u(s) : u[l](s) ∈ L2[a, b], u(a) = u′(a) = . . . = u[l−1](a) = 0,

∫ b

a

∣∣u[l](s)
∣∣2ds ≤ r2

}
.

Из замкнутости ядра P (s, t) будет следовать единственность решения u0(s) уравне-
ния (1).

Пусть точное значение f0(t) нам неизвестно, а вместо него даны fδ(t) ∈ L2[c, d] и δ > 0
такие, что

‖fδ(t)− f0(t)‖2
L2

≤ δ2.

Требуется по fδ(t), δ и Mr определить приближенное решение uδ(s) и оценить его
уклонение от точного решения u0(s) в метрике пространства L2[a, b].

Введем оператор B, отображающий пространство L2[a, b] в L2[a, b], формулой

u(s) = Bv(s) =
∫ s

a

(s− θ)l−1

(l − 1)!
v(θ) dθ; Bv(s) ∈ L2[a, b], (3)

и оператор C:

Cv(s) = ABv(s); v(s) ∈ L2[a, b], Cv(s) ∈ L2[c, d]. (4)

Из (3) и (4) следует, что

Cv(s) =
∫ s

a
K(s, t)v(s) ds, (5)

где K(s, t) определено формулой (2).
Для замены оператора C конечномерным введем функцию

N(t) = max
a≤s≤b

|K ′
s(s, t)|; c ≤ t ≤ d, (6)

и число N1 формулой:

N1 = max
{
|K ′

t(s, t)| : a ≤ s ≤ b, c ≤ t ≤ d
}
.
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Так как P (s, t) ∈ C([a, b]× [c, d]), то из (5) и (6) следует, что N(t) ∈ C[c, d].

Разобьем отрезок [a, b] на n равных частей точками si = a+ i(b− a)

n
, i = 0, 1, . . . , n−1,

а также отрезок [c, d] на m равных частей точками tj = c + j(d− c)

m
, j = 0, 1, . . . ,m − 1.

Теперь введем функции:

Ki(t) = K(si, t), (7)

K̂n(s, t) = Ki(t); si ≤ s ≤ si+1, t ∈ [c, d], i = 0, 1, . . . , n− 1, (8)

K̂nm(s, t)=Ki(tj); si≤s < si+1, tj≤ t < tj+1, i=0, 1, . . . , n− 1, j=0, 1, . . . ,m− 1. (9)

Используя формулы (7)–(9), определим операторы Ĉn и Ĉnm:

Ĉnv(s) =
∫ b

a
K̂n(s, t)v(s) ds; t ∈ [c, d],

Ĉnmv(s) =
∫ b

a
K̂nm(s, t)v(s) ds; t ∈ [c, d],

и предположим, что эти операторы отображают пространство L2[a, b] в L2[c, d].
Перейдем к оценке величины ‖Ĉnm − C‖.
Для этого используем неравенство

‖Ĉnm − C‖ ≤ ‖C − Ĉn‖+ ‖Ĉn − Ĉnm‖.

Так как

|K̂nm(s, t)− K̂n(s, t)| ≤ |Ki(t)−Ki(tj)| (10)

при si ≤ s < si+1 и tj ≤ t < tj+1, i = 0, 1, . . . , n− 1, j = 0, 1, . . . ,m− 1,
а

|Ki(t)−Ki(tj)| ≤ N1
d− c

m
, (11)

то из (10) получим

‖Ĉnm − Ĉn‖2 ≤ sup
‖v‖≤1

{∫ d

c

[∫ b

a
|K̂nm(s, t)− K̂n(s, t)| · |v(s)| ds

]2

dt

}
, (12)

а из (10)–(12), что

‖Ĉnm − Ĉn‖2 ≤ N2
1

(
d− c

m

)2 ∫ d

c

[∫ b

a
|v(s)| ds

]2

dt.

Учитывая соотношения (12) и∫ b

a
|v(s)|ds ≤

√
b− a ‖v(s)‖L2 ,

получим

‖Ĉnm − Ĉn‖ ≤
√

(b− a)(d− c)N1
d− c

m
. (13)
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Теперь перейдем к оценке слагаемого ‖C − Ĉn‖.
Так как

Cv(s)− Ĉv(s) =
∫ b

a

(
K(s, t)− K̂n(s, t)

)
v(s) ds,

а

‖Ĉn − C‖2 = sup
{∫ d

c

[∫ b

a

∣∣K̂(s, t)− K̂n(s, t)
∣∣ · |v(s)|ds]2

dt : ‖v‖ ≤ 1
}
,

то, учитывая (6)–(8) и то, что∫ b

a

∣∣K̂(s, t)−K̂n(s, t)
∣∣ · |v(s)| ds ≤ ∫ b

a

∣∣K̂(s, t)−K̂(si, t)
∣∣ · |v(s)| ds ≤ b− a

n
N(t)

∫ b

a
|v(s)| ds,

получим

‖Cv(s)− Ĉnv(s)‖2 ≤
(
b− a

n

)2 ∫ d

c
N2(t)

[∫ b

a
v(s) ds

]2

dt. (14)

Из того, что ‖v(s)‖ ≤ 1, а
∫ b
a |v(s)| ds ≤

√
b− a ‖v(s)‖, учитывая (14), получим

‖Ĉn − C‖ ≤
√
b− a ‖N(t)‖L2

b− a

n
. (15)

Таким образом, из (13), (15) следует, что

‖C − Ĉnm‖ ≤
√

(b− a)(d− c)N1
d− c

m
+
√
b− a ‖N(t)‖L2

b− a

n
.

В дальнейшем через ηnm обозначим величину, удовлетворяющую соотношению

ηnm =
√

(b− a)(d− c)N1
d− c

m
+
√
b− a ‖N(t)‖L2

b− a

n
.

2. Метод невязки

Введем конечномерное подпространство Xn пространства L2[a, b], состоящее из функ-
ций, постоянных на промежутках [si, si+1), i = 0, 1, 2, . . . , n−1, а также подпространство
Ym пространства L2[c, d], состоящее из функций, постоянных на промежутках [tj , tj+1),
j = 0, 1, . . . ,m− 1.

Через pr(· ;Ym) обозначим оператор метрического проектирования пространства
L2[c, d] на Ym.

Для решения уравнения (1) воспользуемся конечномерным вариантом метода регу-
ляризации А.Н. Тихонова [8]:

inf
{∥∥Ĉnmv(s)− fm

δ (t)
∥∥2 + α

∫ b

a
v2(s) ds : v(s) ∈ Xn

}
, α > 0, (16)

где fm
δ (t) = pr(fδ, Ym).

Известно, что задача (16) имеет единственное решение vα
δnm(s). Значение параметра

регуляризации α в решении vα
δnm(s) задачи (16) выберем из принципа невязки [2]:
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‖Ĉnmv
α
δnm(s)− fm

δ (t)‖ = δ + rηnm, (17)

где r2 ≥
∫ b
a |u

[l]
0 (s)|2 ds.

Известно, что при условии
‖fm

δ (t)‖ > rηnm + δ

существует единственное решение α̂(δ, n,m) уравнения (17).
Если решение vbα(δ,n,m)

δnm (s) задачи (16), (17) обозначим через vδnm(s), то приближенное
решение uδnm(s) уравнения (1) будет иметь вид:

uδnm(s) = Bvδnm(s).

В пространствах Xn и Ym введем ортонормированные базисы {ϕi(s)} и {ψj(t)} фор-
мулами:

ϕi(s) =


√

n

b− a
; si ≤ s < si+1,

0; s /∈ [si, si+1), i = 0, 1, . . . , n− 1,
и

ψj(t) =


√

m

d− c
; tj ≤ t < tj+1,

0; t /∈ [tj , tj+1), j = 0, 1, . . . ,m− 1.

Используя эти базисы, определим изометричные операторы Jx и Jy, отображающие Rn

на Xn и Rm на Ym, соответственно формулами:

Jx[x](s) =
n−1∑
i=0

xiϕi(s), x = (x0, x1, . . . , xn−1),

(18)

Jy[y](t) =
m−1∑
j=0

yjψj(t), y = (y0, . . . , ym−1).

Используя операторы Jx и Jy, для замены переменных в задаче (16), сведем ее к следу-
ющей:

inf
{∥∥J−1

y

[
Ĉnmv(s)

]
− J−1

y

[
fm

δ (t)
]∥∥2

Rm + α
∥∥J−1

x [v(s)]
∥∥2

Rn : J−1[v(s)] ∈ Rn
}
, (19)

где J−1
y и J−1

x — операторы, обратные операторам Jy и Jx.
Задача (19) эквивалентна системе линейных алгебраических уравнений:

b− a

n

n−1∑
i=0

bikvi + αvk = qk; k = 0, 1, . . . , n− 1, (20)

где

bik = d− c

m

m−1∑
j=0

Ki(tj)Kk(tj), qk = d− c

m

m−1∑
j=0

Kk(tj)fj , fj =
√

m

d− c

∫ tj+1

tj

fδ(t) dt.

Решение системы (20) обозначим через vα = (vα
0 , v

α
1 , . . . , v

α
n−1).

Используя операторы J−1
x и J−1

y , уравнение (17) для выбора параметра регуляриза-
ции α в решении задачи (16) сведем к следующему:

d− c

m

m−1∑
j=0

[√
b− a

n

n−1∑
i=0

Ki(tj)vα
i − fj

]2

= (rηnm + δ)2. (21)
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Решение уравнения (21) обозначим через α(δ, n,m). Тогда решение задачи (20), (21)
обозначим через vα(δ,n,m).

Теорема 1. Пусть оператор Jx определен формулой (18), vδnm(s) — решение задачи
(16), (17), а vα(δ,n,m) — решение системы (20), (21). Тогда эти решения связаны соот-
ношением

vδnm(s) = Jx

[
vα(δ,n,m)

]
(s).

Методика доказательства этой теоремы приведена в [10].

3. Оценка погрешности
приближенного решения uδ,ηn,m

(s) уравнения (1)

Для оценки погрешности введем функцию

ω(τ, r) = sup
u
{‖u(s)‖ : u(s) = Bv(s), ‖v(s)‖ ≤ r, ‖Au(s)‖ ≤ τ}, τ, r > 0.

Из теоремы, сформулированной в [11], следует

Теорема 2. Пусть uδnm(s) — приближенное решение уравнения (1), а u0(s) — его
точное решение. Тогда

‖uδnm(s)− u0(s)‖ ≤ 2ω(rηnm + δ, r).

4. Решение обратной граничной задачи теплообмена

4.1. Постановка прямой задачи

∂u(x, t)
∂t

=
∂2u(x, t)
∂x2

; 0 < x < 1, 0 < t ≤ T, (22)

u(x, 0) = 0; 0 ≤ x ≤ 1, (23)
u(0, t) = 0; 0 ≤ t ≤ T, (24)

u(1, t) = h(t); 0 ≤ t ≤ T, (25)

где
h(t) ∈W 2

2 [0, T ], h(0) = h′(0) = 0 (26)

и
∫ t0
0 |h′′(t)|2dt ≤ r2, r — известное число.
При сделанном предположении (26) о функции h(t) существует единственное решение

u(x, t) прямой задачи (22)–(25).

4.2. Постановка обратной задачи для уравнения (22)

Обратная задача для уравнения (22) заключается в том, что функция h(t) не извест-
на, а вместо нее дана функция f(t), определяемая формулой:

f(t) = u(x0, t); 0 ≤ t ≤ T, (27)

где u(x, t) — решение задачи (22)–(25), а x0 ∈ (0, 1).
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Известно (см. [12]), что обратная граничная задача (22)–(24), (27) некорректно по-
ставлена, поэтому предположим, что при f(t) = f0(t) существует функция h0(t), удо-
влетворяющая условию (26). Для этой функции существует решение u0(x, t) задачи
(22)–(25), которое удовлетворяет условию

f0(t) = u0(x0, t), 0 ≤ t ≤ T.

Предположим, что функция f0(t) нам не известна, а вместо нее даны fδ(t) ∈ L2[0, T ]
и число δ > 0 такие, что

‖fδ(t)− f0(t)‖L2 ≤ δ.

Требуется, используя fδ, δ и Mr, найти приближенное решение hδ(t) ∈ L2[0, T ] обрат-
ной граничной задачи (22)–(24), (27) и оценить уклонение ‖hδ(t)− h0(t)‖L2 приближен-
ного решения hδ(t) от точного h0(t).

Используя метод разделения переменных, выпишем решение прямой задачи (22)–(25):

u(x, t) = xh(t) + 2
∞∑
i=1

(−1)i

πi
sin(πix)

∫ t

0
e−(πi)2(t−τ)h′(τ) dτ. (28)

Так как ∫ t

0
e−(πi)2(t−τ)h′(τ) dτ =

h′(t)
(πi)2

−
∫ t

0
e−(πi)2(t−τ)h

′′(τ)
(πi)2

dτ, (29)

то, обозначив h′′(t) через g(t), на основании (28) и (29) запишем интегральное уравнение,
к которому сводится обратная граничная задача теплопроводности (22)–(24), (27):

∫ t

0

[
x0(t− τ) + 2

∞∑
i=1

(−1)i sin(πix0)
(πi)3

(
1− e−(πi)2(t−τ)

)]
g(τ) dτ = f(t). (30)

Из (30) следует, что ядро P (τ, t) соответствующего интегрального уравнения и его
производная P ′t(τ, t) принадлежат пространству C([0, 1]× [0, T ]).

Уравнение (30) относится к типу уравнений (1), для которых разработана теория их
решения и оценивания погрешности приближенного решения.

В частности, вариационную задачу (16) для интегрального уравнения (30) сведем к
системе линейных алгебраических уравнений:

n−1∑
j=0

bjkgj + αgk = fk, k = 0, 1, . . . , n− 1, (31)

где bjk = T

n

∑n−1
i=0 Kj(ti)Kk(ti), fk = T

n

∑n−1
j=0 Kk(tj)fj , а fj =

√
n

T

∫ tj+1

tj

fδ(t) dt,

Kj(ti) =

{
K(τj , ti) при j ≤ i,

0 при j > i.
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Система (31) имеет единственное решение {gα
j }. Параметр α̂ в этой системе выберем из

уравнения

T

n

n−1∑
i=0

√
T

n

n−1∑
j=0

Kj(ti)gα
j − f i

2

= (rηnn + δ)2. (32)

Решение задачи (31), (32) обозначим через {gbα
j }. Тогда решение задачи (16), (17), на

основании теоремы 1, можно представить в виде

ĝδ,ηnn(τ) = Jx[(gbα
j )].

Из теоремы 2 следует, что∥∥ĥδ,ηnn(τ)− h0(τ)
∥∥ ≤ 2ω(rηnn + δ, r), (33)

где ω(µ, r) = {‖h‖ : h = Bg, ‖g‖ ≤ r, ‖Ag‖ ≤ µ}.
Из (33) и теоремы, доказанной в [12], следует, что если найдется t0 такое, что

∀ t ≥ t0 h0(t) = 0, то при достаточно больших значениях T > t0 имеет место оценка∥∥ĥδ,ηn,n(τ)− h0(τ)
∥∥ ≤ c1 ln−6(rηnn + δ),

где c1 — некоторое положительное число.

5. Заключение

В данной работе обратная граничная задача теплопроводности сведена к интеграль-
ному уравнению первого рода. С помощью дискретизации последнее сведено к системе
линейных алгебраических уравнений. Решение этой системы уравнений использовано
для получения приближенного решения интегрального уравнения. Получена оценка по-
грешности приближенного решения.
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