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Изучается магнитогидродинамическое течение жидкости Карро вдоль растягиваемого
листа. С использованием преобразования подобия дифференциальные уравнения задачи
в частных производных сводятся к обыкновенному дифференциальному уравнению. Для
решения краевой задачи для обыкновенного дифференциального уравнения использует-
ся метод ячеек Келлера. Проведено исследование решения при различных значениях
числа Гартмана, числа Вайсенберга, параметра тонкостенности, показателя степени,
вычислен коэффициент поверхностного трения. Проведено сравнение полученных ре-
зультатов с известными данными.
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Введение. Течение неньютоновских жидкостей вдоль растягиваемых листов встре-
чается в таких технологических процессах, как экструзия, производство изоляционных
материалов, производство стекловолокнистых материалов, горячая прокатка и токарная
обработка металлов. При исследовании течения неньютоновской жидкости используются
модель жидкости Кэссона, модель микрополярной жидкости, модель жидкости Вильям-
сона, модель вязкоупругой жидкости, модель жидкости, вязкость которой изменяется по
закону гиперболического тангенса, и др. Широко применяется модель жидкости Карро, в
которой вязкость изменяется по степенному закону. В работе [1] модель жидкости Кар-
ро используется при изучении двумерного течения жидкости вдоль сжимающегося листа

в окрестности точки торможения. Установлено, что при увеличении параметра упругости
коэффициент поверхностного трения незначительно увеличивается. В [2] модель жидкости
Карро используется при исследовании течения в сужающейся артерии при наличии в ней

стеноза. В работе [3] с помощью модели жидкости Карро изучено течение в двумерном

пограничном слое вблизи растягиваемого по нелинейному закону листа. Задача решалась
с учетом теплопереноса. Установлено, что толщина пограничного гидродинамического
слоя уменьшается при увеличении параметра, характеризующего скорость растяжения
листа. В работе [4] модель жидкости Карро применялась при изучении двумерного маг-
нитогидродинамического (МГД) течения в окрестности точки торможения потока вблизи
сжимающейся поверхности. Задача решалась с учетом теплопереноса с использованием
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конвективных краевых условий. Наличие пограничного гидродинамического слоя учиты-
вается при моделировании течений в таких технологических процессах, как вытяжка пла-
стических пленок и медных нитей. В [5] изучено влияние теплопроводности и вязкости на
установившееся течение жидкости Максвелла вдоль листа, растягиваемого по экспонен-
циальному закону. В [6] при исследовании трехмерного МГД-течения жидкости Кэссона
вблизи пористого растягиваемого листа установлено, что с увеличением числа Гартмана и
пористости коэффициент поверхностного трения увеличивается. В работе [7] с учетом из-
лучения тепла получено численное решение задачи об установившемся пограничном слое,
образующемся при течении жидкости вдоль растягиваемого по экспоненциальному закону

листа. Обнаружено, что скорость потока уменьшается с увеличением параметра отсоса
(вдува) и интенсивности магнитного поля, а температура увеличивается с увеличением
интенсивности магнитного поля и уменьшается с увеличением коэффициента теплового

скольжения. В [8] в результате исследования двумерного течения жидкости Кэссона вдоль
растягиваемого по нелинейному закону листа установлено, что с увеличением толщины
листа температура и толщина температурного пограничного слоя уменьшаются. В [9] с ис-
пользованием модели теплопроводности Каттанео— Христова изучено течение погранич-
ного слоя жидкости Максвелла вдоль растягиваемого листа переменной толщины. В рабо-
те [10] с помощью модели теплопроводности Каттанео— Христова найдено приближенное

решение задачи о тепловом потоке вблизи листа, растягивающегося по экспоненциальному
закону. МГД-течение наножидкости вблизи растягивающегося листа исследовано в [11]. В
работе [12] с использованием модели теплопроводности Каттанео — Христова получено

приближенное решение задачи о распространении тепла в потоке жидкости Вильямсона

вблизи растягивающегося листа переменной толщины. В [13] приведены результаты чис-
ленного решения задачи о пограничном слое в потоке наножидкости вблизи проницаемого

растягивающегося по нелинейному закону листа с учетом частичного проскальзывания. В
работе [14] с использованием конвективных краевых условий численно решена задача о те-
чении жидкости Кэссона вблизи растягивающегося листа. Установившийся ламинарный
слой в МГД-потоке несжимаемой жидкости Кэссона вблизи растягивающегося по экспонен-
циальному закону листа исследован в [15]. В работе [16] приведены результаты численного
решения задачи об обтекании цилиндра потоком жидкости, вязкость которой изменяется
по закону гиперболического тангенса. В [17] решена задача о тепловом излучении и вязкой
диссипации в неустановившемся пограничном слое МГД-потока вблизи растягивающегося
листа с учетом теплопереноса. Установлено, что скорость потока тепла увеличивается с
увеличением степени нестационарности потока и числа Прандтля. В работе [18] численно
решена задача о смешанной конвекции в МГД-потоке вблизи растягивающегося листа.
Установлено, что скорость потока увеличивается с увеличением интенсивности смешан-
ной конвекции и уменьшается с увеличением числа Гартмана. Также обнаружено, что
при увеличении интенсивности смешанной конвекции и числа Гартмана скорость перено-
са тепла и массы уменьшается. В [19] приведено точное решение задачи об МГД-течении
вязкой жидкости вблизи растягивающегося листа с учетом проскальзывания.

В данной работе изучается течение пограничного слоя в потоке жидкости Карро вбли-
зи растягивающегося слоя переменной толщины. С использованием метода ячеек Келлера
решено нелинейное параболическое уравнение и проведено сравнение полученных резуль-
татов с данными работ [12, 19].

Математическая формулировка задачи. Рассмотрим двумерное МГД-течение
жидкости Карро вдоль листа переменной толщины, растягиваемого со скоростью Uw =
U0(x + b)m (U0 — отсчетная скорость). Оси x, y направлены вдоль листа и по нормали
к нему соответственно (рис. 1).
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Рис. 1. Геометрия задачи:
1 — щель, 2 — лист переменной толщины

Уравнения неразрывности и сохранения количества движения записываются в виде
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где u, v — компоненты вектора скорости жидкости в направлениях осей x и y соответ-
ственно; ν — кинематическая вязкость; n — показатель степени; B0 — интенсивность

магнитного поля; Γ — постоянная.
Соответствующие краевые условия записываются в следующем виде:

y = A(x+ b)(1−m)/2: u = Uw(x) = U0(x+ b)m, v = 0, y →∞: u→ 0.

С использованием преобразований подобия

η =

√
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)
уравнение (2) cводится к обыкновенному дифференциальному уравнению
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(F ′)2 + FF ′′ +
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2
F ′′′(F ′′)2 − Ha2 F ′ = 0,

где We, Ha — числа Вайсенберга и Гартмана:
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При этом уравнение (1) удовлетворяется тождественно. Краевые условия принимают вид

y →∞: F (α) = α(1−m)/(1 +m), F ′(α) = 1, F ′(∞)→ 0,

где α = A
√
U0(m+ 1)/(2ν) — параметр тонкостенности. С помощью замены искомой

функции и независимой переменной F (ζ) = f(η − α) = f(η) дифференциальное уравнение
и краевые условия записываются в безразмерной форме

f ′′′ − 2m

m+ 1
(f ′)2 + ff ′′ +

3(n− 1) We2

m+ 1
f ′′′(f ′′)2 − Ha2 f ′ = 0; (3)

y →∞: f(0) = α(1−m)/(1 +m), f ′(0) = 1, f ′(∞)→ 0. (4)



94 ПРИКЛАДНАЯ МЕХАНИКА И ТЕХНИЧЕСКАЯ ФИЗИКА. 2017. Т. 58, N-◦ 6

Сдвиговое напряжение на поверхности листа τw, коэффициент поверхностного тре-
ния cf и безразмерный коэффициент поверхностного трения

√
Rex cf определяются по фор-

мулам
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∂y
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2
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2
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,

где Rex =
√
U0/ν x.

Численное решение задачи. Численное решение уравнения (3) с краевыми усло-
виями (4) получено с использованием метода ячеек Келлера. Уравнение (3) сводится к
системе дифференциальных уравнений первого порядка:

u = f ′, v = u′;

v′ − 2m

m+ 1
u2 + f(u′) +

3(n− 1) We2

2
v′(u)2 − Ha2 u = 0. (5)

Уравнения u = f ′, v = u′ в точке (xi, ηj−1/2) аппроксимируются центральными разностя-
ми:
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Уравнение (5) с использованием центральных разностей аппроксимируется в точке

(xi−1/2, ηj−1/2):
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Здесь Dj−1/2 — известные величины:
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Краевые условия записываются в следующем виде:

f i
0 = α(1−m)/(1 +m), ui

0 = 1, ui
J = 0.

Нелинейные уравнения (6), (7) линеаризуются с использованием метода Ньютона:

f
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Подставляя выражения (8) в уравнения (6), (7) и опуская члены второго и более высокого
порядка относительно δ, получаем систему линейных уравнений
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2
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2
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(a1)j−1/2δvj + (a2)j−1/2δvj−1 + (a3)j−1/2δuj + (a4)j−1/2δuj−1 + (a5)j−1/2δfj + (9)

+ (a6)j−1/2δfj−1 = (r3)j−1/2,
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где
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Граничные условия аппроксимируются следующими уравнениями:

δf0 = 0, δu0 = 0, δuJ = 0.

Линеаризованная система уравнений (9) имеет блочную трехдиагональную форму
A1 C1 0 0 0
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...

. . . . . . . . .
...
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и содержит следующие элементы:
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При решении системы используется LU-разложение блочной трехдиагональной мат-
рицы.

Обсуждение результатов. Ниже приводятся результаты численного решения зада-
чи при различных значениях чисел Гартмана Ha и ВайсенбергаWe, показателя степени n,
параметра растяжения листа m и параметра тонкостенности α.

На рис. 2, 3 показаны профили скорости f ′(η) при различных значениях парамет-
ров α, n соответственно. Видно, что с увеличением показателя степени n увеличивается
скорость жидкости, а следовательно, и дисторсия жидкости. На рис. 4 приведены про-
фили скорости f ′(η) при различных значениях параметра растяжения m. С увеличением
параметра m скорость и толщина пограничного слоя уменьшаются. На рис. 5 представ-
лены профили скорости f ′(η) при различных значениях числа Вайсенберга. Видно, что
с увеличением числа Вайсенберга скорость увеличивается. Линии тока, полученные при
различных значениях числа Вайсенберга, показаны на рис. 6. В табл. 1 приведены зна-
чения коэффициента поверхностного трения при различных значениях числа Вайсенбер-
га We и показателя степени n. В табл. 2 приведены результаты расчета значений f ′′(0),
полученные в данной работе и работе [12]. Из табл. 2 следует, что эти результаты хорошо
согласуются.
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Рис. 2 Рис. 3

Рис. 2. Зависимость f ′(η) при We = 3, n = 1,2, m = 0,5, Ha = 0,1 и различных
значениях параметра α:
1 — α = 0,1, 2 — α = 0,9, 3 — α = 1,9

Рис. 3. Зависимость f ′(η) при We = 0,5, α = 0,1, m = 0,5, Ha = 0,1 и различных
значениях параметра n:
1 — n = 1, 2 — n = 8, 3 — n = 18
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Рис. 4 Рис. 5

Рис. 4. Зависимость f ′(η) при We = 3, n = 1,2, α = 0,1, Ha = 0,1 и различных
значениях параметра m:
1 — m = 0,1, 2 — m = 1, 3 — m = 2,5

Рис. 5. Зависимость f ′(η) при α = 1,9, m = 0,5, n = 1,2, Ha = 0,1 и различных
значениях числа Вайсенберга We:
1 — We = 1, 2 — We = 2,5, 3 — We = 3,5



М. Я. Малик, М. Хан, Т. Салахуддин 97

n

x
1

2

3

4

5

0 1 2 3

â

n

x
1

2

3

4

5

0 1 2 3

án

x
1

2

3

4

5

0 1 2 3

à

Рис. 6. Линии тока при различных значениях числа ВайсенбергаWe:
a — We = 0,1, б — We = 0,5, в — We = 1,0

Та бли ц а 1

Значения коэффициента поверхностного трения

при различных значениях

числа Вайсенберга We и показателя степени n

We n cf Re1/2
x

0,1 1,2 −0,7535
0,2 1,2 −0,7539
0,3 1,2 −0,7546
0,1 1,3 −0,7536
0,1 1,5 −0,7537
0,1 1,7 −0,7539
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Таб ли ц а 2

Значения f ′′(0), полученные в данной работе и работе [12]
при We = n = α = 0, m = 1 и различных значениях числа Гартмана

Ha Данные [12] Данные настоящей работы

0 1,000 00 1,000 00
0,5 −1,118 00 −1,118 10
1 −1,414 18 −1,414 20
5 −2,449 42 −2,449 45
50 −3,316 56 −3,316 58
100 −10,049 81 −10,049 84
500 −22,382 93 −22,382 85
1000 −31,638 46 −31,638 21

Заключение. В работе представлены результаты решения задачи о магнитогидро-
динамическом течении жидкости Карро вдоль растягиваемого листа. Численное решение
задачи найдено с использованием метода ячеек Келлера. Проведенное исследование поз-
воляет сделать следующие выводы. С увеличением числа Вайсенберга We и показателя
степени n скорость жидкости увеличивается, а с увеличением параметра растяжения m,
параметра тонкостенности α и числа Гартмана — уменьшается. С увеличением показа-
теля степени n коэффициент поверхностного трения увеличивается.
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