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ДВУМЕРНАЯ МОДЕЛЬ ТРАНСПОРТА ДОННЫХ НАНОСОВ

ДЛЯ РЕК С ПЕСЧАНЫМ ДНОМ
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Исследуется проблема определения удельного расхода наносов, увлекаемых потоком
жидкости, текущей над размываемым песчаным дном. Решена краевая задача для двух-
фазной смеси жидкости и твердых частиц в придонном активном слое и получена общая
формула для определения удельного массового расхода наносов. Определены ограниче-
ния, налагаемые на реологическую модель движущейся смеси, при которых из модели
можно исключить феноменологический параметр — концентрацию частиц в активном
слое смеси. В рамках предложенной реологической модели получено уравнение дефор-
маций русла для песчаного дна.

Ключевые слова: деформации русла, придонный активный слой, наносы, увлекаемые
потоком жидкости, уравнение донных деформаций.

Введение. На основе подхода, предложенного в [1, 2], определен удельный массовый
расход твердых частиц qi, необходимый для замыкания двумерного уравнения деформаций
русла:

(1− ε)ρs
∂ζ

∂t
+

∂qi

∂si
= Q. (1)

Здесь ε — пористость донного материала; ρs — плотность донных частиц; ζ — функция,
задающая форму поверхности дна; qi — удельный массовый расход твердых частиц; Q —
источниковый (стоковый) член. При моделировании донных деформаций классическим ва-
риантом замыкания уравнения (1) является использование зависимости вида [3–5]

qi = q0|τ ζ
k |

b
[ τ ζ

i

|τk|
− Λij

∂ζ

∂sj

]
(2)

(τ ζ
k — касательные напряжения вблизи поверхности дна; τ ζ

i — компоненты вектора на-
пряжения на площадках, касательных к поверхности смеси в активном придонном слое).

Однако при использовании формулы (2) возникают трудности, обусловленные необ-
ходимостью определения параметров q0, b, тензора Λij и источникового члена Q, в общем
случае являющихся функциями, зависящими от физико-механических и гранулометриче-
ских свойств донного материала.

Упрощенная формула (2) впервые экспериментально получена в работе [6] (для q0 ≈ 8,
b = 1,5). Физическое обоснование этого результата для установившихся потоков дано
в [7, 8]. Позднее формула (2) была подтверждена в работе [9], в которой с использованием
вероятностного подхода получено значение b = 1 ÷ 3. В работе [10] с помощью метода,
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основанного на анализе размерностей, установлено, что b = 1,5÷ 2,5. Развивая подход [7],
авторы работ [3, 5] обосновали структуру формулы для дна, имеющего конечные уклоны
|Λij | 6= 0 при b = 1,5. Однако в указанных работах модели наносов, увлекаемых потоком
жидкости, включали два и более феноменологических коэффициентов, для определения
которых в конкретных случаях требовались дополнительные исследования.

Значительный вклад в методологию определения параметров q0, b, тензора Λij и источ-
никового члена Q внесли работы [11–13], в которых на основе анализа движения двухфаз-
ной смеси жидкости и твердых частиц с использованием моделей Кулона— Ньютона [11] и
Кулона— Прандтля [12, 13] получены аналитические формулы для определения удельного
массового расхода qi со степенным коэффициентом 1,0 6 b 6 1,5.

Предложенные в работах [11, 12] формулы для расчета qi содержат один феноме-
нологический параметр f (концентрация частиц в придонном активном слое), который
рассматривается как независимый и определяется экспериментальным путем. При этом
отмечается, что проведение данных экспериментов существенно затруднено.

В работе [13] показано, что влияние характера распределения по глубине активного
слоя концентрации f на удельный расход наносов минимально и параметр f с высокой
степенью точности можно считать постоянным.

В настоящей работе определено ограничение, налагаемое на степенные коэффициен-
ты реологической модели, при котором феноменологический параметр — концентрацию

частиц в активном слое смеси — можно исключить. Показано, что используемый в ра-
ботах [12, 13] параметр f (концентрация частиц в придонном активном слое) является
зависимым и его можно исключить при выводе формул удельного массового расхода qi,
тогда как реологическая модель Кулона — Ньютона [11] с постоянной вязкостью активно-
го слоя не позволяет исключить параметр f . Получены аналитические зависимости для qi,
позволяющие определить величины Λij и Q.

1. Постановка задачи. Для определения удельного массового расхода твердых ча-
стиц используем формулу [2–5]

qi = ρs

h∫
0

fui dm, (1.1)

где ui — вектор скорости движения активного слоя смеси; h — глубина активного слоя

смеси.
Значения функций ui, h, f определим из решения гидродинамических уравнений, по-

лученных в предположении, что глубина движущегося активного слоя наносов h мала по
сравнению с характерным размером русла в плане, а силы инерции малы по сравнению с
силами трения (Re � 1). Поэтому можно использовать уравнения движения [13]

∂p

∂si
+ ρg

∂ζ

∂si
+

∂τi

∂m
= 0; (1.2)

∂p

∂m
= ρg cos γ, (1.3)

дополняемые реологическими соотношениями [14], обобщенными в работе [1]:

τi = −(τs + τb)
∂ui

∂m

∣∣∣∂uk

∂m

∣∣∣−1
. (1.4)

Здесь τb = µ∗(h−m)n|∂uk/∂m|k; τs = ps tg ϕ — абсолютные значения касательного напря-
жения жидкой и твердой несвязной фаз; n, k — степенные коэффициенты реологической

модели; τi — компоненты вектора напряжения на площадках, касательных к поверхности
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смеси в активном придонном слое; γ — острый угол между нормалью к верхней границе

активного слоя (донной поверхности ζ = ζ(x, y)) и вертикальной линией; p — давление в

активном придонном слое; ps = mf(ρs−ρw)g cos γ — давление взвешенных в воде твердых

частиц; ρ = fρs + (1− f)ρw; ρw, ρs — плотности воды и частиц; m — координата на оси,
направленной вниз по нормали к поверхности активного слоя (m = 0 на верхней границе
активного слоя ζ = ζ(x, y)); si — ортогональные криволинейные координаты, связанные с
поверхностью дна ζ (линия s1 совпадает с направлением вектора скорости гидродинами-
ческого потока, а линия s2 перпендикулярна ему); ϕ — угол внутреннего трения донных

частиц.
Согласно [2, 4, 6] критерием начала движения частиц в активном слое (m 6 h) являет-

ся условие τ0 < |τi|, соответственно поверхность скольжения на глубине h, определяющая
нижнюю границу активного слоя, находится из условия

|τi(h)| = τ0, (1.5)

где τ0 = ps tg ϕ — касательное напряжение, при котором донные частицы начинают дви-
гаться [4, 6]. В силу непрерывности скоростей ui и напряжений |τi| на поверхности сколь-
жения из (1.5) получаем граничные условия

ui(h) = 0. (1.6)

Условия (1.5), (1.6) и задаваемые на верхней границе придонного активного слоя (m = 0)
условия для нормального и касательного напряжений:

τi(0) = τ ζ
i ; (1.7)

p(0) = pζ (1.8)

(pζ — нормальное давление на верхней границе активного слоя) позволяют замкнуть за-
дачу (1.2), (1.4) и получить в аналитическом виде выражение для удельного массового
расхода.

2. Определение удельного массового расхода наносов. Из уравнения (1.3) и
условия (1.8) получим выражение для функции давления p в активном слое:

p = pζ + mρg cos γ.

Здесь pζ = ρwg(H − ζ). В предположении, что уклон свободной поверхности речного по-
тока много меньше уклона дна: |∂H/∂si| � |∂ζ/∂si| (H — свободная поверхность речного

потока), находим

∂p

∂si
= −ρwg

∂ζ

∂si
,

∂p

∂si
+ (fρs + (1− f)ρw)g

∂ζ

∂si
= f(ρs − ρw)g

∂ζ

∂si
= AΓi, (2.1)

где

Γi =
1

tg ϕ cos γ

∂ζ

∂si
; (2.2)

A = Faf, Fa = cos γ tg ϕ (ρs − ρw)g. (2.3)

Интегрируя уравнения (1.2) по глубине активного слоя, с учетом (2.1)–(2.3) получаем

τi = τ ζ
i −mAΓi. (2.4)

Совместим ось s1 с вектором τ ξ, тогда в системе координат si вектор τ ζ имеет компоненты

τ ζ
i = (τ ζ

1 , 0).
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Используя уравнения (1.4), (2.4) и граничные условия (1.5), (1.6) и учитывая, что при
m = h τb ≡ 0, τs = hA, определим глубину активного слоя h:√

(τ ζ
1 − hAΓ1)2 + (hAΓ2)2 = hA. (2.5)

Выбирая только положительный корень h внутри круга единичного радиуса |Γi| < 1,
получаем

h =
τ ζ
1

A
√

1− Γ2
2 + Γ1

.

Для того чтобы определить градиент скорости ∂ui/∂m, необходимый для вычисления
удельного массового расхода твердых частиц (1.1), используем соотношение

∂ui

∂m
= − τi

|τk|

∣∣∣∂uk

∂m

∣∣∣. (2.6)

Модуль |∂ui/∂m| в (2.6) определим из уравнения состояния (1.4):∣∣∣ ∂u

∂m

∣∣∣ = k

√
|τi| −mA

µ∗(h−m)n
. (2.7)

Исключая из (2.7) модуль напряжений в каждой точке активного слоя |τi| = |τ ζ
1 −mAΓi| =

A

√
(τ ζ

1 −mΓ1)2 + (mΓ2)2 и выражая напряжения на поверхности слоя τ ζ
1 = hA

(√
1− Γ2

2 +

Γ1

)
через глубину h, находим∣∣∣∂uk

∂m

∣∣∣ =
( A

µ∗

)1/k 1

(h−m)n/k

k

√√
(h(

√
1− Γ2

2 + Γ1)−mΓ1)2 + (mΓ2)2 −m. (2.8)

Проинтегрировав по частям уравнение (1.1), получаем

qi = ρs

h∫
0

fui dm = ρsfuim
∣∣h
0
− ρsf

h∫
0

m
∂ui

∂m
dm = ρsf

h∫
0

m
∣∣∣∂uk

∂m

∣∣∣ τi

|τk|
dm. (2.9)

В силу граничных условий (1.6) первое слагаемое в правой части (2.9) равно нулю. Для
вычисления второго слагаемого подставим в (2.9) выражение (2.8) и выполним разложение
подынтегральных выражений (2.9) по параметру Γi с точностью до второго порядка:

q1 =
( A

µ∗

)1/k
h∫

0

fρsm

(h−m)n/k

k

√√
(h(

√
1− Γ2

2 + Γ1)−mΓ1)2 + (mΓ2)2 −m ×

×
h(

√
1− Γ2

2 + Γ1)−mΓ1√
(h(

√
1− Γ2

2 + Γ1)−mΓ1)2 + (mΓ2)2
dm ≈

(Fa

µ∗

)1/k ρsf
(k+1)/kk2h(2k−n+1)/k

(n− 1− k)(n− 1− 2k)
×

×
(
1 +

Γ1

k
− 1 + k

2k2
Γ2

1 −
(n− 1)2 + k(6k2 + 20k + 9)− 9kn

2k(n− 1− 3k)(n− 1− 4k)
Γ2

2

)
; (2.10)

q2 =
(Fa

µ∗

)1/k ρsf
(k+1)/kh(2k−n+1)/k

(n− 1− k)(n− 1− 2k)

k3

n− 1− 3k
Γ2. (2.11)
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Исключая из формул (2.10), (2.11) глубину активного слоя h, получаем

q1 =
(Fa

µ∗

)1/k
k2ρsf

(k+1)/k
(τ ζ

1 /(Faf
√

1− Γ2
2 + Γ1))

(2k−n+1)/k

(n− 1− k)(n− 1− 2k)
×

×
(
1 +

Γ1

k
− 1 + k

2k2
Γ2

1 −
(n− 1)2 + k(6k2 + 20k + 9)− 9kn

2k(n− 1− 3k)(n− 1− 4k)
Γ2

2

)
; (2.12)

q2 =
(Fa

µ∗

)1/k ρsf
(k+1)/k(τ ζ

1 /(Faf
√

1− Γ2
2 + Γ1))

(2k−n+1)/k

(n− 1− k)(n− 1− 2k)

k3

n− 1− 3k
Γ2. (2.13)

Как и в одномерном случае [1], из формул (2.12), (2.13) следует, что феноменологиче-
ский параметр f исключается из процесса вычисления удельного массового расхода qi при

условии равенства степенных показателей: n ≡ k. В этом случае формулы (2.12), (2.13)
принимают вид

q1 =
( 1

µ∗

)1/k ρsk
2τ ζ

1 (τ ζ
1 )1/k

(k + 1)Fa(
√

1− Γ2
2 + Γ1)(k+1)/k

×

×
(
1 +

Γ1

k
+

k − 1

2k2
Γ2

1 −
(k + 1)(6k2 + 6k + 1)

2k(2k + 1)(3k + 1)
Γ2

2

)
; (2.14)

q2 = −
( 1

µ∗

)1/k ρsk
3τ ζ

1 (τ ζ
1 )1/k

(k + 1)(2k + 1)Fa

Γ2

(
√

1− Γ2
2 + Γ1)(k+1)/k

. (2.15)

Условие n ≡ k отражает требования, налагаемые на выбор уравнения состояния при
постановке задачи (1.1)–(1.8). Поскольку полученная из уравнений равновесия зависи-
мость (2.4) требует, чтобы касательное напряжение в активном слое уменьшалось с уве-
личением глубины этого слоя, используемое уравнение состояния (1.4) должно позволять
воспроизводить такое поведение напряжений в активном слое [12, 13], чего не происходит,
например, в случае среды Кулона— Ньютона [11] (n = 0, k = 1), когда напряжение растет
с увеличением m.

Для исключения величин Γ1, Γ2 из знаменателя (2.14), (2.15) повторно выполним раз-
ложение этих выражений по данным параметрам с точностью до второго порядка:

q1 =
( 1

µ∗

)1/k ρsk
2τ ζ

1 (τ ζ
1 )1/k

(k + 1)Fa(
√

1− Γ2
2 + Γ1)(k+1)/k

×

×
(
1 +

Γ1

k
+

k − 1

2k2
Γ2

1 −
(k + 1)(6k2 + 6k + 1)

2k(2k + 1)(3k + 1)
Γ2

2

)
≈

≈
( 1

µ∗

)1/k k2

k + 1

ρsτ
ζ
1 (τ ζ

1 )1/k

Fa

(
1− Γ1 + Γ2

1 −
k + 1

2(2k + 1)(3k + 1)
Γ2

2

)
; (2.16)

q2 = −
( 1

µ∗

)1/k ρsk
3τ ζ

1 (τ ζ
1 )1/k

(k + 1)(2k + 1)Fa

Γ2

(
√

1− Γ2
2 + Γ1)(k+1)/k

≈

≈ −
( 1

µ∗

)1/k 2k3

(k + 1)(2k + 1)(3k + 1)

ρsτ
ζ
1 (τ ζ

1 )1/k

Fa
((1 + 3k)Γ2 − (2 + 3k)Γ1Γ2). (2.17)
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Для сравнения с (2) и формулами, полученными в работах [11, 12], в соотношениях (2.16),
(2.17) отбросим члены второго порядка по Γi и запишем полученные уравнения в вектор-
ном виде:

qi =
( 1

µ∗

)1/k k2

k + 1

ρsτ
ζ
1 (τ ζ

1 )1/k

Fa

((
1− Γ1

2k + 1

) τ ζ
i

|τ ζ
k |
− 2k

2k + 1
Γi

)
. (2.18)

Нетрудно показать, что выражение (2.18) аналогично модельной формуле (2), однако
в отличие от нее не содержит феноменологических коэффициентов, за исключением рео-
логического степенного параметра k, который, как правило, принимается равным двум.

Частным случаем (2.18) являются формулы, полученные в работах [12, 13] (для пара-
метров k = 2, µ∗ = ρwκ2, где κ — постоянная Кармана):

qi =
4

3

ρs(τ
ζ
1 )3/2

κ√ρw Fa

[(
1− 1

5
Γ1

) τ ζ
i

|τ ζ
k |
− 4

5
Γi

]
.

3. Учет относительной скорости частиц. При использовании соотношения (1.1)
для определения удельного массового расхода твердых частиц (односкоростная модель)
скорости расхода твердых частиц и жидкости полагаются одинаковыми. Это не позволяет
определить значения скорости в момент начала движения частиц. Для использования более
точной двухскоростной формулы необходимо определить скорость vi отставания частиц от

гидродинамического потока и затем выполнить более точный расчет удельного массового

расхода твердых частиц:

qi = ρsf

h∫
0

(ui − vi) dm. (3.1)

На практике достаточно найти поправку к удельному расходу (2.18), имеющую вид

∆qi = −ρsf

h∫
0

vi dm. (3.2)

Следуя [12, 13], необходимую для вычисления поправки (3.2) скорость отставания частиц vi

определим из анализа баланса сил, действующих на частицы, находящиеся в единице
объема:

Fw
i + F s

i + F g
i = 0. (3.3)

Здесь Fw
i — сила сопротивления, действующая на частицы со стороны воды [3, 12]:

Fw
i = f

cxρwvi|vk|
2d

, (3.4)

vi — компоненты относительной скорости движения частиц; d — диаметр частиц; cx —
коэффициент лобового сопротивления частиц; F s

i — сила трения между частицами, опре-
деляемая из реологического соотношения (1.4) для напряжения твердой фазы:

F s
i = −fFa

∂mei

∂m
, (3.5)

ei — единичный вектор направления потока увлекаемых частиц, зависящий от глубины
активного слоя [13]:

e1 = 1− 1

2

(m

h
Γ2

)2
, e2 = −m

h
Γ2

(
1−

(
1− m

h

)
Γ1

)
,

F g
i — сила тяжести в проекции на плоскость, касательную к поверхности дна:

F g
i = −fFaΓi. (3.6)
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Из (3.3)–(3.6) для относительной скорости vi получаем

cxρwvi|vk|
2d

= Fa(1− Γi)Ei, (3.7)

где

Ei =
(
1 + Γ1 −

2m2Γ2
2

h2
, Γ2 −

m2

h2
Γ1Γ2 −

2mΓ2(h− (h−m)Γ1)

h2

)
.

Из выражения (3.7) находим

vi = v∗
Ei√
|Ek|

,

где v∗ =
√

2dFa/(cxρw).

Разлагая множитель Ei/
√

Ei по степеням Γi и оставляя члены первого порядка мало-
сти, получаем

E1√
Ek

≈ 1 +
Γ1

2
; (3.8)

E2√
Ek

≈ h− 2m

h
Γ2. (3.9)

Используя соотношения (3.8), (3.9), найдем поправку расхода (3.2):

∆q1 = ρsfv∗
h∫

0

v1 dm = ρsfv∗
(
1 +

1

2
Γ1

)
h = ρsv

∗
(
1− 1

2
Γ1

) τ ζ
1

Fa
; (3.10)

∆q2 = ρsfv∗
h∫

0

v2 dm = 0. (3.11)

Решение (3.10), (3.11) показывает, что поправка расхода твердых частиц в направлении s2

является нулевой, поскольку скорость гидродинамического потока в данном направлении
равна нулю, однако вследствие наличия уклонов дна расход наносов в направлении s2 мо-
жет существовать. Следовательно, при определении критерия начала движения твердых
частиц в модели (3.1) необходимо использовать только компоненты скорости в направле-
нии s1, т. е. |v1| < |u1|.

Формулы (3.10), (3.11) можно представить в виде

∆qi = ρsv
∗
(
1− 1

2
Γi

) τ ζ
i

Fa
. (3.12)

С учетом поправки (3.12) выражение для удельного массового расхода твердых частиц
принимает вид

qi =
k2

k
√

µ∗ (k + 1)

ρsτ
ζ
1 (τ ζ

1 )1/k

Fa

((
1− Γ1

2k + 1

) τ ζ
i

|τ ζ
k |
− 2k

2k + 1
Γi

)
−

−ρs

√
2d

cxρwFa

(
1− 1

2
Γi

)
τ ζ
1

τ ζ
i

|τ ζ
k |

. (3.13)
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Из уравнения (3.13) можно получить условие начала движения наносов:

1−
√

(k + 1)2

k4

2dFa

cxρw

(µ∗

τ ζ
1

)2/k
−

(
1−

√
(k + 1)2

k4

dFa

2ρwcx

(µ∗

τ ζ
1

)2/k )
Γ1 = 0,

позволяющее определить критические напряжения τ∗:

τ∗ = µ∗
(dFa(2− Γ1)

2(k + 1)2

2k4cxρw(1− Γ1)2

)k/2
. (3.14)

При k = 2, µ∗ = κ2ρw выражение (3.14) совпадает с формулами из [12, 13].
4. Уравнение деформаций русла. Подставляя выражение для удельного массово-

го расхода твердых частиц (3.13) в уравнение (1), с учетом зависимости (2.2) получаем
уравнение деформаций русла в окончательном виде

(1− ε)
∂ζ

∂t
=

∂

∂si

(
Λij

∂ζ

∂sj

)
+ Q,

где

Λij =
mk2(τ ζ

1 )(k+1)/k

k
√

µ∗ (k + 1)Fa tg ϕ cos γ

 1− k + 1

k2
k

√
µ∗

τ ζ
1

√
dFa

2cxρw

0

0
2k

2k + 1

 ,

Q = m
∂

∂si

[ τ ζ
1

Fa

( k2

k + 1

k

√
τ ζ
1

µ∗
−

√
2dFa

cxρw

) τ ζ
i

|τ ζ
k |

]
, m =

{
1, τ ζ

1 > τ∗,

0, τ ζ
1 6 τ∗.

5. Выводы. Проведенное исследование позволяет сделать следующие выводы.
В результате решения краевой задачи для двухфазной смеси жидкости и твердых

частиц в придонном активном слое получена общая формула для определения удельного

массового расхода наносов (3.13), не содержащая феноменологических параметров. Полу-
ченная формула обобщает известные модели [12, 13] и хорошо согласуется с эксперимен-
тальными данными для горизонтального дна [2–4] и дна, имеющего конечные попереч-
ные [14] и продольные [15] уклоны.

Определены ограничения, налагаемые на реологическую модель движущейся сме-
си, при которых из модели можно исключить единственный феноменологический пара-
метр f — концентрацию частиц в активном слое смеси.

Показано, что при использовании модели Кулона — Ньютона [11] исключить пара-
метр f невозможно.

Получены аналитические зависимости, определяющие величины q0, b, Λij , Q.
В рамках предложенной реологической модели получено уравнение деформаций русла

для песчаного дна.
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