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Рассматриваются композиты, состоящие из набора типовых композитных многосеточ-
ных конечных элементов, структуры которых регулярны и различны. Предложены сред-
ние локальные погрешности и показано их применение в многосеточном моделировании
композитов.
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Введение. Для анализа композитов применяются микро- и макроподходы [1]. Соглас-
но макроподходу композит рассматривается как однородное тело с некоторыми (фиктив-
ными) модулями упругости. При этом для описания деформирования композита использу-
ются те или иные гипотезы в зависимости от его структуры. Эти гипотезы накладывают
определенные ограничения на поля перемещений, деформаций и напряжений композита,
что порождает неустранимую погрешность в решениях. Построение решения по макропод-
ходу сводится к нахождению фиктивных модулей упругости для композита, что является
непростой задачей. Большие трудности возникают в реализации макроподхода при анали-
зе композитов нерегулярной структуры с малым коэффициентом наполнения. Микропод-
ход позволяет точно описывать поведение композита. Однако конечно-элементные (базо-
вые) модели композитов, построенные по микроподходу, имеют большую размерность [1].
Применение суперэлементов [2] для понижения размерности таких моделей малоэффек-
тивно.

В данной работе для анализа композитов нерегулярной структуры с малым коэффици-
ентом наполнения предлагается многосеточное моделирование, которое сводится к постро-
ению на базовой модели композита многосеточной дискретной модели. Эта модель состоит
из композитных многосеточных конечных элементов (КМнКЭ) [3, 4]. Для проектирования
m-сеточного композитного конечного элемента (КЭ) используются m вложенных узловых

сеток. Самая мелкая сетка порождена базовым разбиением, которое учитывает структу-
ру КМнКЭ, остальные m − 1 сетка определяются на его границе. Построение КМнКЭ
сводится к исключению всех узловых неизвестных базового разбиения внутри области и

большей части неизвестных на ее границе.
Достоинства многосеточного моделирования состоят в том, что многосеточная модель

учитывает структуру композита, причем ее размерность на несколько порядков меньше
размерности базовой модели композита, и поэтому реализация метода конечных элемен-
тов (МКЭ) для многосеточной модели требует существенно меньше времени счета и па-
мяти ЭВМ, чем для базовой.

Здесь рассматриваются композиты, состоящие из набора типовых квадратных двух-
сеточных КЭ одинаковых размеров, которые имеют одинаковые мелкие и крупные сетки.
При этом композитные структуры типовых КМнКЭ регулярны и различны.Как показыва-
ют расчеты, погрешность сеточных решений есть некоторая функция координат. В связи
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Рис. 1. Композитный пятисеточный ПрКЭ

с этим при анализе решений предлагается использовать средние локальные погрешности,
которые определяются для сеточных перемещений и напряжений в подобластях компози-
та относительно малых размеров. Показаны процедуры построения двухсеточных моделей
композитов, в указанных подобластях которых значения средних локальных погрешностей
сеточных перемещений или эквивалентных напряжений меньше заданной величины. При-
веден пример расчета и выполнен анализ результатов.

1. Построение композитных многосеточных конечных элементов. Основные
положения проектирования КМнКЭ опишем на примере построения композитного пятисе-
точного прямоугольного конечного элемента (ПрКЭ) ABCD размерами a× b (рис. 1), ис-
пытывающего плоское напряженное состояние. На рис. 1 ПрКЭ включает жесткие плоские
волокна шириной h (заштрихованы) и частицу размерами 3h×2h (заштрихована). Счита-
ем, что между компонентами композитного ПрКЭ связи идеальны и функции перемещений,
напряжений и деформаций этих компонентов удовлетворяют закону Гука и сотношениям

Коши [5]. Базовое разбиение ПрКЭ, состоящее из квадратных КЭ Sh первого порядка со

стороной h, учитывает его структуру и порождает мелкую квадратную сетку Sh с ша-
гом h, узловыми неизвестными которой являются перемещения u, v. На сетке Sh строим

прямоугольный суперэлемент [2] и его потенциальную энергию Πe
s представим в виде

Πe
s(v

e
s) = (1/2)(ve

s)
тKe

sv
e
s − (ve

s)
тP e

s , (1)

гдеKe
s , P e

s , ve
s — соответственно матрица жесткости, вектор узловых сил и вектор узловых

неизвестных суперэлемента.
На каждой стороне ПрКЭ определяем (крупную) одномерную узловую сетку Li (вло-

женную в мелкую Sh) с шагом hi (i = 1, 2, 3, 4). На крупной сетке Li для суперэлемента

строим дополнительные аппроксимирующие функции перемещений ui, vi, которые запи-
шем в виде (см. [6])

ui = Niq
u
i , vi = Niq

v
i , (2)

гдеNi — вектор функций формы сетки Li; qu
i , qv

i — векторы узловых значений функций ui,
vi сетки Li (i = 1, 2, 3, 4).

Обозначим через ve
h вектор узловых неизвестных композитного пятисеточного ПрКЭ,

включающий параметры МКЭ тех узлов суперэлемента, которые являются узлами круп-
ных сеток Li. На рис. 1 эти узлы отмечены точками (10 узлов). Введем вектор

qe
0 = {qu

1 qu
2 qu

3 qu
4 qv

1 qv
2 qv

3 qv
4}т (3)

и между векторами ve
h и qe

0 установим матричную связь вида

qe
0 = Be

sv
e
h, (4)

где Be
s — прямоугольная булева матрица.
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Полагаем, что в граничных узлах мелкой сетки значения функций ui, vi равны соот-
ветствующим компонентам вектора ve

s. Тогда, используя эти равенства и (2), (3), вектор ve
s

выражаем через вектор qe
0

ve
s = Ae

sq
e
0, (5)

где Ae
s — прямоугольная матрица.
Подставляя (5) в (1), с учетом (4) из условия ∂Πe

s/∂ve
h = 0 получаем

Ke
t v

e
h = F e

t , (6)

гдеKe
t = (Be

s)
т(Ae

s)
тKe

sA
e
sB

e
s — матрица жесткости; F e

t = (Be
s)
т(Ae

s)
тP e

s — вектор узловых

сил композитного пятисеточного ПрКЭ.
Итак, ПрКЭ содержит пять узловых сеток— сетку Sh и четыре сетки Li — и поэтому

называется пятисеточным. При a = b и h1 = h2 = h3 = h4 = H получаем квадратный

двухсеточный КЭ. Алгоритмы построения треугольных и формы прямоугольного парал-
лелепипеда КМнКЭ аналогичны вышеописанному алгоритму. На рис. 2 показан четырех-
сеточный КЭ формы прямоугольной призмы, который имеет мелкую трехмерную узловую
сетку с шагом h по осям Ox, Oy, Oz и три крупные двумерные узловые сетки, лежащие
на смежных гранях данного КЭ. Узлы крупных сеток отмечены точками. Дискретную
модель композита, состоящую из m-сеточных КЭ, будем называть m-сеточной.
Замечание 1. Обозначим через W0 вектор узловых перемещений базовой модели

(базового разбиения) композита. Пусть ‖W 0 − W0‖ 6 δ1, где W 0 — точное решение, и
пусть ‖W0 − W h‖ 6 δ, где W h — вектор узловых перемещений многосеточной модели

композита. Тогда ‖W 0 −W h‖ 6 δ0, где δ0 = δ1 + δ. Погрешность δ1 определяется базо-
вым разбиением композита. Факторы, влияющие на эту погрешность, изучены в теории
МКЭ [7]. Пусть для базового разбиения δ1 = 0. Тогда тестирование многосеточной модели
сводится к определению погрешности δ. Расчеты показывают, что наибольшее изменение δ
достигается при совместном изменении структур (шагов) мелкой и крупных сеток.

2. Применение средних локальных погрешностей в многосеточном моде-
лировании композитов. Расчеты показывают, что погрешность δ (см. замечание 1)
является функцией координат и интервалы изменения ее значений могут быть достаточно

велики. Отметим, что при расчетах наиболее важно знать погрешность для максималь-
ных значений перемещений и напряжений. В связи с этим при анализе сеточных решений
предлагается использовать средние локальные погрешности, определяемые для переме-
щений (напряжений) в подобластях малых размеров, которые лежат в центре КМнКЭ.
Рассмотрим средние локальные погрешности в многосеточном моделировании композитов,
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используя при этом положения, суть которых покажем на примере двухсеточных моделей
двумерных композитов.

2.1. Основные положения для двухсеточных моделей двумерных композитов. Поло-
жение 1. Двумерный композит, расположенный в декартовой системе координат xOy,
испытывает плоское напряженное состояние и представлен квадратными областями Se со

стороной a, где e = 1, . . . , N ; N — общее число областей Se. Базовое разбиение (базовая
модель) композита, состоящее из квадратных КЭ Sh

j первого порядка со стороной h, учи-
тывает его структуру. Компонентами композита являются изотропные однородные тела.
Двухсеточная модель композита состоит из двухсеточных квадратных КЭ Sp

e со стороной a
(e = 1, . . . , N ; N — общее число КЭ Sp

e ), композитные структуры которых регулярны и
различны. Базовое разбиение области Se двухсеточного КЭ Sp

e состоит из квадратных

КЭ Sh
j и порождает мелкую квадратную сетку Sh с шагом h (как и в области Se базо-

вой модели композита). На сторонах КЭ Sp
e расположены 4 крупные одинаковые сетки:

L1, L2, L3, L4 с шагом H = kh, k — целое. При этом двухсеточные КЭ Sp
e имеют одина-

ковые мелкие и одномерные крупные сетки (Sh и Li). Обозначим we
h, we

0 векторы узло-
вых перемещений мелкой сетки Sh области Se, отвечающие перемещениям соответственно
двухсеточной и базовой моделей композита.
Положение 2. Для областей Se базовой и двухсеточной моделей композита определя-

ем один и тот же закон измельчения на КЭ Sh
j . Для области Se строим последовательность

разбиений {Rn}n=∞
n=1 (базовых разбиений), которые при любом n учитывают композитную

структуру области Se. Для разбиения Rn шаг h мелкой сетки Sh определяем по формуле

h = h0/n, где h0 = a/l, l — целое, при этом имеем k1 = l/k, k1 — целое. Запись h → 0
означает: h = h0/n → 0 при n →∞, причем a, h0, k = const, т. е. величины a, l, k заданы.
Отметим, что при заданном законе измельчения области Se квадратные КЭ Sh

j разбие-

ний Rn являются изотропными однородными. Как известно [8], значения коэффициентов
матриц жесткости квадратных изотропных однородных КЭ Sh

j первого порядка со сторо-
ной h не зависят от h и ограниченны. Следовательно, при h → 0 значения коэффициентов
матрицы системы уравнений МКЭ, построенных для разбиений Rn, не возрастают, т. е.
ограниченны.
Положение 3. Структуру векторов we

h, we
0 представим в виде

we
0 = {ue

0 ve
0}т, we

h = {ue
h ve

h}т, (7)

где ve
0(v

e
h) — вектор значений перемещений всех узлов крупных сеток Li области Se;

ue
0(u

e
h) — вектор значений перемещений тех узлов мелкой сетки Sh области Se, которые

не совпадают с узлами крупных сеток.
Считаем, что для двухсеточных квадратных КЭ любой регулярной композитной

структуры при h → 0 ‖we
0 −we

h‖ → 0, e = 1, . . . , N , т. е. пусть

h → 0: ‖ue
0 − ue

h‖ → 0, ‖ve
0 − ve

h‖ → 0, ‖u‖ = max |ui|, (8)

где ui — компоненты вектора u.
Пусть базовое разбиение композита такое, что решение, построенное по МКЭ, можно

считать точным, т. е. векторы перемещений we
0 (векторы ue

0, ve
0) будем считать точным

решением.
Положение 4. Средние локальные погрешности определяем для сеточных переме-

щений и напряжений области Sqe
r малых размеров, которая лежит в центре квадратного

двухсеточного КЭ Sp
e (Sqe

r ⊂ Se) и содержит такое число q узлов мелкой сетки, что 2q есть
размерность вектора ve

0. Считаем, что для любого h в области Sqe
r перемещения, напря-

жения и эквивалентные напряжения ограниченны и не равны нулю. Систему уравнений
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МКЭ для разбиения Sh области Se базовой модели композита с учетом (7) представим в
блочно-матричной форме:[

Ae
0 Be

0
Ce

0 De
0

]{
ue

0
ve

0

}
=

{
Re

0
P e

0

}
, Ke

0 =

[
Ae

0 Be
0

Ce
0 De

0

]
, F e

0 =

{
Re

0
P e

0

}
, (9)

где Ae
0, De

0 и Be
0, Ce

0 — квадратные и прямоугольные матрицы; Re
0 — вектор узловых сил,

действующих в тех узлах мелкой сетки Sh, которые не совпадают с узлами крупных сеток;
P e

0 — вектор узловых сил, действующих в узлах крупных сеток области Se; Ke
0 — матрица

жесткости; F e
0 — вектор узловых сил разбиения Sh. При этом векторы перемещений ue

0,
ve

0 учитывают заданные условия крепления области Se, размерность вектора ue
0 больше

размерности вектора ve
0.

Из системы (9) получаем ue
0 = Ee

0v
e
0, где Ee

0 = (Ae
0)
−1Re

0 − (Ae
0)
−1Be

0; (Ae
0)
−1 — об-

ратная матрица. Обозначим uqe
0 вектор узловых перемещений области Sqe

r , отвечающий
равновесию базовой модели композита. Пусть число узлов q области Sqe

r такое, что раз-
мерности векторов uqe

0 и ve
0 равны (и равны 2q). Используя матрицу Ee

0 и учитывая, что
uqe

0 ⊂ ue
0, строим равенство uqe

0 = (Aqe
0 Re

0−Qqe
0 )ve

0, где Aqe
0 , Qqe

0 — соответственно прямо-
угольная и квадратная матрицы. ПустьRe

0 = {Re
p Re

g}т, гдеRe
g — вектор узловых усилий,

действующих по границе области Se (отметим, что поскольку вектор we
0 неизвестен, уси-

лияRe
g также неизвестны); Re

p — вектор узловых усилий, действующих внутри области Se,
т. е. вектор заданных узловых усилий. Как известно, чем дальше находится точка прило-
жения сосредоточенной силы от области Sqe

r , тем меньше эта сила оказывает влияние на
поле перемещений в этой области. Пусть усилия Re

g оказывают такое малое влияние на

перемещения в области Sqe
r , что при определении перемещений считаем Re

g = 0. Заметим,
что Re

g — часть узловых усилий области Se, расположенных по ее границе равномерно.

Найдем перемещения uqe
p = (Aqe

0 {Re
p 0}т −Qqe

0 )ve
0. Пусть εe

0 = ‖uqe
0 − uqe

p ‖ — такая малая

величина, что можно принять εe
0 = 0, т. е. uqe

0 = uqe
p . Тогда узловые перемещения uqe

0
области Sqe

r находим по формуле

uqe
0 = Gqe

0 ve
0, (10)

где Gqe
0 = Aqe

0 {Re
p 0}т−Qqe

0 ; Gqe
0 — квадратная матрица, вектор узловых усилий Re

p задан.

Соотношения между параметрами a, h, k двухсеточных КЭ Sp
e , для которых исполь-

зуем представления (10) c заданной погрешностью εe
0, определяем с помощью численных

экспериментов. Положения, аналогичные положениям 1–4, формулируются и для двух-
сеточных (четырехсеточных) моделей трехмерных композитов, состоящих из двухсеточ-
ных (четырехсеточных) КЭ формы куба (прямоугольного параллелепипеда), композитные
структуры которых регулярны и различны.

2.2. Процедура построения двухсеточных моделей композитов с заданной средней
локальной погрешностью для перемещений. Основные положения этой процедуры пока-
жем на примере двухсеточной модели двумерного композита, состоящей из двухсеточ-
ных КЭ Sp

e , для которой выполняются положения 1–4. Пусть для этой модели построено
сеточное решение, т. е. определены векторы ve

h, e = 1, . . . , N . Отметим, что ve
h — вектор

узловых перемещений двухсеточного КЭ Sp
e .

Вектор ue
h (см. формулу (7)) представим в форме ue

h = {ue
s ve

g}т, где ue
s — вектор зна-

чений перемещений внутренних узлов мелкой сетки Sh области Se; ve
g — вектор значений

перемещений граничных узлов сетки Sh, которые не совпадают с узлами крупных сеток.
Тогда вектор ve

s граничных узловых перемещений сетки Sh (т. е. вектор узловых переме-
щений суперэлемента, построенного на разбиении Sh области Se) имеет вид ve

s = {ve
g ve

h}т.
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Используя матричные соотношения суперэлемента, между векторами ue
s, ve

s установим

связь (см. [2])

ue
s = Me

sve
s, (11)

где Me
s — прямоугольная матрица.

Пусть a = b, h1 = h2 = h3 = h4 = H. Тогда, подставляя (4), (5) в (11), получим
ue

s = Ee
sv

e
h, где Ee

s = Me
sAe

sB
e
s . Обозначим uqe

h вектор узловых перемещений области Sqe
r ,

отвечающий равновесию двухсеточной модели композита. Используя матрицу Ee
s и то, что

uqe
h ⊂ ue

s, строим равенство

uqe
h = Gqe

h ve
h, (12)

где Gqe
h — квадратная матрица.
Для области Sqe

r находим вектор ũqe
h по формуле

ũqe
h = Gqe

0 ve
h. (13)

Используя (10), (13), получим неравенство

‖uqe
0 − ũqe

h ‖ 6 ‖Gqe
0 ‖ ‖v

e
0 − ve

h‖. (14)

При h → 0 коэффициенты матрицы Ke
0 системы (9) ограниченны (см. положение 2), зна-

чит, и коэффициенты матрицы Gqe
0 ограниченны. Поэтому норма квадратной матрицы

Gqe
0 при h → 0 ограниченна [9]. Следовательно, существует такое Ce > 0, что при h → 0

‖Gqe
0 ‖ 6 Ce < ∞, e = 1, . . . , N. (15)

Так как uqe
0 ⊂ ue

0 и uqe
h ⊂ ue

s ⊂ ue
h, то в силу (8) выполняется условие

‖uqe
0 − uqe

h ‖ → 0 при h → 0. (16)

Из неравенства (14) с учетом (15) и (8) следует

‖uqe
0 − ũqe

h ‖ → 0 при h → 0. (17)

Из неравенства

‖ũqe
h − uqe

h ‖ 6 ‖ũqe
h − uqe

0 ‖+ ‖uqe
0 − uqe

h ‖
с учетом (16), (17) получаем

‖ũqe
h − uqe

h ‖ → 0 при h → 0. (18)

Для сеточных перемещений области Sqe
r введем среднюю локальную (относительную) по-

грешность εe
u и величину δe

u, вычисляемые по формулам

εe
u =

1

2q

2q∑
j=1

∣∣∣uqe
0j − uqe

hj

uqe
0j

∣∣∣, δe
u =

1

2q

2q∑
j=1

∣∣∣ ũqe
hj − uqe

hj

uqe
hj

∣∣∣, e = 1, . . . , N, (19)

где uqe
0j , u

qe
hj , ũ

qe
hj — компоненты соответственно векторов uqe

0 , uqe
h , ũqe

h , 2q — их размерность;

q — общее число узлов области Sqe
r .

Согласно (19) εe
u = εe

u(uqe
0 , uqe

h ), δe
u = δe

u(ũqe
h , uqe

h ). В силу (16), (18), (19) и так
как сходимость по норме (8) эквивалентна равномерной сходимости (т. е. при h → 0:
|uqe

01 − uqe
h1| → 0, . . . , |ũqe

h2q − uqe
h2q| → 0) и перемещения на Sqe

r ограниченны и не равны

нулю (см. положение 4), получаем

при h → 0: εe
u(uqe

0 , uqe
h ) → 0, δe

u(ũqe
h , uqe

h ) → 0. (20)
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В силу (20) для любого заданного εr
0 > 0 существует такое h, т. е. существуют такие

векторы uqe
h , ũqe

h (uqe
0 = const, ибо uqe

0 — точное решение, см. положение 3), что

εe
u(uqe

0 , uqe
h ) < εr

0, δe
u(ũqe

h , uqe
h ) < εr

0. (21)

Пусть εr
0 — такая малая величина, что εe

u(uqe
0 , uqe

h ), δe
u(uqe

0 , uqe
h ) можно считать равными,

т. е. имеем

εe
u = δe

u. (22)

Тогда в силу (21), (22) получаем: если δe
u < εr

0, то для εe
u имеем оценку

εe
u < εr

0. (23)

В двухсеточной модели композита выделяем совокупность областей Sqe
r (т. е. область ком-

позита, состоящую из двухсеточных КЭ Sp
e ), в которой сеточные перемещения (u или v)

достигают максимального (по модулю) значения. По формулам (12), (13), (19) для этой
совокупности областей Sqe

r находим значения δe
u, e = 1, . . . , N1 (N1 < N), N1 — число

выделенных областей Sqe
r (число выделенных КЭ Sp

e ). Если для выделенной области Sqe
r

получаем, что δe
u > εr

0 (где постоянная εr
0 задана), то в силу (20) уменьшаем шаг h базовых

разбиений всех двухсеточных КЭ композита (шаг h изменяем по правилу положения 2)
и для новой построенной двухсеточной модели находим решение. В результате получаем
двухсеточную модель композита, в которой для всех выделенных областей Sqe

r выполняют-
ся условия δe

u < εr
0 (т. е. εe

u < εr
0), e = 1, . . . , N1. Таким образом, в построенной двухсеточной

модели в выделенных областях Sqe
r средняя локальная погрешность εe

u меньше заданной

оценки εr
0. В (23) целесообразно использовать значения εr

0 6 0,01 (т. е. εr
0 6 1 %). Ес-

ли значения функций перемещений на Se изменяются незначительно, то оценку εr
0 можно

расширить на всю область Se.
2.3. Процедура построения двухсеточных моделей композитов с заданной средней ло-

кальной погрешностью для напряжений. Основные положения этой процедуры покажем
на примере двухсеточной модели двумерного композита, состоящей из двухсеточных квад-
ратных КЭ Sp

e , для которой выполняются положения 1–4, e = 1, . . . , N , N — общее число

КЭ Sp
e . Пусть для двухсеточной модели построено решение, т. е. определены векторы ve

h.

Обозначим uje
0 , uje

h , ũje
h векторы узловых перемещений j-го квадратного КЭ Sh

j

разбиения области Sqe
r , соответствующие векторам узловых перемещений uqe

0 , uqe
h , ũqe

h ,

j = 1, . . . ,m; m — общее число КЭ Sh
j области Sqe

r . Пусть tje
0 = {σ0j

x σ0j
y τ0j

xy}т, tje
h =

{σhj
x σhj

y τhj
xy}т и t̃je

h = {σ̃hj
x σ̃hj

y τ̃hj
xy}т — векторы значений напряжений σ0j

x , . . . , τ̃hj
xy , кото-

рые определяются в центре тяжести КЭ Sh
j и которые отвечают соответственно векторам

перемещений uje
0 , uje

h и ũje
h . Поскольку область Se в двухсеточной и базовой моделях ком-

позита состоит из квадратных КЭ Sh
j со стороной h (см. положения 1, 2), в двухсеточной и

базовой моделях композита базисные функции КЭ Sh
j области Sqe

r одинаковы. Следователь-

но, векторы tje
0 , tje

h и t̃je
h можно представить в виде tje

0 = De
ju

je
0 , tje

h = De
ju

je
h , t̃je

h = De
j ũ

je
h ,

где De
j — прямоугольная матрица. Для простоты изложения, учитывая, что uje

0 ⊂ uqe
0 ,

uje
h ⊂ uqe

h , ũje
h ⊂ ũqe

h , векторы tje
0 , tje

h , t̃je
h запишем в виде

tje
0 = Me

j uqe
0 , tje

h = Me
j uqe

h , t̃je
h = Me

j ũqe
h , (24)

где Me
j — прямоугольная матрица, j = 1, . . . ,m.

Коэффициенты M je
αβ матрицы Me

j зависят от модулей упругости квадратного элемен-

та Sh
j (со стороной h) и от частных производных его базисных функций, которые ограни-

ченны на области КЭ Sh
j при любом значении h, а значит, при h → 0 имеем |M je

αβ| < ∞.
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Для сеточных эквивалентных напряжений области Sqe
r используем среднюю локальную

(относительную) погрешность εe
σ и величину δe

σ, вычисляемые по формулам

εe
σ =

1

m

m∑
j=1

∣∣∣σqe
0j − σqe

hj

σqe
0i

∣∣∣, δe
σ =

1

m

m∑
j=1

∣∣∣σqe
hj − σ̃qe

hj

σqe
hj

∣∣∣, e = 1, . . . , N. (25)

Эквивалентные напряжения σqe
0j , σqe

hj , σ̃qe
hj определяем по четвертой теории прочности [10]

в центре j-го КЭ Sh
j , т. е. используем представление

σqe
0j =

√
(σ0j

x )2 + (σ0j
y )2 − σ0j

x σ0j
y + 3(τ0j

xy)2, tje
0 = {σ0j

x σ0j
y τ0j

xy}т, (26)

значения σqe
hj , σ̃qe

hj определяем по формуле (26), в которой вместо компонент вектора напря-

жений tje
0 подставляем соответствующие компоненты векторов напряжений tje

h или t̃je
h .

Согласно (24), (25) имеем εe
σ = εe

σ(uqe
0 , uqe

h ), δe
σ = δe

σ(ũqe
h , uqe

h ). В силу (12), (13) uqe
h =

Gqe
h ve

h, ũqe
h = Gqe

0 ve
h, значит, εe

σ = εe
σ(uqe

0 , Gqe
h ve

h), δe
σ = δe

σ(Gqe
0 ve

h, Gqe
h ve

h). Таким образом,

поскольку uqe
0 = const (uje

0 ⊂ uqe
0 ⊂ ue

0 — точное решение, см. положение 3), получаем

εe
σ = εe

σ(ve
h), δe

σ = δe
σ(ve

h). (27)

Следовательно, между функциями ye = ye(v
e
h) и xe = xe(v

e
h), где

ye = εe
σ(ve

h), xe = δe
σ(ve

h), (28)

существует связь вида ye = Fe(xe). Используя (16), (18), (24) с учетом, что при h → 0

|M je
αβ| < ∞ и что норма (8) обеспечивает равномерную сходимость uqe

h → uqe
0 и ũqe

h → uqe
h ,

нетрудно показать, что при h → 0

‖tje
h − tje

0 ‖ = ‖Me
j (uqe

h − uqe
0 )‖ → 0, ‖t̃je

h − tje
h ‖ = ‖Me

j (ũqe
h − uqe

0 )‖ → 0.

Используя (26) и учитывая, что сходимость tje
h → tje

0 , t̃je
h → tje

h равномерная (т. е. имеем

при h → 0: |σ0j
x − σhj

x | → 0, |σ0j
y − σhj

y | → 0, . . . , |σ̃hj
x − σhj

x | → 0) и что σqe
0j , σ

qe
hj , σ̃

qe
hj < ∞,

σqe
0j , σ

qe
hj , σ̃

qe
hj 6= 0 (см. положение 4), нетрудно показать, что при h → 0: |σqe

hj − σqe
0j | → 0,

|σ̃qe
hj − σqe

hj | → 0, и в силу (25) имеем

h → 0: εe
σ → 0, δe

σ → 0. (29)

Используя (8), (27), (29), получаем, что при h → 0, т. е. при ve
h → ve

0, εe
σ(ve

h) → εe
σ(ve

0) = 0,
δe
σ(ve

h) → δe
σ(ve

0) = 0. Отсюда, учитывая (28), имеем ye(v
e
h) → ye(v

e
0) = 0, xe(v

e
h) →

xe(v
e
0) = 0 при ve

h → ve
0. Итак, функции ye(v

e
h) и xe(v

e
h) в одной и той же точке (ve

0) равны
нулю, следовательно, Fe(0) = 0 справа, так как xe > 0.

Следует отметить, что рассуждая аналогично подп. 2.2, получим, что если δe
σ < δr

0, то
для погрешности εe

σ выполняется оценка εe
σ < δr

0, где δr
0 задана. Пусть δr

0 — такая малая

величина, что можно принять δe
σ = εe

σ. Эти условия для погрешности εe
σ реализуются

для малых значений δr
0 (δr

0 6 0,01), и поэтому их выполнение затруднительно, так как в
этом случае необходимо использовать очень мелкие базовые разбиения КЭ Sp

e . Рассмотрим
другой вариант построения оценок для погрешностей εe

σ.
Функцию Fe(xe) (с учетом, что Fe(0) = 0) в ε-окрестности точки нуль (справа от нуля),

т. е. на отрезке [0, ε], приближенно представим в виде Fe(xe) = bexe + ae
1x

2
e + . . . + ae

nxn+1
e ,

где be, a
e
i = const; n — целое, 0 6 xe 6 ε. Пусть ε � 1, т. е. xe � 1. Тогда, полагая

ae
1x

2
e = 0, . . . , ae

nxn+1
e = 0, получаем Fe(xe) = bexe, т. е. получаем линейную функцию

вида ye = bexe, где be > 0, так как xeye > 0. Для данной линейной функции и для любого
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числа δr (0 < δr < ε) имеем: если xe < δr, то ye < εe
r, где εe

r = beδr. Отсюда с учетом
обозначений (28) получаем: если δe

σ < δr, то для εe
σ имеем оценку

εe
σ 6 εr, e = 1, . . . , N2, (30)

где εr = max (εe
r), e = 1, . . . , N2; N2 — общее число выделенных областей Sqe

r (т. е. число
выделенных КЭ Sp

e ), в которых исследуем напряженное состояние композита, N2 < N ;
εr, δr = const; εr, δr � 1 и εr задано.

Так как εe
r = beδr (be = const), εr = max (εe

r), то εr = max (beδr), т. е. εr = bδr, где
b = max (be), e = 1, . . . , N2. Итак, εr зависит от δr, причем важно отметить, что умень-
шение δr приводит к уменьшению εr. Для заданной величины εr с помощью тестовых

расчетов определяем постоянную δr. В двухсеточной модели двумерного композита вы-
деляем совокупность областей Sqe

r (т. е. подобласть композита, состоящую из КЭ Sp
e ), в

которой эквивалентные напряжения достигают максимального значения. По формуле (25)
для этих областей Sqe

r находим величины δe
σ, e = 1, . . . , N2. Если для выделенной области

Sqe
r получаем, что δe

σ > δr, то в этом случае в силу (29) уменьшаем шаг h базовых раз-
биений всех двухсеточных КЭ и для новой построенной двухсеточной модели композита

находим сеточное решение. В результате получаем двухсеточную модель, для выделенной
подобласти которой выполняются условия δe

σ < δr, т. е. εe
σ 6 εr. Согласно расчетам в (30)

для заданного εr = 0,02 (εr = 2 %) целесообразно использовать значения δr 6 0,06 (т. е.
δr 6 6 %). Если значения функций напряжений на Se изменяются незначительно, то оцен-
ку εr можно расширить на всю область Se. На практике используем область Se

r ⊂ Sqe
r ,

форма которой удобна для расчетов.
Замечание 2. Расчеты показывают, что для заданных εr

0, δr, εr � 1 оценки (23), (30)
погрешностей εe

u, εe
σ выполняются и для таких областей Sqe

r выделенных КЭ Sp
e , структуры

которых различны. Значит, величины εr
0, δr, εr не зависят от вида структур КЭ Sp

e . В
самом деле, в основе построения оценок (23), (30) лежат условия (8) и предположение
(см. положение 3), которые выполняются для двухсеточных квадратных КЭ Sp

e любой

регулярной композитной структуры.
Замечание 3. Выполняя рассуждения, аналогичные сделанным выше для моделей

композитов, состоящих из двухсеточных (четырехсеточных) КЭ V p
e формы куба (прямо-

угольной призмы), для которых выполняются положения, аналогичные положениям 1–4,
получим для средних локальных погрешностей перемещений и эквивалентных напряже-
ний подобластей, расположенных в центре КЭ V p

e , оценки вида (23) и (30).
3. Результаты численных экспериментов. Рассмотрим в декартовой системе ко-

ординат xOy двумерный композит S нерегулярной структуры с коэффициентом напол-
нения 0,218, который испытывает плоское напряженное состояние (рис. 3,а). При y = 0,
2a 6 x 6 5a и при x = 0, 3a 6 y 6 5a имеем u = v = 0 (границы крепления S на рис. 3,а
отмечены штриховкой). Область композита представлена квадратными подобластями Se

со стороной a = 60h, где e = 1, . . . , 43. Структура композита состоит из набора четырех
типовых композитных квадратных областей Sk (рис. 3,б, k = 1, 2, 3, 4) со стороной a. Об-
ласть Sk армирована плоскими волокнами шириной 2h внутри области и шириной h на
ее границе. На рис. 3 волокна показаны линиями, в скобках указан коэффициент наполне-
ния Sk. При построении на области Se двухсеточного КЭ Sp

e используем сетку его базо-
вого разбиения, которое состоит (как и базовая модель композита) из квадратных КЭ Sh

первого порядка [7] со стороной h, и четыре одинаковые одномерные сетки с шагом 4h.
Для узлов базового разбиения композита S вводим целочисленную систему координат i j
(рис. 3,а). В узлах с координатами (481, 181), (481, 241) и (181, 361) композит нагружен
силами Px = 87,5 и Py = 96,3. Расчеты выполнены при h = 0,5, коэффициент Пуассона
для всех компонентов композита равен 0,3, модуль Юнга волокна равен 10, модуль Юнга
связующего материала — 1.
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Рис. 4. Карта погрешностей εe
u и значений δe

u для перемещений областей Se
r ⊂ Se

Максимальное значение перемещений uh, vh двухсеточной модели отличается от пере-
мещений u0, v0 базовой модели на 0,4 %. Максимальное значение эквивалентных напряже-
ний σh двухсеточной модели, посчитанных в центре тяжести КЭ Sh по четвертой теории

прочности [10], отличается от напряжений σ0 базовой модели на 0,3 %.

На рис. 4, 5 показаны карты погрешностей εe
u, εe

σ и значений δe
u, δe

σ (в процентах), ко-
торые определены по формулам (19) и (25) для области Se

r размерами 4h× 4h (Se
r ⊂ Sqe

r ),
причем в области Se εe

u и εe
σ — верхние числа, δe

u и δe
σ — нижние. Например, для Se,

примыкающей к началу координат xOy, εe
u = 0,35 %, δe

u = 0,09 % (см. рис. 4). Жирны-
ми непрерывными линиями на рис. 3,а, 4, 5 выделены КЭ Sp

e , в которых σh или uh, vh

имеют максимальные значения. Анализ показывает, что для εe
u оценка (23) при εr

0 = 0,01
(εr

0 = 1 %) и для εe
σ оценка (30) при δr = 0,06, εr = 0,02 (δr = 6 %, εr = 2 %) выполняются

для всех областей Se
r выделенных КЭ Sp

e . Оценки погрешностей εe
u, εe

σ расширяем на всю

область Se. В окрестности максимального значения перемещений композита εe
u < 1 %, в
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Рис. 5. Карта погрешностей εe
σ и значений δe

σ для напряжений областей Se
r ⊂ Se

окрестности действия сил εe
σ < 2 %. Оценка (30) при δr 6 0,06, εr = 0,02 выполняется и

для подобластей Se
r КЭ Sp

e (на рис. 3,а, 5 эти КЭ отмечены жирными штриховыми линия-
ми), в которых σh примерно в 10 раз меньше максимального. Отметим, что при заданных
εr
0, δr, εr оценки (23), (30) погрешностей εe

u, εe
σ выполняются для Se

r выделенных КЭ Sp
e

различной композитной структуры (см. рис. 3,а). Реализация МКЭ для двухсеточной мо-
дели композита требует в 150 раз меньше объема памяти ЭВМ и в 20 раз меньше времени
счета, чем базовая.
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