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1. Введение и постановка задачи
Интервалами будем называть замкнутые ограниченные и связные подмножества ве-

щественной оси R, т. е. множества вида [η, θ] = {x ∈ R | η ≤ x ≤ θ } для вещественных
η, θ ∈ R, η ≤ θ. Интервалы и интервальные величины обозначаются в работе буквами
жирного шрифта, а неинтервальные (точечные) величины никак специально не выде-
ляются. Подчёркивание и надчёркивание — a, a — обозначают левый и правый концы
интервала a ⊂ R, так что в целом a = [a,a] = {x ∈ R | a ≤ x ≤ a}. Кроме того, мы
обозначаем mid a = 1

2(a + a) — середину интервала, rad a = 1
2(a − a) — радиус интер-

вала, |a| = max{ |a|, |a| } — абсолютное значение (модуль) интервала, 〈a〉 — мигнитуду
интервала (наименьшее удаление его точек от нуля):

〈a〉 =
{

min{ |a|, |a| }, если 0 6∈ a,

0, иначе.

Интервальная матрица — это прямоугольная таблица из интервалов, которую мы
обозначаем A = (aij), имея в виду, что на пересечении её i-й строки и j-го столбца
стоит элемент aij . К интервальным векторам и матрицам введённые выше операции
mid, rad и | · | будут применяться покомпонентно и поэлементно. Аналогично, поком-
понентным образом мы будем понимать неравенства между точечными векторами, а
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также теоретико-множественные включения и принадлежности. В частности, для мат-
риц A = (aij) и A = (aij) одинаковых размеров отношение A ∈ A означает, что aij ∈ aij

для всех элементов матриц.
Эта работа посвящена методам выявления некоторых свойств интервальных матриц.
Как известно, квадратная матрица называется неособенной (невырожденной, регу-

лярной), если её определитель не равен нулю [1–3, 10, 13]. Это эквивалентно отсутствию
линейной зависимости между строками (столбцами) такой матрицы. Иначе матрица на-
зывается особенной (вырожденной).

Интервальная квадратная матрица A называется неособенной, если неособенны все
точечные матрицы A ∈ A [14, 19, 23]. Интервальная квадратная матрица A называется
особенной, если она не является неособенной, и это равносильно тому, что матрица A
содержит хотя бы одну особенную точечную матрицу. Ближайшим обобщением неосо-
бенных матриц как точечных, так и интервальных, являются матрицы полного ранга.

Рангом матрицы называется максимальное число её линейно независимых строк или
столбцов. Как показывается в матричном анализе, эти числа совпадают между собой и
равны максимальному из порядков ненулевых миноров рассматриваемой матрицы [1–3,
10, 13]. Вещественная m× n-матрица называется матрицей полного ранга, если её ранг
равен минимальному из чисел m и n (бо́льшим он быть не может). Назовём интервальную
матрицу матрицей полного ранга, если она содержит точечные матрицы только полного
ранга. Иначе говорим о том, что данная матрица имеет неполный ранг.

Интервальные матрицы интересуют нас, главным образом, в связи с интервальными
системами линейных алгебраических уравнений вида:

a11x1 + a12x2 + . . . + a1nxn = b1,

a21x1 + a22x2 + . . . + a2nxn = b2,

...
...

. . .
...

...
am1x1 + am2x2 + . . . + amnxn = bm,

(1)

где aij — интервальные коэффициенты, bi — интервальные свободные члены,
i = 1, 2, . . . ,m, j = 1, 2, . . . , n. Если A = ( aij) — интервальная m × n-матрица, x =
(x1, x2, . . . , xn)> и b = ( bi) — интервальный m-вектор, то (1) можно записать в краткой
форме

Ax = b. (2)

Системы (1) и (2) понимаются как совокупности точечных систем линейных алгебраи-
ческих уравнений Ax = b с m × n-матрицами A, принадлежащими A, и m-векторами b
из b. Множеством решений интервальной линейной системы уравнений будем называть
множество

Ξ(A, b) =
{

x ∈ Rn | (∃A ∈ A)(∃ b ∈ b)(Ax = b )
}
,

образованное всевозможными решениями точечных систем Ax = b c A ∈ A и b ∈ b (см.,
к примеру, [9, 14, 19, 23]).

Для систем (1) и (2) факт полноранговости матрицы важен при решении задачи вос-
становления зависимостей по неточным данным с интервальной неопределённостью, где
возникают интервальные системы линейных алгебраических уравнений, в которых число
переменных, как правило, не совпадает с количеством уравнений (см., в частности, [15] и
цитированную там литературу). Эти системы очень часто являются переопределёнными,
но нередко недоопределены (например, в спектроскопии). Если интервальная матрица,
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построенная по данным наблюдений, имеет неполный ранг, то это является свидетель-
ством неудачной организации экспериментов, поскольку результаты некоторых из них
оказались следствиями (линейными комбинациями) остальных. Напротив, полноранго-
ваная матрица данных является максимально информативной как в случае m ≤ n, так
и при m ≥ n.

Для переопределённых интервальных систем линейных уравнений, в частности, спра-
ведливо

Предложение 1. Если интервальная m× n-матрица A, m ≥ n, имеет полный ранг,
то множество решений Ξ(A, b) интервальной системы линейных алгебраических урав-
нений Ax = b является ограниченным.

Доказательство. Для интервальной линейной системы Ax = b помимо определённого
выше множества решений Ξ(A, b) введём также множество

Ξ̃(A, b) =
{

x ∈ Rn | (∃A ∈ A)(∃ b ∈ b)
(
A>Ax = A>b

) }
,

образованное решениями всех систем линейных уравнений A>Ax = A>b для A ∈ A и
b ∈ b. Известно, что совместная система уравнений Ax = b равносильна системе урав-
нений A>Ax = A>b [1, 2], и поэтому Ξ(A, b) ⊆ Ξ̃(A, b). Доказательство предложения 1
будет заключаться в том, что мы покажем ограниченность этого, в общем случае более
широкого, множества Ξ̃(A, b).

Если A — m×n-матрица полного ранга и m ≥ n, то A>A — неособенная n×n-матрица.
Поэтому решение x̌ системы A>Ax = A>b даётся формулой

x̌ =
(
A>A

)−1
A>b,

результат которой непрерывно зависит от A и b для матриц A полного ранга. Рассмот-
рим отображение Rm×n × Rm → Rn, которое задаётся правилом (A, b) 7→

(
A>A

)−1
A>b

и определено для всех m × n-матриц A полного ранга, m ≥ n, и любых n-векторов b.
Оно непрерывно, а множество Ξ̃(A, b) является образом компакта A×b ⊂ Rm×n×Rm

при этом непрерывном отображении. Как следствие, Ξ̃(A, b) также компактно (см.,
к примеру, [6]), и потому ограничено. По этой причине ограничено и содержащееся в
нём исходное множество решений Ξ(A, b) интервальной линейной системы уравнений
Ax = b.

Основная идея вышеприведённого доказательства совпадает с идеей, приведённой
в книге [19, с. 92], но в [19] почему-то не оговаривается условие m ≥ n, и рассуждения
странно неряшливы в том, что касается топологических свойств множеств и отображений
и связи решений различных систем уравнений.

Обратное к предложению 1 утверждение обусловлено дополнительными свойства-
ми матрицы системы и множества решений и в общем случае может не выполняться
(вопреки анонсированному в [11] результату). Рассмотрим в качестве примера систему
линейных уравнений:  1 2

2 4
3 6

 x =

 [10, 11]
[40, 42]
[90, 93]

 , (3)

в которой интервальность присутствует лишь в правой части. В матрице этой системы
все строки пропорциональны, так что матрица имеет неполный ранг 1. Кроме того, си-
стема (3), очевидно, несовместна, так как три её уравнения задают три параллельные
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полосы в R2, не пересекающиеся друг с другом. Таким образом, множество решений
системы пусто, и поэтому ограничено.

Ниже в работе даются некоторые рецепты исследования полноранговости интерваль-
ных матриц. В общем случае проверка того, имеет ли интервальная матрица полный
ранг, представляет собой NP-трудную задачу [23]. Это следует из того, что её част-
ный случай — задача распознавания неособенности интервальной матрицы — также
NP-трудна [18, 20].

2. Признаки на основе диагонального преобладания

Напомним, что точечная квадратная n× n-матрица A = ( aij) называется матрицей
с диагональным преобладанием (или имеющей диагональное преобладание), если для
всякого i = 1, 2, . . . , n справедливо

| aii| >
∑
j 6=i

| aij |. (4)

Как известно, матрицы с диагональным преобладанием неособенны, и этот результат
составляет содержание признака Адамара [3] (нередко его называют также теоремой
Леви–Деспланка, см. [13]). Нетрудно перенести признак Адамара на интервальные мат-
рицы.

Станем говорить, что интервальная матрица имеет диагональное преобладание, если
диагонально преобладающими являются все содержащиеся в ней точечные матрицы.
Нетрудно понять, что это определение эквивалентно следующему: интервальная n × n-
матрица A = (aij) обладает диагональным преобладанием, если для всех i = 1, 2, . . . , n
удовлетворяются неравенства

〈aii〉 >
∑
j 6=i

|aij |. (5)

Теорема 1 (интервальный признак Адамара). Если интервальная матрица имеет
диагональное преобладание, т. е. удовлетворяет (5), то она неособенна.

По-видимому, этот простой результат был впервые замечен и использован в рабо-
те [17].

Доказательство. Оно очевидным образом следует из обычного признака Адамара и
определения диагонального преобладания интервальных матриц.

Обращаясь к задаче исследования полноранговости, можно сказать, что если в ин-
тервальной m×n-матрице найдётся квадратная подматрица размера min{m,n} с диаго-
нальным преобладанием, то эта интервальная матрица имеет полный ранг. Но свойство
диагонального преобладания весьма капризно и не сохраняется при перестановках строк,
тогда как полноранговость при этом не меняется. В связи с этим имеет смысл искать в
данной матрице не подматрицы с диагональным преобладанием, а подматрицы, в кото-
рых диагонального преобладания можно добиться с помощью подходящей перестановки
строк.

Нахождение этой перестановки — комбинаторная задача, но её свойства таковы, что
решение может быть найдено относительно несложными средствами. В таблице ниже
приведён простой алгоритм, основанный на “жадной” эвристике, который стремится по-
строить из строк данной интервальной m × n-матрицы A = (aij) с m ≥ n квадратную
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матрицу размера n×n с диагональным преобладанием. В случае успеха исходная матри-
ца признаётся полноранговой, а при неуспехе требуется дополнительное исследование.
Наш алгоритм действительно решает задачу выявления диагонально преобладающей
подматрицы до конца, так как в каждой строке исходной матрицы может существовать
не более одного элемента, удовлетворяющего (5).

DO FOR i = 1 TO n

из строк с номерами k = i, i + 1, . . . ,m , выбрать
ту, для которой разность δk = 〈akk〉 −

∑
j 6=k |akj |

является наибольшей, обозначить её номер через l;

IF δl ≤ 0 THEN
выдать сообщение “Требуется

дополнительное исследование матрицы”;
STOP

END IF
поменять i-ю строку с l-й строкой;

END DO

выдать сообщение “Исследуемая матрица полноранговая”

Более тонкий признак полноранговости можно также построить на основе понятия
нестрогого (слабого) диагонального преобладания. Если вместо (4) для элементов мат-
рицы A = (aij) имеют место нестрогие неравенства

| aii| ≥
∑
j 6=i

| aij |, i = 1, 2, . . . , n, (6)

то условимся говорить о нестрогом диагональном преобладании в A. Далее, n × n-мат-
рица A = ( aij) называется разложимой, если существует разбиение множества
{ 1, 2, . . . , n } первых n натуральных чисел на два непересекающихся подмножества: I
и J , таких что aij = 0 при i ∈ I и j ∈ J . Эквивалентное определение: n × n-матрица A
разложима, если путём перестановок строк и столбцов она может быть приведена к

блочно-треугольному виду
(

A11 A12

0 A22

)
с квадратными блоками A11 и A22. Матрицы, не

являющиеся разложимыми, называются неразложимыми. Важнейший пример неразло-
жимых матриц — это матрицы, все элементы которых не равны нулю, в частности, неот-
рицательны. Согласно известной теореме О. Таусски (см. [3]), если для неразложимой
матрицы A выполнены условия (6), причём хотя бы одно из этих неравенств выполнено
строго, то матрица A неособенна.

Если для интервальной матрицы A = (aij) имеют место нестрогие неравенства

〈aii〉 ≥
∑
j 6=i

|aij | для всех i = 1, 2, . . . , n, (7)

то будем говорить о нестрогом диагональном преобладании в A. Далее, назовём интер-
вальную матрицу A = (aij) неразложимой, если неразложимы все точечные матрицы
A ∈ A. Очевидно, справедлива
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Теорема 2 (интервальная теорема О. Таусски). Пусть неразложимая интервальная
квадратная матрица A = (aij) имеет нестрогое диагональное преобладание (7), при-
чём хотя бы для одной строки неравенство в (7) выполнено строго. Тогда матрица A
неособенна.

С учетом этого результата можно построить модификацию приведённого алгорит-
ма, которая будет предназначена для выделения квадратной матрицы с нестрогим диа-
гональным преобладанием. Мы не будем развивать подробностей этой конструкции в
настоящей статье.

3. Необходимое и достаточное условие полноранговости

Следующий результат является обобщением признака неособенности квадратных ин-
тервальных матриц и даёт необходимые и достаточные условия полноранговости интер-
вальных матриц.

Теорема 3 (Рон [23]). Интервальная m × n-матрица A, m ≥ n, имеет полный ранг
тогда и только тогда, когда система неравенств

| (mid A) x | ≤ (rad A) |x|, x ∈ Rn, (8)

имеет единственное нулевое решение.

Ни в [23], ни в других работах не приведено доказательства этого результата, по-
видимому, потому, что оно несложно получается из доказательства для квадратных
матриц, опубликованного в [21]. Для самодостаточности нашей работы выпишем дока-
зательство теоремы полностью.

Доказательство. Достаточность. Если m× n-матрица A, m ≥ n, содержит матрицу
неполного ранга Ã, то Ãx̃ = 0 для некоторого ненулевого вектора x̃ ∈ Rn. Следовательно,

| (mid A) x̃ | = | (mid A− Ã) x̃ | ≤ |Ã−mid A| |x̃| ≤ (rad A) |x̃|,

поскольку |Ã − mid A| ≤ rad A. Таким образом, вектор x̃ является нетривиальным
решением системы неравенств (8).

Необходимость. Если неравенство (8) действительно имеет решение x̃ 6= 0, то обра-
зуем векторы y = ( yi) ∈ Rm и z = ( zj) ∈ Rn, такие что

yi =


(midA · x̃)i

(radA · |x̃|)i
, если (radA · |x̃|)i 6= 0,

1, если (radA · |x̃|)i = 0,

i = 1, 2, . . . ,m,

и

zj =
{

1, если x̃j ≥ 0,

−1, если x̃j < 0,
j = 1, 2, . . . , n,

и с их помощью построим матрицу Ã, в которой на ij-м месте стоит элемент (mid A)ij −
yizj(rad A)ij . В матричном виде она представляется как

Ã = mid A− diag {y} · rad A · diag {z}.
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Так как все | yizj | ≤ 1, то, очевидно, Ã принадлежит A. В то же время, она имеет
неполный ранг, так как её произведение на ненулевой вектор x̃ зануляется. В самом деле,

Ãx̃ = (mid A) x̃− diag {y} (rad A) diag {z} x̃

= (mid A) x̃− diag {y} (rad A) |x̃|,

причём если (rad A · |x̃|)i 6= 0, то i-я компонента этого вектора должна быть равна
разности(

(mid A) x̃
)
i
− (midA · x̃)i

(radA · |x̃|)i

(
radA · |x̃|

)
i

=
(
midA · x̃

)
i
−
(
midA · x̃

)
i
,

а если (radA · |x̃|)i = 0, то разности двух нулей в силу (8). Это доказывает достаточность
условий теоремы.

Нахождение нетривиальных решений для (8) в общем случае непросто, и главное
назначение теоремы 3 состоит в том, что она является основой для конструирования
более практичных признаков полноранговости интервальных матриц.

Следствие 1. Интервальная m × n-матрица A, m ≤ n, имеет полный ранг тогда и
только тогда, когда система неравенств∣∣x>(mid A)

∣∣ ≤ |x|>(rad A), x ∈ Rn,

имеет единственное нулевое решение.

Для обоснования воспользуемся тем, что ранг матрицы при транспонировании не
меняется и применим теорему 3 к матрице A>.

4. Признак на основе псевдообращения
и спектрального радиуса

Напомним (см. [1–3, 13]), что для вещественной m × n-матрицы A псевдообратной
матрицей называется такая вещественная n×m-матрица A+, что AA+ и A+A являются
симметричными матрицами и

AA+A = A, A+AA+ = A+.

Если A — матрица полного ранга и m ≥ n, то A+ = (A>A)−1A> [1, 2]. В этом случае
A+A — это единичная n× n-матрица. Если же A — матрица полного ранга и m ≤ n, то
A+ = A>(AA>)−1 [1, 2]. Тогда AA+ — это единичная m × m-матрица. Псевдообратная
матрица, фактически, встречалась нам при доказательстве предложения 1 в выражении
для решения x̌.

Формулировка следующего результата также приводится в справочнике [23], но за
его обоснованием читатель отсылается к работе [22], где изложение непрозрачно, а тре-
буемый результат даже не сформулирован в явном виде. Ниже приводится другое дока-
зательство.

Теорема 4. Пусть интервальная m × n-матрица A такова, что m ≥ n, средняя
матрица midA имеет полный ранг и
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ρ
(
|(mid A)+| · rad A

)
< 1,

где ρ(·) — взятие спектрального радиуса квадратной матрицы. Тогда A имеет полный
ранг.

Доказательство. Предположим, напротив, что интервальная матрица A имеет непол-
ный ранг. Тогда, согласно теореме 3, существует такой ненулевой n-вектор x̃, что

|(mid A) x̃ | ≤ (rad A) |x̃|.

Таким образом,

|x̃| = |(mid A)+(mid A) x̃| ≤ |(mid A)+| · |(mid A) x̃| ≤ |(mid A)+| · (rad A) · |x̃|,

т. е. для ненулевого неотрицательного вектора v = |x| имеет место

|(mid A)+|(rad A)v ≥ v,

причём матрица |(mid A)+| (rad A) неотрицательна.
Напомним теперь следующий факт из теории неотрицательных матриц. Если G —

неотрицательная n × n-матрица, ρ(G) — её спектральный радиус и α — положительное
вещественное число, то

ρ(G) ≥ α ⇔
(
∃v ∈ Rn

) (
v ≥ 0, v 6= 0 & Gv ≥ αv

)
. (9)

Доказательство этой эквивалентности может быть найдено, например, в монографии
Р. Хорна и Ч. Джонсона [13, теорема 8.3.1, с. 594] либо в англоязычных источниках
[16, 19]. С другой стороны, неявным образом этот результат обосновывается в доказатель-
стве Х. Виландта теоремы Перрона–Фробениуса о неотрицательных матрицах, которое
воспроизводится во многих руководствах по теории матриц, например, в классической
книге Ф. Гантмахера [3].

Таким образом, из (9) и из неравенства |(mid A)+| · (rad A) · |x̃| ≥ |x̃|, полученного
нами, следует, что спектральный радиус неотрицательной матрицы |(mid A)+|(rad A)
не меньше единицы. Противоречие!

Теорема 4 является непосредственным обобщением известного в интервальном ана-
лизе признака Риса–Бека неособенности интервальной матрицы (см. [14, 21, 23]).

Следствие 2. Пусть интервальная m × n-матрица A такова, что m ≤ n, средняя
матрица midA имеет полный ранг и

ρ
(
rad A · |(mid A)+|

)
< 1,

где ρ(·) — взятие спектрального радиуса. Тогда A имеет полный ранг.

Для обоснования воспользуемся следствием 1 из теоремы 3 и тем фактом, что спектр
квадратной матрицы при транспонировании не меняется.

В качестве примера применения полученных результатов рассмотрим матрицу

B =

 [1, 2] [3, 4]
[5, 6] [7, 8]
[9, 10] [11, 12]

 ,

которая имеет полный ранг, равный 2. Чтобы убедиться в этом, возьмём её подматрицу
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(
[1, 2] [3, 4]
[9, 10] [11, 12]

)
(10)

и найдём интервальную оценку области значений её определителя

[1, 2] · [11, 12]− [9, 10] · [3, 4] = [11, 24]− [27, 40] = [−29,−3].

В случае 2×2-матриц в выражение для определителя все переменные — элементы матри-
цы — входят только по одному разу в первой степени, и потому, в силу основной теоремы
интервальной арифметики [9, 14, 19], результат интервального оценивания совпадает с
точной областью значений определителя. Так как 0 6∈ [−29,−3], матрица (10) неособенна.

В то же время,

rad B =

 0.5 0.5
0.5 0.5
0.5 0.5

 , mid B =

 1.5 3.5
5.5 7.5
9.5 11.5

 ,

матрица mid B имеет полный ранг и ρ
(
|(mid B)+| · rad B

)
= 0.979167 < 1. Как видим,

выведенный в теореме 4 признак тоже показывает полноранговость матрицы B.

5. Признак на основе сравнения сингулярных чисел
матриц середин и радиусов

Напомним, что сингулярным числом σ вещественной m × n-матрицы A называется
неотрицательное решение системы уравнений:(

0 A>

A 0

)(
x

y

)
= σ

(
x

y

)
,

отвечающее ненулевым векторам x ∈ Rn, y ∈ Rm. Сингулярные числа матрицы A можно
также определить как арифметические квадратные корни из общих собственных чисел
матриц A>A и AA> (см. [13]). Таким образом, сингулярные числа m× n-матрицы — это
набор из min{m,n} неотрицательных чисел. Мы будем обозначать посредством σmin(A)
и σmax(A) наименьшее и наибольшее из сингулярных чисел матрицы A.

Теорема 5. Если для интервальной m× n-матрицы A имеет место

σmax(rad A) < σmin(mid A), (11)

то она имеет полный ранг.

Доказательство. Пусть m ≥ n, и допустим обратное доказываемому: матрица A имеет
неполный ранг. Тогда, согласно теореме 3, для некоторого вектора x̃ 6= 0 справедливо
неравенство (8), т. е.

| (mid A) x̃ | ≤ (rad A) |x̃|, (12)

а также равносильное ему покомпонентное неравенство для вектор-строк
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|(mid A) x̃|> ≤
(
(rad A)|x̃|

)>
. (13)

Компоненты векторов, стоящих в левых и правых частях неравенств (12), (13), неот-
рицательны, и потому, перемножая векторы из их одноимённых частей, мы придём к
неравенству того же смысла

|(mid A) x̃|>|(mid A) x̃| ≤
(
(rad A)|x̃|

)>(rad A)|x̃|. (14)

Далее без ограничения общности можно считать, что x̃>x̃ = 1, т. е. вектор x̃ нормали-
зован в евклидовой норме, которую мы стандартно обозначаем ‖ · ‖2. Напомним вариа-
ционное описание собственных чисел симметричной матрицы, основанное на отношении
Рэлея (см., к примеру, [2, 3, 5, 10, 13]): если H ∈ Rn×n, H> = H, а λmin(H) и λmax(H) —
это наименьшее и наибольшее собственные значения матрицы H соответственно, то

λmin(H) = min
y 6=0

y>H y

y>y
= min

‖x‖2=1
x>H x, λmax(H) = max

y 6=0

y>H y

y>y
= max

‖x‖2=1
x>H x.

Как следствие, имеем

σ2
min(mid A) = λmin

(
(mid A)>(mid A)

)
= min

‖x‖2=1

(
x>(mid A)>(mid A) x

)
в силу характеризации Рэлея

≤
(
(mid A) x̃

)>( (mid A) x̃
)
≤ |(mid A) x̃|>|(mid A) x̃|

≤
(
(rad A)|x̃|

)>(rad A)|x̃| в силу (14)

= |x̃|>(rad A)> (rad A) |x̃| ≤ max
‖x‖2=1

(
x>
(
(rad A)>(rad A)

)
x
)

= λmax

(
(rad A)>(rad A)

)
в силу характеризации Рэлея

= σ2
max(rad A). (15)

Сравнивая начало и конец выкладок (15), в целом получаем σmin(mid A) ≤ σmax(rad A),
что противоречит условию (11).

При доказательстве случая m ≤ n опираемся на следствие 1.

Если A = A — точечная матрица, то mid A = A, rad A = 0, и все сингулярные
числа матрицы radA также равны нулю. Тогда результат теоремы 5 выражает хорошо
известный из матричного анализа признак матрицы полного ранга — условие σmin(A)>0.

Для случая существенно интервальных матриц результат теоремы 5 является обоб-
щением известного признака Румпа [24] (см. также [14, 21]): если для интервальной
квадратной матрицы A имеет место σmax(rad A) < σmin(mid A), то она неособенна.

В качестве первого примера применения полученного признака рассмотрим предло-
женную И.А. Шарой матрицу

A =

 1 [0, 1]
−1 [0, 1]

[−1, 1] 1

 .

Она демонстрирует, что для интервальных матриц традиционные способы рассуждений
линейной алгебры и матричного анализа и сформировавшаяся на их основе интуиция
могут не работать. Матрицы середин и радиусов для A имеют вид:
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mid A =

 1 0.5
−1 0.5
0 1

 , rad A =

 0 0.5
0 0.5
1 0

 .

Соответственно, σmax(rad A) = 1, σmin(mid A) = 1.22474, и согласно теореме 5 рассмат-
риваемая матрица имеет полный ранг 2. Тот же результат даёт применение теоремы 4.
В то же время, матрица A не содержит неособенных интервальных 2×2-подматриц, что
нетрудно обнаружить полным перебором всех таких подматриц:(

1 [0, 1]

−1 [0, 1]

)
,

(
1 [0, 1]

[−1, 1] 1

)
,

(
−1 [0, 1]

[−1, 1] 1

)
.

Эти матрицы содержат особенные матрицы:(
1 0

−1 0

)
,

(
1 1

1 1

)
,

(
−1 1

−1 1

)
соответственно. Напомним, что в обычном неинтервальном случае полноранговая матри-
ца просто по определению имеет квадратную неособенную подматрицу, порядок которой
равен рангу матрицы.

Следующим примером рассмотрим интервальную матрицу

B =

 [1, 2] [3, 4]
[5, 6] [7, 8]
[9, 10] [11, 12]

 .

Для неё с помощью теоремы 4 в предшествующем пункте мы установили полноранго-
вость. В то же время, для этой матрицы σmax(radB) = 1.22474, σmin(midB) = 1.09151,
и потому теорема 5 не позволяет определённо судить о том, является ли матрица B
полноранговой.

Пример другого свойства. Рассмотрим интервальную матрицу

C =


3.3 [0, 2] [0, 2]

[0, 2] 3.3 [0, 2]
[0, 2] [0, 2] 3.3
[0, 1] [0, 1] [0, 1]

 .

Для неё ρ
(
|(mid C)+| · rad C

)
= 1.06291 > 1. Но при этом σmax(rad C) = 2.17945,

σmin(mid C) = 2.3. Получается, что признак теоремы 5 указывает на полноранговость
рассматриваемой матрицы C, а теорема 4 не позволяет сделать никакого определённого
вывода.

6. Признак на основе сравнения
норм матриц середин и радиусов

Напомним, что для заданной векторной нормы ‖ · ‖ подчинённая матричная норма
определяется как

‖A‖′ = max
x 6=0

‖Ax‖
‖x‖

. (16)
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Абсолютной нормой называется норма, зависящая лишь от абсолютных значений эле-
ментов (вектора или матрицы). Из популярных матричных норм абсолютными являются
нормы:

‖A‖1 = max
1≤j≤n

(
m∑

i=1

|aij |

)
и ‖A‖∞ = max

1≤i≤m

(
n∑

j=1

|aij |

)
, A ∈ Rm×n,

которые подчинены векторным нормам:

‖x‖1 =
n∑

i=1

|xi| и ‖x‖∞ = max
1≤i≤n

|xi|, x ∈ Rn.

Основной результат этого пункта работы есть

Теорема 6. Пусть ‖ · ‖ — абсолютная подчинённая матричная норма. Если для ин-
тервальной m×n-матрицы A, m ≥ n, средняя точечная матрица midA имеет полный
ранг и выполнено условие

‖radA‖ <
∥∥(midA)+

∥∥−1
,

то A также имеет полный ранг.

Наше доказательство существенно опирается на понятие нижней грани матри-
цы [10]. Для фиксированной векторной нормы ‖ · ‖ нижней гранью матрицы A отно-
сительно этой нормы называется величина lob(A) (от lower bound), определяемая как

lob(A) = min
x6=0

‖Ax‖
‖x‖

= min
‖y‖=1

‖Ay‖. (17)

Нижняя грань матрицы является в некотором смысле антиподом подчинённой нормы
матрицы, поскольку определяющее норму выражение (16) совершенно аналогично (17)
с той лишь разницей, что вместо min в нём стоит max. В этой терминологии подчинённую
матричную норму можно было бы назвать “верхней гранью” матрицы.

Ясно, что нижняя грань матрицы — это неотрицательное число, такое что при любом
векторе x ∈ Rn:

‖Ax‖ ≥ lob(A) ‖x‖. (18)

Нижняя грань квадратных матриц, т. е. в случае m = n, равна нулю тогда и только
тогда, когда матрица особенна (вырождена). Для прямоугольных m×n-матриц с m ≥ n
нижняя грань равна нулю тогда и только тогда, когда матрица имеет неполный ранг.
Для прямоугольных m × n-матриц с m < n нижняя грань всегда равна нулю, так как
в (17) можно взять в качестве x ненулевой n-вектор, ортогональный всем m строкам
матрицы A.

В общем случае справедливо

Предложение 2. Пусть заданы m × n-матрица полного ранга A, m ≥ n, и некото-
рая векторная норма. Тогда нижняя грань A относительно этой нормы имеет оценку
снизу lob(A) ≥ ‖A+‖−1, где ‖ · ‖ — подчинённая матричная норма.

Доказательство. Пусть A — m×n-матрица полного ранга и m ≥ n. Тогда Ax 6= 0 для
x 6= 0. Как следствие,
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lob(A) = min
x 6=0

‖Ax‖
‖x‖

=

(
max
x 6=0

(
‖Ax‖
‖x‖

)−1
)−1

=
(

max
x 6=0

‖x‖
‖Ax‖

)−1

.

Сделаем замену Ax = y. Тогда для любого вектора y ∈ Rm, принадлежащего образу Im A
линейного отображения x 7→ Ax, имеет место x = A+y. Можем продолжить выкладки

lob(A) =
(

max
x 6=0

‖x‖
‖Ax‖

)−1

=

(
max

y∈Im A
y 6=0

‖A+y‖
‖y‖

)−1

≥
(

max
y 6=0

‖A+y‖
‖y‖

)−1

= ‖A+‖−1,

что и требовалось доказать.

Доказательство теоремы 6. Для любого x ∈ Rn, x 6= 0, и для каждой Ã ∈ A имеем

Ãx =
(
midA + (Ã−midA)

)
x = (midA)x + (Ã−midA)x,

где, очевидно,
|Ã−midA| ≤ rad A. (19)

Поэтому∥∥(midA)x
∥∥ ≥ lob(midA) ‖x‖ в силу (18)

≥
∥∥(midA)+

∥∥−1‖x‖ в силу предложения 2

> ‖radA‖ ‖x‖ по условию теоремы (20)

≥
∥∥Ã−midA

∥∥ ‖x‖ в силу (19) и абсолютности матричной нормы

≥
∥∥(Ã−midA) x

∥∥ в силу субмультипликативности матричной нормы.

Сравнивая начало и конец выкладок, можем заключить, что сумма (mid A)x + (Ã −
midA)x не должна зануляться. В противном случае было бы (midA)x = −(Ã−midA)x
и, следовательно, ‖(mid A)x‖ = ‖(Ã − mid A)x‖ вопреки строгому неравенству (20).
Таким образом, Ãx 6= 0 и матрица Ã имеет полный ранг.

Для случая квадратных интервальных матриц аналогичный результат о неособенно-
сти был сформулирован в [7] как следствие исследований, выполненных в [8]. Приводимое
выше доказательство охватывает более общий случай прямоугольных матриц и, кроме
того, существенно более коротко и прозрачно.

В качестве примера применения теоремы 6 рассмотрим матрицу

A =

 [−1, 1] [3, 5]
[7, 9] [11, 13]

[13, 15] [19, 21]

 ,

у которой матрицы середин и радиусов равны соответственно
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mid A =

 0 4
8 12
14 20

 и rad A =

1 1
1 1
1 1

 .

Тогда σmin(mid A) = 2.27684, σmax(rad A) = 2.44949, и признак на основе сингулярных
чисел (теорема 5) не работает.

Но так как наименьшее сингулярное число средней матрицы midA заметно отлично
от нуля, она имеет полный ранг. Кроме того, псевдообратная матрица для mid A имеет
вид (

−0.356061 −0.0075758 0.0757576
0.246212 0.0265152 −0.0151515

)
и ‖(mid A)+‖−1

∞ = 2.27586, тогда как ‖rad A‖∞ = 2. Отсюда на основании теоремы 6
можем заключить, что интервальная матрица A также имеет полный ранг. К этому же
выводу можно прийти, применяя признак теоремы 4.

Максимальное сингулярное число матрицы является, как известно, матричной нор-
мой (называемой “спектральной нормой”), и потому результат теоремы 6 имеет большое
сходство с теоремой 5. Но формально он не охватывает её, так как спектральная норма
матриц не является абсолютной матричной нормой. Кроме того, в теореме 5 не требу-
ется полноранговость средней матрицы midA. Тем не менее, полезно дать обоснование
теоремы 5 на основе идей этого пункта.

Заметим сначала, что для m × n-матриц с m ≥ n в силу свойств отношения Рэлея
справедливо

min
x 6=0

‖Ax‖2

‖x‖2
= min

x 6=0

√
(Ax)>Ax√

x>x
=

√
min
x 6=0

(Ax)>Ax

x>x
=

√
min
x 6=0

x>
(
A>A

)
x

x>x

=
√

λmin

(
A>A

)
= σmin(A).

Иными словами, нижняя грань m × n-матрицы A, m ≥ n, относительно евклидовой
нормы равна lob2(A) = σmin(A).

Переходя к доказательству теоремы, возьмём какую-нибудь матрицу Ã ∈ A. Очевид-
но, что |Ã−midA| ≤ radA, и потому(

0 (radA)>

radA 0

)
≥

(
0 |Ã−midA|>

|Ã−midA| 0

)
. (21)

Воспользуемся следующим фактом теории Перрона–Фробениуса для неотрицательных
матриц: если G ≥ |H|, то ρ(G) ≥ ρ(H) (см. [13, теорема 8.1.18]). Тогда на основании (21)
можно заключить, что

ρ

(
0 (radA)>

radA 0

)
≥ ρ

(
0 (Ã−midA)>

(Ã−midA) 0

)
,

то есть
σmax(radA) ≥ σmax(Ã−midA). (22)

С учётом сказанного
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‖(midA)x‖2 ≥ σmin(midA) ‖x‖2 из полученного выражения для lob2(A)

> σmax(radA) ‖x‖2 по условию предложения 2

≥ σmax(Ã−midA) ‖x‖2 в силу (22)

=
∥∥Ã−midA

∥∥
2
‖x‖2 по определению спектральной нормы

≥
∥∥(Ã−midA) x

∥∥
2

в силу субмультипликативности нормы.

Остаётся заметить, что произведение Ãx = (midA)x + (Ã −midA)x не может зану-
ляться, так как тогда (midA)x = −(Ã−midA)x и должно было бы быть ‖(midA)x‖2 =
‖(Ã−midA)x‖2 вопреки результату выполненных выше выкладок. Как следствие, Ãx6=0,
и матрица Ã имеет полный ранг.

Чтобы завершить доказательство теоремы 5, необходимо ещё рассмотреть случай
прямоугольной матрицы с m < n. Для этого мы можем транспонировать матрицу и
опираться на уже доказанное, так как ни ранг матрицы, ни её сингулярные числа при
транспонировании не меняются. Это же соображение относится к практическому при-
менению теоремы 6.

В заключение работы отметим, что нахождение спектрального радиуса, сингулярных
чисел матриц и псевдообратной матрицы хорошо разработано в современном численном
анализе (см., к примеру, [4, 5]). Для вычисления этих объектов созданы надежные ал-
горитмы, а реализующие их готовые подпрограммы входят в стандартные пакеты чис-
ленных методов линейной алгебры (все числовые данные примеров этой статьи были
получены с помощью свободно распространяемой системы компьютерной математики
Scilab [25]). Для грубого и быстрого оценивания спектрального радиуса, который ис-
пользуется в теореме 4, можно применять его оценку сверху какой-нибудь матричной
нормой.
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