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Òåîðèÿ âîçìóùåíèé ïðèìåíåíà äëÿ âû÷èñëåíèÿ êîëåáàòåëüíûõ óðîâíåé ýíåðãèè èçîòîïîçàìåùåííûõ 

ìîëåêóë. Â ðàìêàõ ïðèáëèæåíèÿ Áîðíà–Îïïåíãåéìåðà ïîëó÷åíî ïðåäñòàâëåíèå èçîòîïè÷åñêèõ ñäâèãîâ 
ýíåðãåòè÷åñêèõ óðîâíåé â âèäå ðÿäîâ ïî ñòåïåíÿì ìàëûõ ïàðàìåòðîâ – îòíîñèòåëüíîãî èçìåíåíèÿ ìàññ çà-
ìåùàåìûõ àòîìîâ. Êîýôôèöèåíòû ðÿäîâ ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèÿìè ìîëåêóëÿðíûõ êîíñòàíò òîëüêî îäíîé ìî-
äèôèêàöèè èçîòîïè÷åñêîãî ñåìåéñòâà ìîëåêóëû. Ýòî ïîçâîëÿåò, îïðåäåëèâ ýòè êîýôôèöèåíòû ëèáî ðàñ÷å-
òîì, ëèáî íà îñíîâå ïîëóýìïèðè÷åñêîãî ïîäõîäà èç ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ, âû÷èñëèòü èçîòîïè÷åñêèå 
ñäâèãè äëÿ ëþáûõ èçîòîïîëîãîâ, â òîì ÷èñëå è êîðîòêîæèâóùèõ. Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññ÷èòàíû èçîòîïè-
÷åñêèå ñäâèãè óðîâíåé íåñòàáèëüíûõ èçîòîïîëîãîâ âîäû Í2

ÕÎ, Õ = 13–15, 19–24, èìåþùèõ âðåìÿ ïîëó-
ðàñïàäà áîëåå 1 ìñ. Ïîëó÷åííûå çíà÷åíèÿ óðîâíåé ñðàâíèâàþòñÿ ñ ðåçóëüòàòàìè âàðèàöèîííûõ âû÷èñëåíèé 
ñ âûñîêîòî÷íîé ôóíêöèåé âíóòðèìîëåêóëÿðíîé ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè. Îòðàáîòàíà ìåòîäèêà îöåíêè óðîâ-
íåé ýíåðãèè äëÿ ðàçëè÷íûõ èçîòîïîëîãîâ âîäû ñ èñïîëüçîâàíèåì èçîòîïè÷åñêîãî ðÿäà, êîòîðàÿ â äàëüíåé-
øåì ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíà äëÿ äðóãèõ ìîëåêóë, îñîáåííî â òåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà îòñóòñòâóþò âàðèàöèîí-
íûå ðàñ÷åòû. 

 

Êëþ÷åâûå ñëîâà: èçîòîïè÷åñêèé ðÿä, èçîòîïîëîãè H2O, êîëåáàòåëüíûå óðîâíè ýíåðãèè; isotopic series, 
H2O isotopologue, vibrational energy level. 

 
 

Ââåäåíèå 
 
Èññëåäîâàíèå ñïåêòðîâ èçîòîïîëîãîâ ÿâëÿåòñÿ 

îäíîé èç êëþ÷åâûõ çàäà÷ â èçó÷åíèè àòìîñôåðû 
Çåìëè, ïëàíåò Ñîëíå÷íîé ñèñòåìû è ýêçîïëàíåò. 
Ëèíèè ïîãëîùåíèÿ èçîòîïíûõ ìîäèôèêàöèé âîäû, 
óãëåêèñëîãî ãàçà, ìåòàíà è äðóãèõ àòìîñôåðíûõ ãà-
çîâ ñäâèíóòû îòíîñèòåëüíî ëèíèé îñíîâíîé – íàèáî-
ëåå ðàñïðîñòðàíåííîé – ìîäèôèêàöèè è òàêèì îáðà-
çîì ìîãóò ïîïàäàòü â îêíà è ìèêðîîêíà ïðîçðà÷íîñòè 

àòìîñôåðû, âëèÿÿ íà âåëè÷èíó ïîãëîùåíèÿ â íèõ. 
Èçó÷åíèå èçîòîïè÷åñêèõ ýôôåêòîâ â êîëåáàòåëüíî-
âðàùàòåëüíûõ ñïåêòðàõ òàêæå íåîáõîäèìî äëÿ îï-
ðåäåëåíèÿ ñòðóêòóðû ìîëåêóëû, åå âíóòðåííåãî ñè-
ëîâîãî ïîëÿ, äèïîëüíîãî ìîìåíòà è äðóãèõ ñâîéñòâ. 
Äàííûå î êîëåáàòåëüíî-âðàùàòåëüíûõ ñïåêòðàõ èçî-
òîïíûõ ìîäèôèêàöèé ìîëåêóë íóæíû è äëÿ ðåøå-
íèÿ ðÿäà òåõíè÷åñêèõ çàäà÷, íàïðèìåð äëÿ ðàçðà-
áîòêè ìåòîäîâ ðàçäåëåíèÿ èçîòîïîâ. 
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Èçó÷åíèþ ðàçëè÷íûõ ñòîðîí èçîòîïè÷åñêîãî 
ýôôåêòà â ìîëåêóëàõ ïîñâÿùåíî áîëüøîå ÷èñëî ðà-
áîò (íàïðèìåð, [1–4]). Áîëåå ïîäðîáíîå èçëîæåíèå 
èçîòîïè÷åñêèõ ýôôåêòîâ â êîëåáàòåëüíî-âðàùàòåëü- 
íûõ ñïåêòðàõ ìîëåêóë ïðåäñòàâëåíî â [5–10]. 

Öåëü äàííîé ðàáîòû – ðàçðàáîòàòü ìåòîäèêó 
âû÷èñëåíèÿ èçîòîïè÷åñêèõ ñäâèãîâ êîëåáàòåëüíî-
âðàùàòåëüíûõ óðîâíåé ýíåðãèè ìîëåêóë íà îñíîâå 
òåîðèè âîçìóùåíèé Ðýëåÿ–Øðåäèíãåðà. 

 

1. Ãàìèëüòîíèàí èçîòîïîçàìåùåííîé 

ìîëåêóëû 
 
Â ïðèáëèæåíèè Áîðíà–Îïïåíãåéìåðà ãàìèëü-

òîíèàí, îïèñûâàþùèé êîëåáàòåëüíî-âðàùàòåëüíûå 
ñîñòîÿíèÿ ìîëåêóëû, ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå 
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Ôóíêöèÿ âíóòðèìîëåêóëÿðíîé ïîòåíöèàëüíîé ýíåð-
ãèè V íå çàâèñèò îò ìàññ è ÿâëÿåòñÿ îáùåé äëÿ 
âñåõ èçîòîïíûõ ìîäèôèêàöèé. Ýòî ïîçâîëÿåò ïðåä-
ñòàâèòü ãàìèëüòîíèàí èçîòîïîçàìåùåííîé ìîëåêó-
ëû, â êîòîðîé ÿäðà ñ ìàññàìè mN çàìåùåíû èçîòî-
ïàìè ñ ìàññàìè ,Nm′  â âèäå 
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êóëû ñ àòîìàìè ìàññîé mN, à îïåðàòîð 

 
2

2

N
N

N
N

P
H

m

α

α

Δ = − μ∑ ∑   (3) 

ÿâëÿåòñÿ äîáàâêîé, îáóñëîâëåííîé çàìåùåíèåì 

.N Nm m′→  Ïàðàìåòðû ( )/N N N Nm m m′ ′μ = −  ïðåä-
ñòàâëÿþò ñîáîé îòíîñèòåëüíîå èçìåíåíèå ìàññû çà-
ìåùàåìûõ àòîìîâ. Çäåñü è äàëåå âñå âåëè÷èíû, îò-
ìå÷åííûå øòðèõàìè, îòíîñÿòñÿ ê èçîòîïîçàìåùåí-
íûì ìîäèôèêàöèÿì îñíîâíîé ìîëåêóëû. 

Îñíîâíîé ìîëåêóëîé ìû íàçûâàåì îäíó èç ìî-
ëåêóë ðàññìàòðèâàåìîãî èçîòîïè÷åñêîãî ñåìåéñòâà, 
äëÿ êîòîðîãî âñå ìîëåêóëÿðíûå õàðàêòåðèñòèêè ñ÷è-
òàþòñÿ èçâåñòíûìè. Èç ñîîòíîøåíèé (2) è (3) âèä-
íî, ÷òî â ðàìêàõ íàøåãî ïîäõîäà âñå èçîòîïè÷åñêèå 
ýôôåêòû îáóñëîâëåíû òîëüêî ðàçëè÷èåì â êèíåòè-
÷åñêîé ýíåðãèè èçîòîïîëîãîâ. 

Ïðè çàìåùåíèè òÿæåëûõ àòîìîâ, êîãäà 

1Nm′ á  à.å.ì, ðàçëè÷èå â ìàññàõ èçîòîïîâ ìàëî  
ïî ñðàâíåíèþ ñ ñàìèìè ìàññàìè, ò.å. ,N N Nm m m′ ′⎟ − ⎟ Ü  

è âåëè÷èíû μN ÿâëÿþòñÿ ìàëûìè. Â ýòîì ñëó÷àå 
îïåðàòîð ΔH ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ìàëîå âîç-
ìóùåíèå è îãðàíè÷èòüñÿ â ðàñ÷åòàõ ïåðâûì è âòî-
ðûì ïîðÿäêàìè òåîðèè âîçìóùåíèé Ðýëåÿ–Øðå- 
äèíãåðà. 

Òåîðèÿ âîçìóùåíèé ïðèìåíÿëàñü ðàíåå äëÿ âû-
÷èñëåíèÿ ýíåðãåòè÷åñêèõ óðîâíåé èçîòîïíûõ ìîäè-
ôèêàöèé ðàçëè÷íûõ ìîëåêóë êàê â ñëó÷àå çàìåùå-
íèÿ äîñòàòî÷íî òÿæåëûõ àòîìîâ [7–9], òàê è ïðè 
çàìåùåíèè âîäîðîäà íà äåéòåðèé èëè òðèòèé [10]. 
  Â äàëüíåéøåì óäîáíî â îïåðàòîðå (2) ïåðåéòè 
ñòàíäàðòíûì îáðàçîì (ñì., íàïðèìåð, [5]) îò êîîð-
äèíàò xNα

, çàäàííûõ â ëàáîðàòîðíîé ñèñòåìå êîîðäè- 
íàò, ê êîëåáàòåëüíûì è âðàùàòåëüíûì ïåðåìåííûì, 
îïðåäåëåííûì â ìîëåêóëÿðíî-ôèêñèðîâàííîé ñèñòå-
ìå êîîðäèíàò. Åñëè ïðè ýòîì èñïîëüçîâàòü óñëîâèÿ 
Ýêêàðòà è íîðìàëüíûå êîëåáàòåëüíûå êîîðäèíàòû 

îñíîâíîé ìîëåêóëû, òî îïåðàòîð H′ = H + ΔH, îïè-
ñûâàþùèé êîëåáàòåëüíî-âðàùàòåëüíûé ýíåðãåòè÷å-
ñêèé ñïåêòð èçîòîïîçàìåùåííîé ìîëåêóëû, áóäåò 
ñóììîé äâóõ îïåðàòîðîâ. Ïåðâîå ñëàãàåìîå ÿâëÿåòñÿ 

ãàìèëüòîíèàíîì Âèëüñîíà–Åëüÿøåâè÷à–Óîòñîíà 

îñíîâíîé ìîëåêóëû, à âòîðîå ñëàãàåìîå ΔH, îáó-
ñëîâëåííîå ðàçëè÷èåì â êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè èçî-
òîïîëîãîâ, ëèíåéíî çàâèñèò îò ïàðàìåòðîâ μN. 

Îïåðàòîð ΔH, îïèñûâàþùèé èçîòîïè÷åñêèå 
ñäâèãè óðîâíåé, ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå [5]: 
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αξ  – ïîñòîÿííûå Êîðèî-

ëèñà; ( )
N

B Qαβ  è ( )i

NC Qα  – èçâåñòíûå ôóíêöèè íîð-

ìàëüíûõ êîîðäèíàò [5]. 
Â ïðèáëèæåíèè Áîðíà–Îïïåíãåéìåðà îïåðà-

òîð ΔH çàâèñèò îò õàðàêòåðèñòèê òîëüêî îñíîâíîé 
ìîëåêóëû è íå ñîäåðæèò êàêèõ-ëèáî âåëè÷èí, îòíî-
ñÿùèõñÿ ê èçîòîïîçàìåùåííîé ìîëåêóëå. Èçîòîïè-
÷åñêèé ñäâèã óðîâíåé äëÿ ëþáîãî èçîòîïîëîãà ìîæåò 
áûòü îïðåäåëåí, åñëè èçâåñòíû ìàññà ÿäåð, ýëåìåí-
òû ìàòðèöû ôîðì êîëåáàíèé, ïàðàìåòðû ðàâíîâåñ-
íîé ñòðóêòóðû ìîëåêóëû è âíóòðèìîëåêóëÿðíîé 
ïîòåíöèàëüíîé ôóíêöèè. 

Àíàëèçèðóÿ èçîòîïè÷åñêèå ýôôåêòû, ìû ìîæåì 
ðàññìàòðèâàòü ΔH â ïðîìåæóòî÷íîì ãàìèëüòîíèàíå 
êàê âîçìóùåíèå, ýòîò îïåðàòîð ëèíåéíî çàâèñèò îò 
îòíîñèòåëüíûõ èçìåíåíèé ìàññ àòîìîâ ïðè èçîòîïî-
çàìåùåíèè. 

 

2. Èçîòîïè÷åñêèé ðÿä 
 

Ïðèìåíåíèå òåîðèè âîçìóùåíèé Ðýëåÿ–Øðå- 
äèíãåðà äàåò äëÿ èçîòîïè÷åñêîãî ñäâèãà êîëåáàòåëü-
íûõ óðîâíåé ýíåðãèè ðÿä 
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è çàâèñÿò òîëüêî îò ìàññ àòîìîâ, ÷àñòîò ãàðìîíè÷å-
ñêèõ êîëåáàíèé, ìîìåíòîâ èíåðöèè, àíãàðìîíè÷å-
ñêèõ è êîðèîëèñîâûõ ïîñòîÿííûõ îñíîâíîé ìîäè-
ôèêàöèè. Ïîýòîìó âåëè÷èíû ( )
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äëÿ âñåõ èçîòîïîçàìåùåííûõ ìîëåêóë. Ðÿä (5) áó-
äåì íàçûâàòü «èçîòîïè÷åñêèì ðÿäîì». Ðàññ÷èòàâ 
êîýôôèöèåíòû ( )

...
V

K LA  èëè îïðåäåëèâ èõ èç ïîäõîäÿ-
ùèõ ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ, ìîæíî äàëåå âû-



 

 Ñäâèã êîëåáàòåëüíûõ óðîâíåé ýíåðãèè ìîëåêóë ïðè èçîòîïîçàìåùåíèè…  341 
 

÷èñëèòü ýíåðãåòè÷åñêèå óðîâíè ëþáûõ èçîòîïîëîãîâ. 
Òàêàÿ âîçìîæíîñòü îêàçûâàåòñÿ âåñüìà ïîëåçíîé 

äëÿ èññëåäîâàíèé ñïåêòðîâ ðàäèîàêòèâíûõ, êîðîò-
êîæèâóùèõ èëè ðåäêèõ èçîòîïîëîãîâ, êîãäà èçìå-
ðåíèÿ ñïåêòðîâ çàòðóäíåíû. 

Ïðè çàìåùåíèè òîëüêî îäíîãî àòîìà, íàïðèìåð 
ïåðâîãî, èçîòîïè÷åñêèé ðÿä ïðèíèìàåò âèä 
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Δ μ μ μ μ μ∑
123

 (6) 

Ïðè çàìåùåíèè äîñòàòî÷íî òÿæåëîãî àòîìà 1( 1)µ Ü  
äëÿ äîñòèæåíèÿ íåîáõîäèìîé òî÷íîñòè ìîæíî îãðà-
íè÷èòüñÿ îäíèì èëè íåñêîëüêèìè ïåðâûìè ñëàãàå-
ìûìè. Íàïðèìåð, äâà ïåðâûõ êîýôôèöèåíòà ýòîãî 
ðÿäà ( )

1
V

A  è ( )
11
V

A  ìîæíî îïðåäåëèòü èç ýêñïåðèìåí-
òàëüíûõ äàííûõ äëÿ äâóõ èçîòîïîëîãîâ, êîýôôè-
öèåíòû áîëåå âûñîêîãî ïîðÿäêà ìîæíî âû÷èñëèòü 
ïî ôîðìóëàì òåîðèè âîçìóùåíèé Ðýëåÿ–Øðåäèí- 
ãåðà. 

Ïðè çàìåùåíèè â ìîëåêóëå äâóõ àòîìîâ, íà-
ïðèìåð ïåðâîãî è âòîðîãî, èçîòîïè÷åñêèé ðÿä ïðè-
âîäèòñÿ ê âèäó 

 1 2 1 2( , ) ( ) ( )V V VE E EΔ μ μ = Δ μ + Δ μ +  

 ( )( ) ( ) 2 ( )
1 2 12 21 1 2 112 ...,

V V V
A A A+ µ µ + + µ µ +   (7) 

ãäå 1( )VEΔ μ  è 2( )VEΔ μ  åñòü èçîòîïè÷åñêèå ñäâèãè 

óðîâíÿ ïðè çàìåùåíèè ïåðâîãî è âòîðîãî ÿäåð ñî-
îòâåòñòâåííî. Ýòè èçîòîïè÷åñêèå ñäâèãè çà÷àñòóþ 
ìîæíî ïîëó÷èòü íåïîñðåäñòâåííî èç ýêñïåðèìåíòà. 
Îòìåòèì, ÷òî òðåòüå ñëàãàåìîå â (7) îïðåäåëÿåòñÿ 
âòîðûì ïîðÿäêîì òåîðèè âîçìóùåíèé, ïåðâûì ñëà-
ãàåìûì â ïðàâîé ÷àñòè (4) è èìååò âåëè÷èíó ïîðÿä-
êà 1 2 ,μ μ ω  ãäå ω – ñðåäíÿÿ êîëåáàòåëüíàÿ ÷àñòîòà. 

Ïðè çàìåùåíèè äîñòàòî÷íî òÿæåëûõ àòîìîâ, êîãäà 

1 1µ Ü  è 2 1,µ Ü  ýòîé ïîïðàâêîé ìîæíî ïðåíåáðå÷ü:  
 

èçîòîïè÷åñêèå ñäâèãè ïðè «ñëîæíîì» èçîòîïîçàìå-
ùåíèè îïðåäåëÿþòñÿ àääèòèâíî. 

Èçîòîïè÷åñêèé ðÿä (6) äëÿ ðåçîíèðóþùèõ ñî-
ñòîÿíèé ìîæåò ðàñõîäèòüñÿ. Â ýòîì ñëó÷àå ìîæíî 
èñïîëüçîâàòü ïîäõîäÿùèå ñïîñîáû ñóììèðîâàíèÿ, 
îïèñàííûå, íàïðèìåð, â ðàáîòàõ [10–14]. 

 

3. Âû÷èñëåíèå êîëåáàòåëüíûõ óðîâíåé 
ýíåðãèè ðàäèîàêòèâíûõ èçîòîïíûõ 

ìîäèôèêàöèé Í2
ÕÎ (X = 13, 14, …, 26) 

 

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ïðèìåíåíèÿ èçîòîïè÷åñêî-
ãî ðÿäà ðàññìîòðèì ñåìåéñòâî èçîòîïîëîãîâ ìîëå-
êóëû âîäû, âêëþ÷àÿ ðàäèîàêòèâíûå ìîäèôèêà- 
öèè. Ðàäèîàêòèâíûå èçîòîïîëîãè, íàïðèìåð HT16O 

è H2
15O, îáðàçóþòñÿ â àòìîñôåðå ïðè îáëó÷åíèè 

êîñìè÷åñêèìè ëó÷àìè. Òàêæå îíè âîçíèêàþò ïðè 

ãðîçîâûõ ðàçðÿäàõ [15, 16]. Â [17] îáíàðóæåíî, ÷òî 
ìîëåêóëû H2

15O îáðàçóþòñÿ ïðè îáëó÷åíèè ìèøåíè, 
ñîäåðæàùåé äåéòåðèé, ôåìòîñåêóíäíûìè ëàçåðíû-
ìè èìïóëüñàìè. Äðóãèå ðàäèîàêòèâíûå èçîòîïîëîãè 
âîäû, H2

19O è H2
20O, ïðîèçâîäÿòñÿ ïðè îáëó÷åíèè 

íåéòðîíàìè ðàçëè÷íûõ ñðåä, ñîäåðæàùèõ âîäó, 
íàïðèìåð â ïåðâè÷íîì êîíòóðå îõëàæäåíèÿ ÿäåð-
íûõ ðåàêòîðîâ [18]. Ó÷åò âêëàäà ýòèõ èçîòîïíûõ 
ìîäèôèêàöèé íåîáõîäèì äëÿ îïðåäåëåíèÿ ïîëåé 
ðàäèîàêòèâíîñòè íà àòîìíûõ è òåðìîÿäåðíûõ ñòàí-
öèÿõ. Âîäà H2

15O èñïîëüçóåòñÿ â êà÷åñòâå èñòî÷íè-
êà èçëó÷åíèÿ â ìåòîäå ïîçèòðîííî-ýìèññèîííîé 
òîìîãðàôèè – PET [19]. Äëÿ ðàçâèòèÿ ýòîãî ìåòîäà 
è ðåøåíèÿ ðÿäà äðóãèõ ïðèêëàäíûõ çàäà÷ íåîáõî-
äèìà äîñòîâåðíàÿ èíôîðìàöèÿ î ñïåêòðàõ ïîãëîùå-
íèÿ ðàäèîàêòèâíûõ èçîòîïîëîãîâ âîäû. 

Äàëåå ìû ðàññìîòðèì èçîòîïîçàìåùåííûå ìî-
äèôèêàöèè òèïà Í2

ÕÎ ñ ïåðèîäîì ïîëóðàñïàäà áî-
ëåå 1 ìñ. Îñíîâíûå äàííûå äëÿ ýòèõ èçîòîïíûõ 
ìîäèôèêàöèé ïðèâåäåíû â òàáë. 1. 

Ò à á ë è ö à  1  

Ìàññû ÿäåð è âðåìÿ ïîëóðàñïàäà èçîòîïîâ êèñëîðîäà [23], èñïîëüçîâàííûå  
äëÿ âû÷èñëåíèÿ êîëåáàòåëüíûõ óðîâíåé ýíåðãèè Í2

ÕÎ (Õ = 13…24) 

Èçîòîï Ìàññà ÿäðà Âðåìÿ ïîëóðàñïàäà, ñ Êàíàë ðàñïàäà Ïðîäóêò ðàñïàäà 
β + (89,1(2)%) 13N 13O 13,024815(10) 8,58(5) ⋅ 10−3 
β + p (10,9(2)%) 12C 

14O 14,008596706(27) 70,621(11) β + 14N 
15O 15,0030656(5) 122,266(43) β + 15N 
16O 15,994914619257(319) ñòàáèëüíûé 
17O 16,999131755953(692) ñòàáèëüíûé 
18O 17,999159612136(690) ñòàáèëüíûé 
19O 19,0035780(28) 26,470(6)  β − 19F 
20O 20,0040754(9) 13,51(5)  β − 20F 

β − 21F 21O 21,008655(13) 3,42(10)  
β − n 20F 

β − (> 78%) 22F 22O 22,009970(60) 2,25(9)  
β − n (< 22%) 21F 

β − (93(2)%) 23F 23O 23,015700(130) 97(8) ⋅ 10−3 
β − n (7(2)%) 22F 
β − (57(4)%) 24F 
β − n (43(4)%) 23F 24O 24,019860(180) 77,4(4,5) ⋅ 10−3 
β − (0%) 28F _____________  

Ï ð è ì å ÷ à í è å. Âî âòîðîì è òðåòüåì ñòîëáöàõ â ñêîáêàõ ïðèâîäèòñÿ îöåíêà ïîãðåøíî-
ñòè; â ÷åòâåðòîì ñòîëáöå – äîëÿ äàííîãî êàíàëà ðàñïàäà â îáùåì ðåçóëüòàòå. Ïîëóæèðíûì 
âûäåëåíû ñòàáèëüíûå èçîòîïîëîãè. 
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Âû÷èñëåíèå êîëåáàòåëüíûõ óðîâíåé ýíåðãèè 

ïðîâîäèëîñü äâóìÿ ñïîñîáàìè. Â ïåðâîì ñïîñîáå 
ïðèìåíÿëèñü ëèíåéíûé âàðèàöèîííûé ìåòîä è ïðî-
ãðàììà DVR3D [20]. Äëÿ âû÷èñëåíèé èñïîëüçîâà-
ëàñü âûñîêîòî÷íàÿ ôóíêöèÿ ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè, 
êîòîðàÿ áûëà îïòèìèçèðîâàíà ïîäãîíêîé ê óðîâíÿì 
îñíîâíîé èçîòîïíîé ìîäèôèêàöèè H2

16O [21]. Â âà-
ðèàöèîííîì ðàñ÷åòå ó÷èòûâàëèñü ðåëÿòèâèñòñêèå 
ïîïðàâêè ê ïîòåíöèàëüíîé ïîâåðõíîñòè è ïîïðàâêè 
íà îòêëîíåíèå îò ïðèáëèæåíèÿ Áîðíà–Îïïåíãåé- 
ìåðà. Ïîñêîëüêó ýòè ïîïðàâêè ìàëû, òî èõ ðàçëè-
÷èåì äëÿ èçîòîïîëîãîâ îáû÷íî ïðåíåáðåãàþò. Äàëåå 
â ïðîãðàììå DVR3D ìàññà àòîìà 16Î çàìåíÿëàñü  
íà ìàññó èçîòîïà XÎ, çàòåì ïðîâîäèëñÿ íîâûé ðàñ-
÷åò óðîâíåé èçîòîïîçàìåùåííîé ìîëåêóëû. 

Âî âòîðîì ñïîñîáå èñïîëüçîâàëñÿ èçîòîïè÷åñêèé 

ðÿä (5), îãðàíè÷åííûé äâóìÿ ïåðâûìè ñëàãàåìûìè, 
è äâà ïåðâûõ êîýôôèöèåíòà 

( )
1
V

A  è 
( )
11
V

A  îïðåäåëÿëèñü 

èç ýêñïåðèìåíòàëüíûõ óðîâíåé ñòàáèëüíûõ ìîäèôè-
êàöèé H2

17O è H2
18O [22]. Íåîáõîäèìî îòìåòèòü, 

÷òî ïî ñðàâíåíèþ ñ âàðèàöèîííûì ìåòîäîì DVR3D 
ýòîò ñïîñîá âåñüìà ïðîñòîé. Èçîòîïè÷åñêèé ñäâèã 
óðîâíÿ ïðè çàìåùåíèè 16O → XO ïîëó÷àåòñÿ â âèäå 

( )

2 17 16 2 18 16(18) ( )+ (17) ( )
= ( ) +

(17) (18) (17) (18)

V V V V

V

E E E E
E X

μ − μ −
Δ μ

μ μ μ − μ
 

 
( )

17 16 18 16

2 (18)( ) (17)( )
( ) ,

(17) (18) (17) (18)
V V V VE E E E

X
µ − + µ −

+ µ
µ µ µ − µ

 (8) 

ãäå μ(X) – îòíîñèòåëüíîå èçìåíåíèå ìàññû àòîìà 
êèñëîðîäà â èçîòîïîëîãå H2

XO; X
EV – ýíåðãèÿ êî-

ëåáàòåëüíîãî ñîñòîÿíèÿ V ýòîãî èçîòîïîëîãà. Ôàê-
òè÷åñêè ðàñ÷åò ïî ôîðìóëå (8) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé 
êâàäðàòè÷íóþ ýêñòðàïîëÿöèþ èìåþùèõñÿ ýêñïå- 
 

ðèìåíòàëüíûõ äàííûõ äëÿ èçîòîïîëîãîâ H2
16O, 

H2
17O è H2

18O íà èçîòîïîëîãè H2
XO, X = 13, ..., 

15, 19, ..., 24. 
Ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ ïðèâåäåíû íà ðèñóíêå  

è â òàáë. 2 è 3. Íà ðèñóíêå â êà÷åñòâå ïðèìåðà 
ïðåäñòàâëåíû ðàçíîñòè ìåæäó óðîâíÿìè ýíåðãèè 
èçîòîïîëîãîâ H2

XO, X = 13, ..., 24, ðàññ÷èòàííûìè  
âàðèàöèîííûì ìåòîäîì DVR3D è ïî ôîðìóëå (6). 
Âèäíî, ÷òî äëÿ âñåãî ñåìåéñòâà èçîòîïîëîãîâ îáà 
ðàñ÷åòà äàþò ðåçóëüòàòû, ñîâïàäàþùèå ñ òî÷íîñòüþ 
äî 0,3 ñì−1. 

Áîëåå ïîäðîáíûå äàííûå ïðèâåäåíû â òàáë. 2 
è 3. Â òàáë. 2 ïðåäñòàâëåíû óðîâíè íèæíèõ êîëå-
áàòåëüíûõ ñîñòîÿíèé èçîòîïîëîãîâ H2

XO (X = 13, 
..., 24) ñ ýíåðãèåé äî 3800 ñì−1. Äàííûå äëÿ ñòàáèëü-
íûõ èçîòîïîëîãîâ (îíè âûäåëåíû ïîëóæèðíûì) ïðè-
âåäåíû äëÿ îöåíêè òî÷íîñòè ïðèìåíÿåìûõ ïðèáëè-
æåíèé â âàðèàöèîííîì ðàñ÷åòå. Äëÿ ñòàáèëüíûõ èçî-
òîïîëîãîâ ðåçóëüòàò èíòåðïîëÿöèè ïî ôîðìóëå (8) 
â òî÷íîñòè ñîâïàäàåò ñ ýêñïåðèìåíòàëüíûì çíà÷å-
íèåì óðîâíÿ è ôàêòè÷åñêè ñîîòâåòñòâóþùèå ðàçíî-
ñòè ïîêàçûâàþò îøèáêó âàðèàöèîííûõ âû÷èñëåíèé. 
Òàêæå â òàáë. 2 ïðèâîäÿòñÿ çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ 

( )
1
V

A  è ( )
11
V

A  ôîðìóëû (6) äëÿ êàæäîãî êîëåáàòåëü-
íîãî ñîñòîÿíèÿ. 

Çàìåòèì, ÷òî â ñëó÷àå íèæíèõ ñîñòîÿíèé ðàç-
ëè÷èå ìåæäó ðåçóëüòàòàìè äâóõ íåçàâèñèìûõ ðàñ÷å-
òîâ îêàçûâàåòñÿ íå áîëüøå 0,089 ñì−1, äëÿ áîëüøèí-
ñòâà èçîòîïîëîãîâ îíî ñîñòàâëÿåò ïîðÿäêà 0,01 ñì−1. 
Ýòî ïîçâîëÿåò ñäåëàòü âûâîä î äîñòîâåðíîñòè çíà-
÷åíèé êîëåáàòåëüíûõ óðîâíåé ýíåðãèè, ïîëó÷åííûõ 
ñ ïîìîùüþ ñîîòíîøåíèÿ (8). Òàêæå ñëåäóåò îòìå-
òèòü, ÷òî ðàçíîñòè, ïðèâåäåííûå â ñòîëáöàõ 4 è 7 
òàáë. 2, êîððåëèðóþò ñ ïîãðåøíîñòüþ âàðèàöèîííî-
ãî ðàñ÷åòà óðîâíåé ñòàáèëüíûõ èçîòîïîëîãîâ. 

 

 

Ðàçíîñòü ìåæäó ðåçóëüòàòàìè âàðèàöèîííîãî ðàñ÷åòà è âû÷èñëåíèé ïî ôîðìóëå (7) äëÿ èçîòîïîëîãîâ H2
XO, 

  X = 13, ..., 24; N – ÷èñëî íåéòðîíîâ; Z – ÷èñëî ïðîòîíîâ 
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Ò à á ë è ö à  2  

Óðîâíè ýíåðãèè íèæíèõ êîëåáàòåëüíûõ ñîñòîÿíèé Í2
ÕÎ, ñì−1 

DVR3D Ôîðìóëà (8) Ðàçíîñòü DVR3D Ôîðìóëà (8) Ðàçíîñòü 
X 

(010) A1 = −57,666; A11 = −3,964 (020) A1 = −112,083; A11 = −7,996 

13 1607,6831 1607,6900 −0,0068 3176,7401 3176,7730 −0,0329 
14 1602,8375 1602,8432 −0,0056 3167,3266 3167,3618 −0,0351 
15 1598,5384 1598,5411 −0,0027 3158,9730 3159,0048 −0,0317 
16 1594,7469 1594,7461 0,0007 3151,6042 3151,6299 −0,0256 
17 1591,3299 1591,3257 0,0042 3144,9622 3144,9807 −0,0184 
18 1588,2830 1588,2757 0,0073 3139,0388 3139,0500 −0,0111 
19 1585,5270 1585,5169 0,0100 3133,6800 3133,6843 −0,0042 
20 1583,0418 1583,0295 0,0122 3128,8471 3128,8452 0,0019 
21 1580,7721 1580,7581 0,0140 3124,4329 3124,4255 0,0073 
22 1578,7057 1578,6904 0,0153 3120,4135 3120,4015 0,0119 
23 1576,8026 1576,7864 0,0161 3116,7113 3116,6954 0,0158 
24 1575,0541 1575,0374 0,0167 3113,3096 3113,2906 0,0190 

Õ (100) A1 = −66,241; A11 = 0,673 (001) A1 = −128,661; A11 = −2,819 

13 3672,1049 3672,1933 −0,0883 3785,0652 3785,1211 −0,0558 
14 3666,3837 3666,4591 −0,0753 3774,0672 3774,1151 −0,0478 
15 3661,3701 3661,4352 −0,0650 3764,3823 3764,4220 −0,0396 
16 3656,9965 3657,0530 −0,0565 3755,8968 3755,9285 −0,0317 
17 3653,0929 3653,1422 −0,0493 3748,2938 3748,3180 −0,0242 
18 3649,6423 3649,6853 −0,0430 3741,5494 3741,5668 −0,0174 
19 3646,5451 3646,5826 −0,0374 3735,4768 3735,4880 −0,0111 
20 3643,7718 3643,8042 −0,0324 3730,0237 3730,0292 −0,0055 
21 3641,2550 3641,2829 −0,0279 3725,0621 3725,0626 −0,0005 
22 3638,9768 3639,0005 −0,0237 3720,5602 3720,5562 0,0039 
23 3636,8895 3636,9093 −0,0197 3716,4268 3716,4187 0,0080 
24 3634,9812 3634,9973 −0,0161 3712,6401 3712,6284 0,0116 
_____________  

Ï ð è ì å ÷ à í è å. Çäåñü è â òàáë. 3 óðîâíè ýíåðãèè äëÿ èçîòîïîëîãîâ H2
XO, 

X = 16, 17, 18, èñïîëüçîâàëèñü äëÿ îïðåäåëåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ ( )
1
V

A  è ( )
11
V

A  èç ôîð-
ìóëû (6), ïîýòîìó ðåçóëüòàò ðàñ÷åòà ïî ôîðìóëå (8) â òî÷íîñòè ñîâïàäàåò ñ ýêñïåðè-
ìåíòàëüíûì çíà÷åíèåì. 

 

Ò à á ë è ö à  3  

Óðîâíè ýíåðãèè âîçáóæäåííûõ êîëåáàòåëüíûõ ñîñòîÿíèé Í2
ÕÎ, ñì−1 

DVR3D Ôîðìóëà (8) Ðàçíîñòü DVR3D Ôîðìóëà (8) Ðàçíîñòü 
X 

(200) A1 = −140,151; A11 = −4,526 (101) A1 = −187,882; A11 = −1,577 

13 7233,2079 7233,2639 −0,0560 7292,4805 7292,5799 −0,0994 
14 7221,2583 7221,3214 −0,0631 7276,3465 7276,4270 −0,0804 
15 7210,7305 7210,7856 −0,0550 7262,1695 7262,2323 −0,0628 
16 7201,4990 7201,5400 −0,0409 7249,7716 7249,8184 −0,0467 
17 7193,2189 7193,2447 −0,0258 7238,6821 7238,7138 −0,0316 
18 7185,8648 7185,8776 −0,0128 7228,8599 7228,8777 −0,0178 
19 7179,2342 7179,2375 −0,0033 7220,0282 7220,0331 −0,0049 
20 7173,2711 7173,2693 0,0018 7212,1071 7212,1002 0,0069 
21 7167,8375 7167,8348 0,0027 7204,9082 7204,8902 0,0179 
22 7162,8995 7162,9001 −0,0005 7198,3829 7198,3546 0,0282 
23 7158,3586 7158,3664 −0,0078 7192,3972 7192,3593 0,0378 
24 7154,1919 7154,2105 −0,0185 7186,9184 7186,8715 0,0468 

Õ (002) A1 = −236,540; A11 = 1,383 (130) A1 = −222,853; A11 = −9,762 

13 7498,7455 7499,0567 −0,3112 8324,1248 8324,2852 −0,1604 
14 7478,4184 7478,6131 −0,1946 8305,2612 8305,3774 −0,1162 
15 7460,5632 7460,6892 −0,1260 8288,5820 8288,6648 −0,0828 
16 7444,9574 7445,0455 −0,0881 8273,9157 8273,9746 −0,0589 
17 7431,0082 7431,0768 −0,0685 8260,7328 8260,7756 −0,0427 
18 7418,6631 7418,7234 −0,0602 8249,0052 8249,0383 −0,0330 
19 7407,5727 7407,6309 −0,0581 8238,4189 8238,4475 −0,0286 
20 7397,6352 7397,6943 −0,0591 8228,8905 8228,9188 −0,0282 
21 7388,6125 7388,6737 −0,0611 8220,2030 8220,2343 −0,0312 
22 7380,4422 7380,5053 −0,0630 8212,3054 8212,3423 −0,0368 
23 7372,9552 7373,0192 −0,0640 8205,0416 8205,0861 −0,0445 
24 7366,1090 7366,1727 −0,0637 8198,3764 8198,4303 −0,0538 
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Â òàáë. 3 ïðèâîäÿòñÿ ðåçóëüòàòû àíàëîãè÷íûõ 
âû÷èñëåíèé äëÿ êîëåáàòåëüíûõ ñîñòîÿíèé, ñîîòâåò-
ñòâóþùèõ âîçáóæäåíèþ íåñêîëüêèõ êîëåáàòåëüíûõ 
êâàíòîâ. Ðàçëè÷èå ìåæäó äâóìÿ ðàñ÷åòàìè äëÿ ýòèõ 
ñîñòîÿíèé óâåëè÷èâàåòñÿ äî 0,3 ñì−1. 

 

Çàêëþ÷åíèå 
 

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå òåîðèÿ âîçìóùåíèé ïðèìå-
íåíà äëÿ âû÷èñëåíèÿ ýíåðãåòè÷åñêèõ óðîâíåé èçîòî-
ïè÷åñêèõ ìîäèôèêàöèé ìîëåêóë â ñëó÷àå çàìåùå-
íèÿ òÿæåëîãî àòîìà. Ðÿä òåîðèè âîçìóùåíèé Ðýëåÿ–
Øðåäèíãåðà ñîäåðæèò êîýôôèöèåíòû, çàâèñÿùèå 
îò ìîëåêóëÿðíûõ õàðàêòåðèñòèê òîëüêî îñíîâíîé 
èçîòîïíîé ìîäèôèêàöèè, à â êà÷åñòâå ïàðàìåòðà 
âîçìóùåíèÿ èñïîëüçóåòñÿ îòíîñèòåëüíîå èçìåíåíèå 

ìàññû ÿäåð. Ýòî ïîçâîëÿåò, âû÷èñëèâ êîýôôèöèåí-
òû ðÿäà (èëè îïðåäåëèâ èõ èç ïîäõîäÿùèõ ýêñïå-
ðèìåíòàëüíûõ äàííûõ), ðàññ÷èòàòü èçîòîïè÷åñêèå 
ñäâèãè ýíåðãåòè÷åñêèõ óðîâíåé äëÿ ëþáûõ äðóãèõ 
èçîòîïîëîãîâ. 

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà âû÷èñëÿåòñÿ êîëåáàòåëüíûé 

ýíåðãåòè÷åñêèé ñïåêòð ðàäèîàêòèâíûõ èçîòîïîëîãîâ 
âîäû â äèàïàçîíå ýíåðãèé äî 8000 ñì−1. Ïðîâåäåíû 
äâà ðàñ÷åòà óðîâíåé ýíåðãèè: âàðèàöèîííûì ìåòîäîì 
DVR3D è ñ ïîìîùüþ ðÿäà òåîðèè âîçìóùåíèé (6). 
  Â ìåòîäå DVR3D èñïîëüçóåòñÿ âûñîêîòî÷íàÿ 

ïîâåðõíîñòü ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè, êîòîðàÿ áûëà 
îïòèìèçèðîâàíà ïîäãîíêîé ê ýêñïåðèìåíòàëüíûì 

óðîâíÿì ýíåðãèè. Ïîñêîëüêó çäåñü ïðèìåíÿëèñü 
âûñîêîòî÷íûå èñõîäíûå äàííûå, òî ðåçóëüòàòû ðàñ-
÷åòîâ ðàññìàòðèâàëèñü êàê ýòàëîííûå äëÿ îöåíêè 
òî÷íîñòè âû÷èñëåíèé ñ ïîìîùüþ èçîòîïè÷åñêîãî 

ðÿäà. Ìîæíî îòìåòèòü, ÷òî ìåòîä DVR3D äàåò âåñü-
ìà òî÷íûå çíà÷åíèÿ êîëåáàòåëüíûõ óðîâíåé ýíåðãèè 
ñòàáèëüíûõ èçîòîïîëîãîâ H2

XO, X = 16, 17, 18, 
ìàêñèìàëüíîå îòëè÷èå îò çíà÷åíèé, âîññòàíîâëåí-
íûõ èç ñïåêòðîâ, ñîñòàâëÿåò 0,088 ñì−1 äëÿ ñîñòîÿ-
íèÿ (002) ñ ýíåðãèåé 7500 ñì−1. Îòìåòèì, ÷òî ðàñ-
÷åò ïî ôîðìóëå (8) äëÿ Í2

16Î äîëæåí òî÷íî ñîâïà-
äàòü ñ äàííûìè, ó÷àñòâóþùèìè â ïîäãîíêå. 

Âòîðîé ðàñ÷åò îñíîâûâàëñÿ íà èñïîëüçîâàíèè 
äâóõ ïåðâûõ ñëàãàåìûõ èçîòîïè÷åñêîãî ðÿäà (6)  
è îïðåäåëåíèè êîýôôèöèåíòîâ ýòîãî ðÿäà èç ýêñïå-
ðèìåíòàëüíûõ äàííûõ äëÿ Í2

17Î è Í2
18Î. Äëÿ íèæ-

íèõ ñîñòîÿíèé ñ ýíåðãèåé äî 3800 ñì−1 îòëè÷èå  
îò ðàñ÷åòà DVR3D íå ïðåâûøàåò 0,09 ñì−1

 è ñîñòàâ-
ëÿåò áîëüøåé ÷àñòüþ âåëè÷èíû ïîðÿäêà 10−2 ñì−1. 
Äëÿ ñîñòîÿíèé, áîëüøèõ ïî ýíåðãèè (äî 8000 ñì−1), 
ðàñõîæäåíèå óâåëè÷èâàåòñÿ äî 0,31 ñì−1, ÷òî îáó-
ñëîâëåíî, ïî-âèäèìîìó, áîëüøèì âêëàäîì âûñîêèõ 
÷ëåíîâ èçîòîïè÷åñêîãî ðÿäà. Äëÿ áîëåå òÿæåëûõ, 
÷åì Í2

16Î, èçîòîïîëîãîâ ñîãëàñèå ðåçóëüòàòîâ äâóõ 
ðàñ÷åòîâ çíà÷èòåëüíî ëó÷øå, ÷åì äëÿ áîëåå ëåãêèõ. 
Ýòî îáúÿñíÿåòñÿ ìåíüøèìè çíà÷åíèÿìè îòíîñè-
òåëüíîãî èçìåíåíèÿ ìàññû. 

Îòìåòèì, ÷òî ïðîñòîå èçîòîïè÷åñêîå ñîîòíîøå-
íèå (8) íå òðåáóåò êàêèõ-ëèáî äàííûõ î ïîâåðõíî-
ñòè ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè, íî îíî îêàçûâàåòñÿ äîñ-
òàòî÷íî òî÷íûì äëÿ àíàëèçà êîëåáàòåëüíûõ ñïåê-
òðîâ ñìåñè ðàäèîàêòèâíûõ èçîòîïíûõ ìîäèôèêàöèé 
âîäû. 

Äàííûå î ðàäèîàêòèâíûõ ìîäèôèêàöèÿõ Í2Î 
ìîãóò îêàçàòüñÿ ïîëåçíûìè äëÿ ðåøåíèÿ íåêîòîðûõ 
çàäà÷ àòìîñôåðíîé ñïåêòðîñêîïèè, áèîëîãèè è ìå-
äèöèíû, ðàçðàáîòêè ñèñòåì êîíòðîëÿ ðàäèàöèè íà 
àòîìíûõ ñòàíöèÿõ. 

Îòðàáîòàíà ìåòîäèêà îöåíêè óðîâíåé ýíåðãèè 
äëÿ ðàçëè÷íûõ èçîòîïîëîãîâ âîäû ñ èñïîëüçîâàíè-
åì èçîòîïè÷åñêîãî ðÿäà, êîòîðàÿ â äàëüíåéøåì ìî-
æåò áûòü ïðèìåíåíà äëÿ äðóãèõ ìîëåêóë. Îñîáåííî 
ýòî âàæíî â òåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà îòñóòñòâóþò âàðèà-
öèîííûå ðàñ÷åòû èëè èõ ïðîâåäåíèå çàòðóäíåíî 
èëè äàæå íåâîçìîæíî. 

 

Ôèíàíñèðîâàíèå. Ðàáîòà âûïîëíåíà â ðàìêàõ 
ãîñóäàðñòâåííîãî çàäàíèÿ ÈÎÀ ÑÎ ÐÀÍ. Ðàñ÷åòû 
óðîâíåé ýíåðãèè âûïîëíåíû ïðè ïîääåðæêè ãðàíòà 
FAPESP (2022/08772-1). 
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A.D. Bykov, B.A. Voronin. Shift of vibrational energy levels of molecules under isotopical substitu-
tion. Isotopic series and semi-empirical approach. 

The perturbation theory is applied to calculation of the vibrational energy levels of isotopically substi-
tuted molecules. Within the Born–Oppenheimer approximation, the isotopic shifts of energy levels are repre- 
sented in the form of power series of small parameters, i.e., the relative change in the masses of substituted 
atoms. The coefficients of the series are functions of the molecular constants of only one modification of the 
isotopic family of a molecule. This makes it possible, having determined these coefficients either from 
calculation or on the basis of a semi-empirical approach from experimental data, to calculate isotopic shifts  
for any isotopologues, including short-lived ones. As an example, the isotopic shifts of the levels of unstable 
water isotopologues Í2

ÕÎ, Õ = 13–15 and 19–24, with a half-life of more than 1 ms are calculated. The levels 
calculated are compared with the results of variational calculations with a high-precision function of the in-
tramolecular potential energy. 

 
 


