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ФУНДАМЕНТАЛЬНЫЕ РЕШЕНИЯ

В ЗАДАЧАХ ИЗГИБА АНИЗОТРОПНЫХ ПЛАСТИН
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Новосибирский государственный технический университет, 630092 Новосибирск

На основе технической теории изгиба тонких анизотропных пластин (гипотезы Кирхго-
фа — Лява) строятся представления фундаментальных решений для анизотропных, в
частности ортотропных, пластин, имеющих каноническую форму (полуплоскость, квад-
рант, полоса, полуполоса, прямоугольник, неограниченная пластина с эллиптическим
отверстием).

Ключевые слова: анизотропная пластина, изгиб, сосредоточенная нагрузка, ком-
плексные потенциалы, фундаментальное решение.

При решении задач упругого растяжения и изгиба анизотропных пластин важную

роль играют фундаментальные решения (решения для сосредоточенных нагрузок и дисло-
каций), с помощью которых путем интегрирования могут быть получены решения задачи
о действии нагрузок, распределенных по линиям или площадкам (областям). При реше-
нии задач изгиба анизотропных пластин, имеющих концентраторы напряжений в форме
вырезов, отверстий, трещин, знание фундаментальных решений позволяет записывать
потенциальные представления на контуре концентраторов напряжений в виде интегралов

типа Коши и численно решать краевую задачу. Кроме того, часть краевых условий на
контуре пластины может выполняться автоматически, что облегчает численную реализа-
цию. Полученные ниже решения сравниваются с известными решениями для изотропных
пластин [1].

1. Рассмотрим однородную пластину из материала с прямолинейной анизотропией

(необязательно ортотропного), занимающую область D = {|x| <∞, |y| <∞}. В точке τ с
координатами x = ξ, y = η приложены сосредоточенные нагрузки: Pz — сосредоточенная

поперечная сила; Mx, My — сосредоточенные изгибающие моменты. Следуя классической
теории изгиба тонких анизотропных пластин [2], упругие комплексные потенциалы Лех-
ницкого могут быть представлены в виде

Φν(zν) = E1
ν(zν , τ) +M1

ν (zν , τ), E1
ν(zν , τ) = Aν ln (zν − τν), M1

ν (zν , τ) = Bν/(zν − τν),

zν = Re z + µν Im z, τν = ξ + µνη (ν = 1, 2); (1)

ϕν(zν) = Aν [ln (zν − τν)− 1](zν − τν) +Bν ln (zν − τν) +Dν ,

Fν(zν) = Aν(zν − τν)2[ln (zν − τν)− 3/2]/2 +Bν(zν − τν)[ln (zν − τν)− 1] +Dνzν +Gν ,

F ′′ν (zν) = Φν(zν), ϕ′ν(zν) = Φν(zν) (ν = 1, 2).

Здесь член E1
ν(zν , τ) соответствует сосредоточенной силе Pz, M

1
ν (zν , τ) — сосредоточенно-

му изгибающему моменту с компонентами Mx, My. Слагаемые Dνzν + Gν в выражении

для Fν(zν) определяют перемещение пластины как жесткого целого; Aν , Bν — неизвестные

комплексные константы.
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Функции ϕν(zν), Fν(zν) являются многозначными. При обходе точки τ = ξ + iη по
произвольному замкнутому контуру L они получают приращения (поскольку выражаются
через многозначную функцию ln (zν − τν)), которые имеют вид

{ϕν(zν)}L = 2πi[Aν(zν − τν) +Bν ], {Φν(zν)} = 2πiAν ,

{Fν(zν)}L = 2πi[Aν(zν − τν)2/2 +Bν(zν − τν)], ν = 1, 2.

Уравнения для определения Aν , Bν получаются из условия однозначности тангенци-
альных смещений и прогибов (u+ iv, w) в пластине, а также из условия равновесия части
пластины, ограниченной контуром L:

2∑
ν=1

(µk−2
ν Aν − µ̄k−2

ν Āν) = fk (k = 1, 4), f1 =
Pz

2πiD11
, fj = 0 (j = 2, 4),

(2)
2∑

ν=1

(µk−2
ν Bν − µ̄k−2

ν B̄ν) = dk (k = 1, 4), d1 =
My

2πiD11
, d4 =

Mx

2πiD22
, d3 = d2 = 0.

Здесь D11, D22 — цилиндрические жесткости пластины в направлении осей x, y.
Угол между главным направлением ортотропии E1 и осью x обозначим через ϕ. При

ϕ = 0 для ортотропного материала имеем µ1,2 = ±α + iβ. В этом случае ImA1 = − ImA2

и для Aν получаются простые выражения

A1,2 = |µ1|2Pz(α∓ iβ)/(16παβD11).

2. Рассмотрим анизотропную полуплоскость D = {x > 0, |y| <∞}, жестко защемлен-
ную вдоль линии x = 0. Пусть в точке с координатами x = ξ, y = η приложена сосредото-
ченная сила Pz. С учетом аналогии между плоской задачей и задачей изгиба пластин [3]
выражения для комплексных потенциалов можно записать в следующем виде:

Φν(zν) = E2
ν(zν , τ) = Aν ln

zν − τν
µν

+ Ā1lνsν ln
sνzν − τ̄1

µ̄1
+ Ā2nνmν ln

mνzν − τ̄2
µ̄2

,

lν =
µ3−ν − µ̄1

µν − µ3−ν
, sν =

µ̄1

µν
, nν =

µ3−ν − µ̄2

µν − µ3−ν
, mν =

µ̄2

µν
, ν = 1, 2.

(3)

Первое слагаемое в (3) с точностью до комплексной постоянной соответствует ре-
шению для бесконечной пластины при действии сосредоточенной силы. Второе и третье
слагаемые — функции, регулярные в рассматриваемой области и обеспечивающие выпол-
нение условий жесткого защемления (w = wx = 0) вдоль линии x = 0 за счет надлежащего
выбора комплексных постоянных lν , nν (в несколько ином виде решение для анизотропной
жестко защемленной полуплоскости получено в [4]).

Для свободного края x = 0 полуплоскости из краевого условия получается система
уравнений для определения констант lν , nν

l1p1s1 + l2p2s2 = −p̄1, l1s
2
1q1µ

2
1 + l2s

2
2q2µ

2
2 = −q̄21µ̄2

1,

n1p1m1 + n2p2m2 = −p̄2, n1m
2
1q1µ

2
1 + n2m

2
2q2µ

2
2 = −q̄22µ̄2

2,

откуда следует

lν =
qλp̄1/µ̄1 − q̄1pλ/µλ

qνpλ/µλ − qλpν/µν
, nν =

qλp̄2/µ̄2 − q̄2pλ/µλ

qνpλ/µλ − qλpν/µν
, λ = 3− ν. (4)

Для свободно опертого края (x = 0) полуплоскости из краевого условия получаем

l1p1s1 + l2p2s2 = −p̄1, l1s
−1
1 + l2s

−1
2 = −1,
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n1p1m1 + n2p2m2 = −p̄2, n1m
−1
1 + n2m

−1
2 = −1,

соответственно

lν =
µ̄1pλ/µλ − µλp̄1/µ̄1

µλpν/µν − µνpλ/µλ
, nν =

µ̄2pλ/µλ − µλp̄2/µ̄2

µλpν/µν − µνpλ/µλ
.

Рассмотрим ортотропную (ϕ = 0) полуплоскость D = {x > 0, |y| < ∞} со свободно
опертым краем x = 0. Приложив к неограниченной пластине две сосредоточенные силы,
одинаковые по модулю, но противоположные по направлению, симметрично относительно
оси y, используя принцип суперпозиции, можно получить выражение для комплексных
потенциалов при изгибе свободно опертой полуплоскости сосредоточенной силой

Φν(zν) = E3
ν(zν , τ) = E1

ν(zν , τ)− E1
ν(zν ,−τ̄) = Aν ln ((zν − τν)/(zν + τ∗ν )),

τ∗ν = ξ − µνη, ν = 1, 2.

Последняя формула может быть получена из формулы (3) при замене упругих параметров
с учетом ортотропии материала.

3. Рассмотрим квадрант (первую четверть комплексной плоскости). Положим ϕ = 0.
Если к полубесконечной ортотропной пластине со свободно опертым краем приложить со-
средоточенные силы противоположного знака симметрично относительно оси x, то полу-
чим решение задачи о действии сосредоточенной силы, приложенной во внутренней точке
квадранта, свободно опертого по сторонам x = 0, y = 0:

Φν(zν) = E4
ν(zν , τ) = E1

ν(zν , τ) + E1
ν(zν ,−τ)− E1

ν(zν , τ̄)− E1
ν(zν ,−τ̄),

Φν(zν) = Aν ln
(zν − τν)(zν + τν)

(zν + τ∗ν )(zν − τ∗ν )
, τ∗ν = ξ − µνη, ν = 1, 2.

Рассмотрим ортотропную полуплоскость D = {x > 0, |y| <∞}, ϕ = 0, жестко защем-
ленную вдоль линии x = 0. Если к ортотропной полуплоскости приложить две сосредото-
ченные силы, одинаковые по величине и противоположные по направлению, симметрично
относительно оси x, то получим решение задачи изгиба ортотропного квадранта (x > 0,
y > 0), жестко защемленного по стороне x = 0 и свободно опертого по стороне y = 0.
Комплексные потенциалы запишутся следующим образом:

Φν(zν) = E5
ν(zν , τ) = E2

ν(zν , τ)− E2
ν(zν , τ̄),

Φν(zν) = Aν ln
zν − τν
zν − τ∗ν

+ Ā1lνsν ln
sνzν − τ̄1
sνzν − τ̄∗1

+ Ā2nνmν ln
mνzν − τ̄2
mνzν − τ̄∗2

,

τ∗ν = ξ − µνη, ν = 1, 2.

4. Пусть анизотропная плоскость нагружена периодической системой сосредоточен-
ных сил, расположенных на линии, параллельной оси x. В этом случае в выражении (1)
необходимо ln (zν − τν) заменить на ln{sin [ω(zν − τνk)]}, тогда комплексные потенциалы
примут вид

Φν(zν) = E6
ν(zν , τ) = Aν ln {sin [ω(zν − τνk)]},

ω = π/l, τνk = τν + kl (k = 0,±1,±2, . . . ,±∞).
(5)

Здесь l — период приложения нагрузки.
Нагрузим ортотропную плоскость (ϕ = 0) двумя периодическими системами сосре-

доточенных сил (рис. 1). Используя принцип суперпозиции, с учетом (5) в задаче изгиба
бесконечной полосы (шириной l), нагруженной сосредоточенной силой в произвольной точ-
ке, получим выражения для комплексных потенциалов

Φν(zν) = E7
ν(zν , τ) = Aν ln {sin [ω(zν − τνk)]/ sin [ω(zν − tνk)]},
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tνk = −ξ + µνη + 2l(k + 1), τνk = ξ + µνη + 2kl, (6)

ω = π/(2l), tνk − τνk = 2(l − ξ) (k = 0,±1,±2, . . . ,±∞).

Следует отметить, что первообразная функции Φν(zν), так же как функции ϕν(zν) =
F ′ν(zν) в формулах (5), (6), получаются в виде бесконечных рядов [1, 5].

5. Пусть ортотропная полуполоса D = {0 6 y < ∞, 0 6 x 6 l}, ϕ = 0 со свободно
опертыми кромками нагружена в точке τ = ξ + iη сосредоточенной силой. Соответствую-
щее решение может быть получено суммированием решения для системы, представленной
на рис. 2.

Комплексные потенциалы принимают вид

Φν(zν) = E8
ν(zν , τ) = Aν ln

(sin [ω(zν − τνk)]

sin [ω(zν − tνk)]

sin [ω(zν − t∗νk)]

sin [ω(zν − τ∗νk)]

)
,

tνk = −ξ + µνη + 2l(k + 1), τνk = ξ + µνη + 2kl,

t∗νk = −ξ − µνη + 2l(k + 1), τ∗νk = ξ − µνη + 2kl,

ω = π/(2l), tνk − τνk = t∗νk − τ∗νk = 2(l − ξ) (k = 0,±1,±2, . . . ,±∞).

На основе решения для свободно опертой полуполосы можно получить решение для

ортотропной (ϕ = 0) пластины прямоугольной формы, свободно опертой по сторонам, для
чего в полосе необходимо приложить нагрузку (рис. 3). В этом случае выражения для

комплексных потенциалов получаются в виде бесконечного ряда

Φν(zν) = E9
ν(zν , τ) =

∞∑
n=0

Aν ln
(sin [ω(zν − τνkn)]

sin [ω(zν − tνkn)]

sin [ω(zν − t∗νkn)]

sin [ω(zν − τ∗νkn)]

)
,

tνkn = −ξ + µν(η + n2l1) + 2l(k + 1), τνkn = ξ + µν(η + n2l1) + 2kl,
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t∗νkn = −ξ − µν(η + n2l1) + 2l(k + 1), τ∗νkn = ξ − µν(η + n2l1) + 2kl,

ω = π/(2l), tνkn − τνkn = t∗νkn − τ∗νkn = 2(l − ξ)

(k = 0,±1,±2, . . . ,±∞, n = 0, 1, 2, 3, . . . ,∞).

Данный ряд сходится достаточно быстро, поэтому для определения статических или ки-
нематических величин достаточно удержать под знаком суммы 3–4 слагаемых.

6. Пусть имеется ортотропная полуполоса D = {0 6 y <∞, 0 6 x 6 l}, ϕ = 0, свобод-
но опертая по полубесконечным сторонам x = 0, l и жестко защемленная по стороне y = 0
длиной l. Решение задачи о действии сосредоточенной силы в такой пластине может быть
получено суммированием решения для системы, представленной на рис. 4. Для верхней
полуплоскости y > 0 комплексные потенциалы (3) принимают вид

Φν(zν) = Aν ln (zν − τν) + Ā1lν ln (zν − τ̄1) + Ā2nν ln (zν − τ̄2).

Решение для верхней полуплоскости, нагруженной периодической системой сосредоточен-
ных сил, записывается следующим образом:

Φν(zν) = E10
ν (zν , τ) = Aν ln {sin [ω(zν − τνk)]}+

+ Ā1lν ln {sin [ω(zν − τ̄1k)]}+ Ā2nν ln {sin [ω(zν − τ̄2k)]},
ω = π/(2l), τνk = ξ + µνη + 2lk.

Комплексные потенциалы для полуполосы (рис. 4) принимают вид

Φν(zν) = E11
ν (zν , τ) = E10

ν (zν , τ)− E10
ν (zν , t) =

= Aν ln
sin [ω(zν − τνk)]

sin [ω(zν − tνk)]
+ Ā1lν ln

sin [ω(zν − τ̄1k)]

sin [ω(zν − t̄1k)]
+ Ā2nν ln

sin [ω(zν − τ̄2k)]

sin [ω(zν − t̄2k)]
, (7)

ω = π/(2l), τνk = ξ + µνη + 2lk, tνk = −ξ + µνη + 2l(k + 1)

(k = 0,±1,±2,±3, . . . ,±∞).
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Используя полученные комплексные потенциалы, по аналогии с защемленной полу-
плоскостью можно записать фундаментальные решения для ортотропного квадранта со

свободной и свободно опертой кромками, а также решение для полуполосы со свободной
конечной кромкой и свободно опертыми полубесконечными сторонами. Соотношения для
свободно опертой ортотропной полуполосы могут быть получены непосредственно из (7)
при замене упругих параметров с учетом ортотропии материала (при соответствующих
значениях lν , nν).

7. Полученные выше фундаментальные решения можно использовать для построения
комплексных потенциалов (для перечисленных областей) в случае действия сосредоточен-
ной пары сил с единичным моментом M = exp (iψ), приложенным в точке τ = ξ + iη:

Φν(zν) = Mk
ν (zν , τ, ψ) =

d

ds
[Ek

ν (zν , τ + s exp (iψ))]s=0, ν = 1, 2.

При этом комплексные константы Aν заменяются на Bν :

Bν = AνH(ψ), H(ψ) = cosψ + µν sinψ.

8. Пусть бесконечная пластина (анизотропная) имеет эллиптическое отверстие Λ
(рис. 5). Начало координат поместим в центр эллипса, а направления осей координат x, y
совместим с направлениями осей эллипса (a, b — полуоси эллипса). Решение задачи о
действии сосредоточенной силы в пластине с эллиптическим отверстием с использовани-
ем процедуры Грилицкого [6] и с учетом аналогии между плоской задачей и задачей изгиба
пластин может быть получено в виде

Φ(zν) = E12
ν (zν , τ) = ω′ν(ζν)−1[AνΨν(ζν) ln (ζν − ην) +

+ lνĀ1Ψ
1
ν(ζν) ln (ζ−1

ν − η̄1) + nνĀ2Ψ
2
ν(ζν) ln (ζ−1

ν − η̄2) + Ψ3
ν(ζν , ην)]. (8)

Здесь использованы конформные отображения внешности единичного круга γ = |σ| = 1
на внешность эллиптических отверстий Λν в плоскостях zν = x + µνy, Λ (в плоскости
z = x+ iy):

zν = ων(ζν) =
a− iµνb

2
ζν +

a+ iµνb

2

1

ζν
, z = ω(ζ) =

a+ b

2
ζ +

a− b

2

1

ζ
(9)

и обратные функции

ζν = ζν(zν) =
zν −

√
z2
ν − (a2 + µ2

νb
2)

a− iµνb
, ζ = ζ(z) =

z −
√
z2 − a2 + b2

a+ b
, ην = ζν(τν). (10)

Функции Ψν(ζν), Ψi
ν(ζν) (i = 1, 2), Ψ3

ν(ζν , ην) являются аналитическими вне единичного
круга.
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Если к пластине приложен сосредоточенный изгибающий момент, то комплексные
потенциалы принимают вид

Φν(zν) = M12
ν (zν , τ) =

1

ω′ν(ζν)

( Bν

ζν − ην
+

lνB̄1

ζν(ζν η̄1 − 1)
+

nνB̄2

ζν(ζν η̄2 − 1)

)
. (11)

Краевые условия на контуре отверстия Λ определяются значениями величин lν , nν . Для
жестко защемленного края отверстия lν , nν следует находить из (3), а для свободного
края — из (4). Комплексные константы Bν определены выше (см. п. 7).

Следует отметить, что получить решение данной задачи при заданных на контуре
эллиптического отверстия смешанных краевых условиях (w = 0, Mn = 0) не удается,
поскольку в этом случае нельзя записать краевые условия через функции ϕν(zν). Это
возможно в случае задания кинематических или статических краевых условий [2].

9. Решение задачи о действии сосредоточенных нагрузок в пластине с прямолиней-
ным конечным разрезом может быть получено из (8)–(11), где следует положить b = 0.
В частности, для нагружения сосредоточенным моментом получим

Φ(zν) = M13
ν (zν , τ) =

Bν

zν − τν
− Bν [I(zν)− I(τν)]

2
√
z2
ν − a2 (zν − τν)

+

+
B̄1lν [I(zν)− I(τ̄1)]

2(zν − τ̄1)
+
B̄2nν [I(zν)− I(τ̄2)]

2(zν − τ̄2)
,

I(z) =
√
z2 − a2 − z.

Сделаем замену переменных z′ = z + a, τ ′ = τ + a, тогда из последнего выражения полу-
чим решение задачи о действии сосредоточенного момента в пластине с прямолинейным

разрезом вдоль отрезка действительной оси 0 < x < 2a. Осуществляя предельный переход
при a → ∞, найдем решение задачи для пластины с полубесконечным разрезом вдоль

действительной оси L = {0 6 x 6 ∞, y = 0} при действии сосредоточенного момента:

Φ(zν) = M14
ν (zν , τ) =

Bν

zν − τν
− Bν

2

1
√
zν (

√
zν +

√
τν )

+

+
lν
2

B̄1√
zν (

√
zν +

√
τ̄1 )

+
nν

2

B̄2√
zν (

√
zν +

√
τ̄2 )

.

10. При решении задач изгиба пластин важную роль играют фундаментальные реше-
ния при наличии сосредоточенных дислокаций, являющихся функциями Грина, с помощью
которых путем интегрирования могут быть построены потенциальные представления в

виде интегралов от скачков смещений, распределенных с неизвестной плотностью, обес-
печивающие заданные разрывы смещений вдоль разомкнутых или замкнутых кривых [7].
Для определения плотностей скачков используются условия на дефекте, приводящие к од-
ному интегральному уравнению или к системе интегральных уравнений.

Пусть в пластине имеются дислокации, которые можно трактовать как разрывы сме-
щений (прогибов и связанных с ними тангенциальных смещений). В случае, если задается
разрыв прогибов w, напряженное состояние в пластине определяется по формулам, соот-
ветствующим решению в случае действия сосредоточенной силы Pz, однако при определе-
нии Aν из первой системы уравнений в (2) в вектор-столбце правых частей fj (j = 1, 4)
следует положить f1 = w/(2πi), f2 = f3 = f4 = 0. Если заданы приращения тангенциаль-
ных смещений wx + iwy, то при определении Bν из (2) в вектор-столбце правых частей dj

следует положить d1 = wx/(2πi), d2 = wy/(2πi), d3 = d4 = 0. При этом напряженно-
деформированное состояние следует определять по формулам, соответствующим решению
в случае действия сосредоточенного изгибающего момента.
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Рис. 6

Номер

материала
E1 · 10−4, МПа E2 · 10−4, МПа E1/E2 G · 10−4, МПа Mx max/Pz

1 27,610 27,610 1 11,044 0,3183
2 5,384 1,795 3 0,863 0,4398
3 27,610 1,104 25 0,552 0,7669

11. Для иллюстрации эффективности предлагаемых потенциальных представлений
на рис. 6 показано распределение напряжений Mx в сечении x = 0 полуплоскости (по ли-
нии защемления) для различных ортотропных материалов (ϕ = 0), характеристики кото-
рых приведены в таблице (номера кривых соответствуют номерам материалов). Для всех
материалов коэффициент Пуассона ν1 = 0,25. С увеличением степени ортотропии E1/E2

максимум напряжений Mx max в сечении заделки возрастает (см. таблицу). Вместе с тем
наблюдается более быстрое затухание напряжений с удалением от проекции точки при-
ложения силы Pz на линию x = 0. В случае ортотропной полуплоскости для вычисления
напряжений по линии защемления можно получить следующее выражение:

Mx =
|µ1|2Pz

2πα

(
arctg

(y − η)(α2 + β2)− ξα

ξβ
− arctg

(y − η)(α2 + β2) + ξα

ξβ

)
.

Для изотропного материала (Mx max = Pz/π) этот результат может быть получен из ре-
шения (3) или из последней формулы предельным переходом в параметрах анизотропии
(α→ 0, β → 1).
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