
ПРИКЛАДНАЯ МЕХАНИКА И ТЕХНИЧЕСКАЯ ФИЗИКА. 2014. Т. 55, N-◦ 3 17

УДК 532.61:536.24
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Исследована устойчивость свободной вертикальной жидкой пленки при совместном воз-
действии силы тяжести и термокапиллярных сил. Для случая плоского стационарного
течения с постоянной толщиной пленки найдено точное решение уравнений Навье —
Стокса и теплопроводности. Показано, что, в случае если свободные поверхности плен-
ки идеально теплоизолированы, расход жидкости через поперечное сечение слоя равен
нулю. Установлено, что при учете теплообмена с окружающей средой для замыкания
модели необходимо задавать расход жидкости и производную от температуры по про-
дольной координате либо расход и толщину пленки. Исследована устойчивость решения
с постоянной толщиной пленки при малых значениях волнового числа. Получено реше-
ние спектральной задачи для возмущений в виде затухающих колебаний.

Ключевые слова: жидкая пленка, свободная поверхность, малые возмущения, устой-
чивость решения, межфазный теплообмен, термокапиллярный эффект.

Введение. В настоящей работе, как и в работе [1], анализируются результаты экс-
периментов, выполненных авторами работы [2] и позволивших получить протяженные
по длине свободные вертикальные жидкие пленки, которые могут быть использованы в
технологии опреснения воды.

В движении жидкостей важную роль играет термокапиллярный эффект [3–5]. В рабо-
тах [1, 6, 7] рассмотрена деформация свободной жидкой пленки под действием термокапил-
лярных сил, задачи решались с помощью осреднения по поперечной координате, причем в
[6, 7] считалось, что пленка находится в условиях невесомости. В [6] температурное рас-
пределение в пленке полагалось заданным, в [1, 7] температура была неизвестной искомой
функцией, а свободная поверхность считалась идеально теплоизолированной.

В данной работе исследуется поведение свободной жидкой пленки при совместном

действии силы тяжести и термокапиллярных сил с учетом теплообмена с окружающей

средой.
1. Постановка задачи. На плоскости рассматривается вязкая несжимаемая жид-

кость, заполняющая слой Ωt = {x ∈ (−∞,∞); z ∈ (−h(x, t), h(x, t))}, где направление уско-
рения свободного падения g = (−g, 0)т противоположно направлению оси x; z = ±h(x, t) —
неизвестные свободные поверхности. Пусть v = (u,w) — вектор скорости; p — давление

жидкости. Плотность ρ и кинематическую вязкость ν будем полагать постоянными, а по-
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верхностное натяжение σ — линейной функцией температуры T :

σ = σ0 − κ(T − T0).

Здесь σ0, κ, T0 — положительные постоянные; T — неизвестная функция x, z, t. В пред-
положении, что течение симметрично относительно прямой z = 0, уравнения Навье —
Стокса и теплопроводности запишем в виде

vt + (v · ∇)v = −ρ−1∇p+ ν∆v + g; (1.1)

∇ · v = 0; (1.2)

Tt + (v · ∇)T = χ∆T, (1.3)

на свободной поверхности зададим граничные условия

vn = Vn при z = h(x, t); (1.4)

(p0 − p)n + 2ρνDn = −2Kσn +∇Γσ при z = h(x, t); (1.5)

∂T

∂n
= β(TΓ − T ) при z = h(x, t). (1.6)

Здесь D = (∇v + (∇v)т)/2 — тензор скоростей деформаций; ∇Γ = ∇− n(n∇) — поверх-
ностный градиент; n — единичный вектор внешней нормали к свободной поверхности;
K — средняя кривизна свободной поверхности; Vn — скорость перемещения свободной по-
верхности в направлении n; p0 — атмосферное давление; β > 0 — коэффициент межфазно-
го теплообмена; TΓ — температура свободной поверхности, которая считается заданной.

2. Плоское слоистое течение с постоянной толщиной. Предположим, что дви-
жение стационарно, w ≡ 0 и пленка имеет постоянную толщину 2a. Тогда задача (1.1)–
(1.6) имеет решение

u(z) =
g

2ν
z2 + c, T = −bx− b

χ

( g

24ν
z4 +

cz2

2

)
+ f, p ≡ p0, (2.1)

где c, b, f — постоянные.
Расход жидкости через поперечное сечение слоя обозначим через 2q. Получаем

q ≡
a∫

0

u(z) dz =
g

6ν
a3 + ca, (2.2)

откуда следует

c =
q

a
− ga2

6ν
, (2.3)

т. е. постоянная c однозначно определяется заданным расходом.
В предположении, что свободные поверхности идеально теплоизолированы, в краевом

условии (1.6) β = 0. Подставляя выражение для температуры из (2.1) в (1.6), получаем

c = − g

6ν
a2. (2.4)

Из соотношений (2.2), (2.4) следует q = 0.
Для того чтобы найти решение с ненулевым расходом, для температуры зададим кра-

евое условие третьего рода, т. е. будем полагать, что в (1.6) β 6= 0. Из проекции (1.5) на
касательную плоскость получаем соотношение, связывающее толщину пленки и производ-
ную температуры по переменной x:

κb = ρga. (2.5)
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Зависимость температуры от поперечной координаты при различных значениях

расхода:
1 — q̃ = −1/12, 2 — q̃ = 0, 3 — q̃ = 1/12

Полагая, что TΓ = −bx+ T0, из (1.6) находим постоянную f :

f =
b

χ

( q
β

+
a

2

(
q − ga3

12ν

))
+ T0. (2.6)

Следовательно, для замыкания модели в качестве входных параметров необходимо
задавать расход жидкости через поперечное сечение слоя q и производную b температуры
по переменной x (либо толщину пленки a). Для определенности будем задавать q и a.

На рисунке приведена зависимость безразмерной температуры от безразмерной коор-
динаты при различных значениях безразмерного расхода жидкости q̃.

3. Задача об устойчивости слоистого решения. Пусть ψ(t, x, z) — функция тока

течения. Тогда уравнения (1.1)–(1.3) можно записать в виде

ψtxx + ψtzz + ψz(ψxxx + ψxzz)− ψx(ψzzz + ψxxz) = ν(ψxxxx + 2ψxxzz + ψzzzz); (3.1)

Tt + ψzTx − ψxTz = χ(Txx + Tzz), (3.2)

а граничные условия при z = h(x, t) — в виде

ht + ψzhx = −ψx; (3.3)
ρν√

(1 + (hx)2)
(hx(−hx(ψzz − ψxx)− 4ψxz) + ψzz − ψxx) = σx + hxσz; (3.4)

ρ(ψtz + ψzψxz − ψxψzz − ν(ψzzz + ψxxz) + g) +

+
2ρν

1 + (hx)2
(−hx(−hxψxxz + ψxzz − ψxxx)− hxx(−2hxψxz + ψzz − ψxx)− ψxxz)−

− 4ρνhxhxx

(1 + (hx)2)2
(−hx(−hxψxz + ψzz − ψxx)− ψxz) = −2σxK − 2σKx; (3.5)

−hxTx + Tz√
1 + (hx)2

= β(TΓ − T ). (3.6)

Заметим, что скорости в решении c постоянной толщиной пленки (2.1) соответствует
функция тока

ψ0 =
g

6ν
z3 + cz. (3.7)
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Систему уравнений (3.1), (3.2) и краевые условия (3.3)–(3.6) линеаризуем на реше-
нии, заданном формулами (3.7), (2.1), (2.3), (2.5), (2.6). Получаем систему уравнений для
возмущений

ψtxx + ψtzz +
( g

2ν
z2 + c

)
(ψxzz + ψxxx)− g

ν
ψx = ν(ψxxxx + 2ψxxzz + ψzzzz),

Tt +
( g

2ν
z2 + c

)
Tx − bψz +

b

χ

( g

6ν
z3 + cz

)
ψx = χ(Txx + Tzz)

(3.8)

с краевыми условиями при z = a

ρν
(
ψzz − ψxx +

g

ν
h
)

= −κTx +
κb
χ

( g

6ν
a3 + ca

)
hx,

ρ
(
− ψtz + ν(ψzzz + ψxxz)−

( g

2ν
a2 + c

)
ψxz +

g

ν
aψx

)
+ 2ρν

(ga
ν
hxx + ψxxz

)
=

(3.9)

= −hxxx

(
σ0 + κT0 + κ

(
bx+

b

χ

( g

24ν
a4 +

ca2

2

)
− f

))
− κbhxx,

ht +
( g

2ν
a2 + c

)
hx = −ψx,

hxb+ Tz −
b

χ

( g

2ν
a2 + c

)
h = −β

(
T − b

χ

( g

6ν
a3 + ca

)
h
)
.

Введем безразмерные переменные по формулам

x′ =
x

a
, z′ =

z

a
, ψ′ =

ψ

V a
, t′ =

t

t∗
, T ′ =

T

δT
, h′ =

h

a
,

где a — толщина пленки для найденного в п. 2 решения; δT — характерный перепад тем-
ператур; V = κδT/(ρν); t∗ = ρνa/(κδT ). Далее штрихи над безразмерными переменными
опускаются. В безразмерных переменных система уравнений (3.8) принимает вид

Ma

Pr
(ψtxx + ψtzz) +

(
Re−Ga

6
+

Ga

2
z2

)
(ψxzz + ψxxx)−Gaψx = ψxxxx + 2ψxxzz + ψzzzz,

MaTt +
(

Re Pr−Ga Pr

6
+

Ga Pr

2
z2

)
Tx −Ga Prψz +

+
(Ga2 Pr2

6
z3 + Ga Pr2 (Re−Ga)z

)
ψx = Txx + Tzz

с граничными условиями (3.9) при z = 1

ψzz − ψxx +
Ga Pr

Ma
h = −Tx +

Ga Pr2 Re

Ma
hx,

−Ma

Pr
ψtz + 3ψxxz + ψzzz −

(
Re +

Ga

3

)
ψxz + Gaψx + 3

Ga Pr

Ma
hxx =

= −hxxx

(
Cr−1 +

Ga Pr

Ma
x− Re Pr2 Ga

Ma Bi

)
,

ht +
(Ga Pr

3 Ma
+

Re Pr

Ma

)
hx = −ψx,

Tz + BiT +
Ga Pr

Ma
hx −

Ga Pr2

Ma

(Ga

3
+ Re (1 + Bi)

)
h = 0.
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ЗдесьMa = κδTa/(ρνχ) — число Марангони; Pr = ν/χ — число Прандтля; Ga = ga3/ν2 —
число Галилея; Re = q/ν — число Рейнольдса; Bi = βa — число Био; величина
Cr = κδT/σ0 характеризует степень деформируемости свободной поверхности термока-
пиллярными силами.

Решение задачи для возмущений находим в виде

ψ = ϕ(z) eλt+ikx, T = ξ(z) eλt+ikx, h = A eλt+ikx .

Для функций ϕ, ξ, A получаем систему обыкновенных дифференциальных уравнений

ϕ(4) −
(
λ

Ma

Pr
+ ik

(
Re−Ga

6
+

Ga

2
z2

)
+ 2k2

)
ϕ′′ +

+
(
ikGa +

Ma

Pr
k2 + ik3

(
Re−Ga

6
+

Ga

2
z2

)
+ k4

)
ϕ = 0,

ξ′′ −
(
λMa +ik

(
Re Pr−Ga Pr

6
+

Ga Pr

2
z2

)
+ k2

)
ξ +

(3.10)

+ Ga Prϕ′ − ik
(Ga2 Pr2

6
z3 + Ga Pr2 (Re−Ga)z

)
ϕ = 0

со следующими краевыми условиями при z = 1:

ϕ′′ + k2ϕ+ ikξ +
Ga Pr

Ma
(1− ikRe Pr)A = 0,

ϕ′′′ −
(
λ

Ma

Pr
+ ik

(
Re +

Ga

3

)
+ 3k2

)
ϕ′ + ikGaϕ−

−
(
3k2 Ga Pr

Ma
− ik3

(
Cr−1 +

Ga Pr

Ma
x− Re Pr2 Ga

Ma Bi

))
A = 0, (3.11)

ikϕ+
(
λ+ ik

Pr

Ma

(
Re +

Ga

3

))
A = 0,

ξ′ + Bi ξ − Ga Pr

Ma

(
Pr

(Ga

3
+ Re (1 + Bi)

)
− ik

)
A = 0.

(Согласно [8] переменную x во втором краевом условии можно зафиксировать, положив
x = 1/2.)

Разложим функции по малому параметру k:

ϕ = ϕ0 + kϕ1 + . . . , ξ = ξ0 + kξ1 + . . . , λ = λ0 + kλ1 + . . . , A = A0 + kA1 + . . .

и подставим данные разложения в уравнения (3.10) и краевые условия (3.11). В нулевом
порядке получаем краевую задачу для ϕ0 и ξ0

ϕ
(4)
0 − λ0

Ma

Pr
ϕ′′0 = 0; (3.12)

ξ′′0 − λ0 Ma ξ0 = −Ga Prϕ′0; (3.13)

ϕ′′0(1) = 0; (3.14)

ϕ′′′0 (1)− λ0
Ma

Pr
ϕ′0(1) = 0; (3.15)

ξ′0(1) + Bi ξ0(1) = 0.

Функция ξ0 не входит в уравнение (3.12) и краевые условия (3.14), (3.15), из которых
находятся ϕ0, λ0. Уравнение (3.12) является дифференциальным уравнением четвертого
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порядка, а искомая функция ϕ0 имеет лишь два краевых условия, поэтому необходимо
задать еще два краевых условия— условия четности. Для четных возмущений эти условия
имеют вид

ϕ′0(0) = ϕ′′′(0) = 0,

для нечетных —

ϕ0(0) = ϕ′′0(0) = 0.

Умножим уравнение (3.12) на ϕ̄′′0 и проинтегрируем его по переменной z от 0 до 1 (ϕ̄′′0 —
функция, комплексно-сопряженная с функцией ϕ′′0). Используя формулу интегрирования по
частям и учитывая условие (3.14), можно сделать вывод, что λ0 6 0. В результате решения
краевой задачи для ϕ0 получаем следующие собственные значения и собственные функции:

— в случае четных возмущений

λ0 = − 1

Ma

(π
2

+ πn
)2

Pr, n = 0, 1, . . . , (ϕ0)n = cos ((π/2 + πn)z), (3.16)

— в случае нечетных возмущений

λ0 = −(πn)2 Pr

Ma
, n = 1, 2, . . . , (ϕ0)n = sin (πnz).

Положим ϕ0 ≡ 0 и рассмотрим спектральную задачу для тепловых возмущений. Для
решения уравнения (3.13) зададим условие четности:

— для четных возмущений

ξ′0(0) = 0,

— для нечетных возмущений

ξ0(0) = 0.

Как и в случае собственных значений для функции тока, получаем λ0 6 0. Решая крае-
вую задачу для ξ0, в случае четных возмущений получаем выражение для собственных
значений в неявном виде

ctg
√
−λ0 Ma = Bi−1

√
−λ0 Ma ,

в случае нечетных возмущений имеем

tg
√
−λ0 Ma = −Bi−1

√
−λ0 Ma .

Поскольку во всех случаях значения λ0 вещественны и отрицательны, длинноволновые
возмущения функции тока и температуры являются устойчивыми.

4. Продолжение решения по параметру. Следуя алгоритму, предложенному в ра-
боте [9], продолжим решение для возмущений по малому параметру k. Зададим некоторое
достаточно малое значение k и запишем систему (3.10) в виде

y′ = M(z, λ)y, (4.1)

где

y =


ϕ
ξ
ϕ′

ϕ′′

ϕ′′′

ξ′

 , M(z) =


0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 1
0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 1 0
m51 0 0 m54 0 0
m61 m62 m63 0 0 0

 ,



О. А. Бурмистрова 23

m51 = −
(
ikGa +λ

Ma

Pr
k2 + ik3

(
Re−Ga

6
+

Ga

2
z2

)
+ k4

)
,

m54 = λ
Ma

Pr
+ ik

(
Re−Ga

6
+

Ga

2
z2

)
+ 2k2,

m61 = ik
(Ga2 Pr2

6
z3 + Ga Pr2 (Re−Ga)z

)
,

m62 = λMa +ik
(

Re Pr−Ga Pr

6
+

Ga Pr

2
z2

)
+ k2, m63 = −Ga Pr .

Собственные значения в нулевом порядке вещественны, следовательно, λ 6=
−ik(Pr /Ma)(Re + Ga /3). Тогда толщину пленки A можно исключить из краевых усло-
вий с помощью третьего краевого условия (3.11). Краевые условия на правой границе
принимают вид

D(λ)y(1) = 0, (4.2)

где

D(λ) =

 d11 d12 0 d14 0 0
d21 0 d23 0 d25 0
d31 d32 0 0 0 d36

 ,

d11 = −ik
(
λ+ ik

Pr

Ma

(
Re +

Ga

3

))
+ k2

(
λ+ ik

Pr

Ma

(
Re +

Ga

3

))
,

d12 = ik
(
λ+ ik

Pr

Ma

(
Re +

Ga

3

))
, d14 = λ+ ik

Pr

Ma

(
Re +

Ga

3

)
,

d21 = ik
(
3k2 Ga Pr

Ma
− ik3

(
Cr−1 +

Ga Pr

Ma
x− Re Pr2 Ga

Ma Bi

))
+

+ ikGa
(
λ+ ik

Pr

Ma

(
Re +

Ga

3

))
,

d23 = −
(
λ+ ik

Pr

Ma

(
Re +

Ga

3

))(
λ

Ma

Pr
+ ik

(
Re +

Ga

3

)
+ 3k2

)
,

d25 = λ+ ik
Pr

Ma

(
Re +

Ga

3

)
, d31 = ik

Ga Pr

Ma

(
Pr

(Ga

3
+ Re (1 + Bi)

)
− ik

)
,

d32 = Bi
(
λ+ ik

Pr

Ma

(
Re +

Ga

3

))
, d36 = λ+ ik

Pr

Ma

(
Re +

Ga

3

)
.

Пусть возмущения функции тока являются четными, т. е. λ0 определяется из выра-
жения (3.16). Из уравнения (3.13) следует, что в нулевом порядке функции ϕ, ξ имеют
разную четность, поэтому возмущения температуры являются нечетными. В этом случае
краевое условие на левой границе принимает вид

By(0) = 0, (4.3)

где

B =

 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 1 0
0 1 0 0 0 0

 .

Полагая M(z, λ) = M(z, λ0), рассмотрим полную систему линейно независимых век-
торов, удовлетворяющих граничному условию (4.3). Обозначим эти векторы через y1(0),
y2(0), y3(0):

y1(0) = (1, 0, 0, 0, 0, 0)т, y2(0) = (0, 0, 0, 1, 0, 0)т, y3(0) = (0, 0, 0, 0, 0, 1)т.
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Значения λ при различных значениях k

k λ

0 −0,248 717 978 749 212
0,0001 −0,248 717 685 051 883 + i · 0,000 135 454 361 781 915
0,0010 −0,248 688 613 595 579 + i · 0,001 354 642 752 346 080
0,0050 −0,247 986 604 307 022 + i · 0,006 785 314 150 297 340
0,0100 −0,245 825 979 783 458 + i · 0,013 648 167 892 490 400

Решения системы, принимающие на левой границе значения yj(0) (j = 1, 2, 3), обозна-
чим через yj (j = 1, 2, 3) и найдем численно с помощью метода Рунге— Кутты четвертого

порядка.
Вообще говоря, решения yj (j = 1, 2, 3) не удовлетворяют граничным условиям (4.2).

Для того чтобы удовлетворить этим граничным условиям, будем искать решение в виде

y =
3∑

j=1

αjyj , (4.4)

где αj (j = 1, 2, 3) — постоянные.
Подставляя (4.4) в (4.2), для параметра λ получаем условие, при котором задача имеет

нетривиальное решение:

det (D(λ)y1(1) D(λ)y2(1) D(λ)y3(1)) = 0. (4.5)

Для того чтобы найти значение λ, удовлетворяющее условию (4.5), используем метод
Ньютона, а также параметр λ0 в качестве начального приближения. После того как λ,
удовлетворяющее условию (4.5) с некоторой точностью ε, найдено, подставляем его в си-
стему (4.1) в качестве λ0 и повторяем описанную процедуру до тех пор, пока полученные
на двух соседних шагах собственные значения не совпадут с точностью ε. Это означа-
ет, что полученное на последнем шаге значение λ удовлетворяет системе (4.1) и краевым
условиям (4.2), (4.3) с точностью ε.

Расчеты проводились при следующих значениях параметров: Pr = 7,2, Ma = 71,2,
Bi = 1, Ga = 9,9, Cr = 0,0013, Re = 9,92. Шаг сетки полагался равным ∆z = 10−4.
Поскольку метод Рунге — Кутты имеет четвертый порядок точности, при таком значе-
нии ∆z погрешность равна 10−16. Положим также ε = 10−16. Тогда погрешность проце-
дуры вычисления собственного значения будет порядка 10−16. В таблице представлены
найденные методом продолжения по параметру собственные числа для некоторых значе-
ний 0 6 k 6 0,01. Согласно данным таблицы действительные части собственных значений
остаются отрицательными, следовательно, при 0 6 k 6 0,01 полученное решение является
устойчивым.

Заключение. Исследована устойчивость свободной вертикальной жидкой пленки при
совместном воздействии силы тяжести и термокапиллярных сил. В случае плоского ста-
ционарного слоистого течения с постоянной толщиной пленки найдено точное решение

уравнений Навье — Стокса и теплопроводности. Показано, что, в случае если свободные
поверхности пленки идеально теплоизолированы, расход жидкости через поперечное сече-
ние слоя равен нулю.

В случае если коэффициент межфазного теплообмена не равен нулю, свободными па-
раметрами являются расход жидкости и производная от температуры по продольной ко-
ординате либо расход и толщина пленки. Решение с постоянной толщиной пленки иссле-
довано на устойчивость при малых значениях волнового числа. В нулевом приближении
собственные значения получены аналитически. Для малых волновых чисел собственные
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значения найдены численно с помощью продолжения по параметру. Получено решение
спектральной задачи для возмущений в виде затухающих колебаний.

Автор выражает благодарность В. В. Пухначеву за постановку задачи и внимание к
работе.
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