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Введение

При численной реализации математических моделей для описания геометрии тел спе-
циальной формы часто используют криволинейные системы координат. Главное преиму-
щество такого подхода состоит в том, что в надлежащим образом выбранной системе
координат исходному телу соответствует параллелепипед. Следствием этого является
возможность просто строить регулярные прямоугольные сетки.

∗Работа выполнена при финансовой поддержке программы Фундаментальных исследований ОМН
РАН “Современные вычислительные и информационные технологии решения больших задач”, програм-
мы Фундаментальных исследований Президиума РАН “Интеллектуальные информационные техноло-
гии, математическое моделирование, системный анализ и автоматизация”.
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За упрощение описания области приходится платить усложнением записи действия в
криволинейных координатах, присутствующих в модели дифференциальных операторов.

Как правило, при численной реализации модели задачи теплопроводности

R∗w ≡ divw = f,

w = Kq, (1)

q = Ru ≡ −grad u

в криволинейной системе координат исходят из записи ее в декартовой системе координат

divw ≡ ∂w1

∂x1
+
∂w2

∂x2
+
∂w3

∂x3
= f,

w = Kq,

q = −grad u ≡ −



∂u

∂x1

∂u

∂x2

∂u

∂x3

 .

Далее, в декартовой же системе координат, исключают неизвестные w, q и получают
уравнение для температуры u (постановка “в температурах”):

−
3∑

α,β=1

∂

∂xα

(
Kαβ

∂u

∂xβ

)
= f.

После этого производят в нем замену переменных.
Так в цилиндрической системе координат предыдущему уравнению соответствует

уравнение

−1

r

∂

∂r

[
r

(
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∂r
+
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r

∂u

∂ϕ
+ k13

∂u

∂z
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+

1

r

∂

∂ϕ

(
k21

∂u

∂r
+
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r

∂u

∂ϕ
+ k23

∂u

∂z

)
+

∂

∂z

(
k31

∂u

∂r
+
k32

r

∂u

∂ϕ
+ k33

∂u

∂z

)
= f,

(2)

где коэффициенты kαβ выражаются через Kαβ.
Аппроксимация столь сложного дифференциального оператора на неравномерной

сетке с сохранением свойств, присущих исходному дифференциальному оператору (сим-
метричность и положительная определенность), представляет определенные трудности.

Еще одно обстоятельство, возникающее когда расчетная область, в которой требуется
решить (2), является круговым цилиндром, состоит в следующем. В этом случае на его
оси r = 0 необходимо ставить дополнительное условие для выделения ограниченного ре-
шения. В результате аппроксимация оператора в окрестности r = 0 требует специального
рассмотрения [1–3]. Отметим здесь, что метод сумматорных тождеств, применяющийся
в [2, 3], идейно близок к методу опорных операторов, используемому в проведенном ис-
следовании.

В настоящей работе в полярной системе координат строится дискретный аналог ис-
ходной сопряженно-операторной модели задачи теплопроводности (1).
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В качестве расчетной области выбирается круг или кольцо, являющиеся прямоуголь-
никами в полярной системе координат.

Построение осуществляется для двумерного случая лишь в целях компактности из-
ложения. Обобщение на трехмерный случай (цилиндрическая система координат) не
представляет труда.

Аппроксимация (1) производится методом опорных операторов [4–11] (в англоязыч-
ной литературе — Mimetic finite difference methods [12, 13]):

• в качестве опорного выбирается оператор R;
• строится его аппроксимация Rh;
• аппроксимация R∗h сопряженного оператора R∗ строится как оператор, сопряжен-

ный к построенному в предыдущем пункте: R∗h = (Rh)∗;
• производится аппроксимация wh = Khqh второго из уравнений (1): w = Kq.

В результате для сопряженно-операторной модели задачи теплопроводности (1) получа-
ем дискретный аналог, сохраняющий ее структуру:

R∗hwh = fh,

wh = Khqh, (3)

qh = Rh uh.

Из (3), в частности, легко получаем постановку “в температурах” на дискретном
уровне — аппроксимацию (2):

R∗hKhRh uh = fh,

в которой оператор R∗hKhRh, очевидно, симметричен и, по крайней мере, положительно
полуопределен.

Выбор в качестве опорного оператора R обусловлен двумя причинами.
Во-первых, тем, что в любой криволинейной системе координат y1, y2, y3 его дей-

ствие на скалярную функцию записывается в виде разложения по кобазису (взаимному
базису) ei, i = 1, 2, 3, с помощью частных производных:

Ru = −grad u ≡ −
[
∂u

∂y1
e1 +

∂u

∂y2
e2 +

∂u

∂y3
e3

]
,

и построение его аппроксимации Rh на прямоугольной сетке не представляет труда.
В работе ковариантные компонентыRu аппроксимируются (со вторым порядком точ-

ности) в центре каждой прямоугольной ячейки неравномерной сетки посредством полу-
суммы центральных разностей по соответствующему координатному направлению.

Тем самым все компоненты дискретного аналога векторной величины q = Ru за-
даются в одних и тех же узлах сетки. Это позволяет корректно определить действие
дискретного аналога тензора теплопроводности на дискретный аналог градиента темпе-
ратуры и, по сути дела, наряду со способом аппроксимации градиента определяет второй
прядок сходимости схемы. На неравномерной сетке для переменных (в том числе и раз-
рывных) параметров среды со вторым порядком сходятся не только скалярные сеточные
функции (приближения к температуре), но и сеточные вектор-функции (приближения
к потоку тепла).

Во-вторых, это позволяет избежать непосредственной аппроксимации операции ко-
вариантного дифференцирования (∇i) контравариантных компонент wα вектора потока
тепла [14, 15], содержащихся в операторе дивергенции вектора:

R∗w = divw = ∇1w
1 +∇2w

2.
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Итак, в работе на основе метода опорных операторов в полярной системе координат
построен дискретный аналог сопряженно-операторной модели задачи теплопроводности,
сохраняющий структуру исходной модели:

• компоненты приближенных векторных величин qh, wh задаются в одних и тех же
узлах сетки;
• для случая когда область является кольцом, схема второго порядка точности по-

строена на произвольной неравномерной сетки и для анизотропной среды (смешан-
ные производные);
• со вторым порядком сходятся не только скалярные сеточные функции (приближе-

ния к температуре), но сеточные вектор-функции (приближения к потоку тепла);
• произведенные в работе построения не зависят от конкретной системы координат.

Для другой системы координат надо в соответствующих местах использовать необ-
ходимую конкретику: метрический тензор, скалярное произведение и т. д.;
• схема позволяет реализовывать на дискретном уровне постановки “в температурах”

и “в потоках” [9];
• в случае когда возможно разделение переменных, для постановки “в температурах”

предложен экономичный метод обращения оператора задачи.

1. Формулировка сопряженно-операторной модели
задачи теплопроводности

Рассмотрим математическую модель стационарной задачи теплопроводности: опре-
делить параметры:

u(x) — скалярная функция,
w(x) и q(x) — векторные поля (тензоры ранга 1),

удовлетворяющие в области Ω уравнениям:

R∗w ≡ div w = f, (4)

w = Kq, (5)

q = Ru ≡ −grad u, (6)

а на границе области ∂Ω краевому условию

u(x) = 0, x ∈ ∂Ω. (7)

В (5)K — тензор теплопроводности — симметричный, равномерно по x положительно
определенный тензор ранга два.

Введем в рассмотрение пространства:

L2 — пространство квадратично суммируемых в Ω скалярных функций u со ска-
лярным произведением

(u, v)L2 =

∫
Ω

uv dΩ ∀u, v ∈ L2;

L2 — пространство квадратично суммируемых в Ω вектор-функцийw со скалярным
произведением



С.Б. Сорокин 301

(w, q)L2 =

∫
Ω

(w, q) dΩ ∀w, q ∈ L2,

здесь через (w, q) = w1q1 + w2q2 обозначено скалярное произведение векторов w
и q, первый из которых представлен своими контравариантными компонентами, а
второй — ковариантными компонентами.

Если скалярная функция u и компоненты w достаточно гладкие функции, напри-
мер, принадлежат C1(Ω), то для операторов divw и −gradu справедливо интегральное
тождество ∫

Ω

udivw dΩ =

∫
Ω

(−gradu,w) dΩ +

∫
∂Ω

0
||︷ ︸︸ ︷

u(n,w) dS.

Используя принятые обозначения для u, удовлетворяющие (7), предыдущее равенство
записывается в форме

(u,R∗w)L2 = (Ru,w)L2 .

Сохранение этого свойства исходной модели на дискретном уровне будет положено в
основу построения ее дискретного аналога.

2. Сопряжено-операторная модель
в полярной системе координат

В качестве области Ω выберем множество, описываемое в декартовой системе коор-
динат x = (x1, x2) следующим образом:

Ω̄ =
{
x = (x1, x2) : l1 ≤

√
x2

1 + x2
2 ≤ L1

}
.

Для описания такой области и численной реализации модели естественно выбрать
полярную систему координат: y1 = r, y2 = ϕ. Связь между декартовой и полярной
системами координат записывается в виде

x1 = y1 cos y2 = r cosϕ, x2 = y1 sin y2 = r sinϕ.

В выбранной системе координат Ω̄ является прямоугольником

Ω̄ = {l1 ≤ r ≤ L1, l2 ≤ ϕ ≤ L2}, l2 = 0, L2 = 2π.

При записи модели (4)–(6) в выбранной системе координат y = (y1, y2) конкрети-
зации подлежат соотношения (4), (5), поскольку действие оператора grad на скалярную
функцию u в любой криволинейной системе координат записывается с помощью частных
производных:

q =

[
q1

q2

]
= −grad u = −


∂u

∂y1

∂u

∂y2

 = −


∂u

∂r
∂u

∂ϕ

 . (8)

Здесь q1, q2 — ковариантные компоненты вектора q.
В уравнении (4) операция divw записывается в произвольной криволинейной систе-

ме координат с помощью ковариантных производных ∇i от контравариантных компо-
нент wj вектора w:

div w = ∇1w
1 +∇2w

2.
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В полярной системе координат имеем:

∇1w
1 =

∂w1

∂y1
=
∂w1

∂r
,

∇2w
2 =

∂w2

∂y2
+

1

y1
w1 =

∂w2

∂ϕ
+

1

r
w1.

(9)

Поскольку в (4), (9) использованы контравариантные компоненты w1, w2 вектора w,
а в (6), (8) градиент дает ковариантные компоненты q1, q2 вектора q, соотношение (5)
необходимо записать таким образом, чтобы в нем вектор w представлялся контравари-
антными компонентами.

1. Из ковариантных компонент вектора q с помощью операции жонглирования индекса-
ми получаем его контравариантные компоненты q1, q2:

qi =
2∑
j=1

gijqj , i = 1, 2,

здесь gij (i, j = 1, 2) — контравариантные компоненты метрического тензора в полярной
системе координат:

g11 = 1, g12 = g21 = 0, g22 =
1

r2
.

Составленную из этих компонент матрицу

[
1 0

0
1

r2

]
будем обозначать G−1. В этих обо-

значениях формулы жонглирования индексами записываются в виде

[
q1

q2

]
= G−1

[
q1

q2

]
=

[
1 0

0
1

r2

] [
q1

q2

]
.

2. Из контравариантных компонент вектора q получаем ковариантные компоненты век-
тора w:

wi =
2∑
j=1

K̂ijq
j ⇔

[
w1

w2

]
=

[
K̂11 K̂12

K̂21 K̂22

] [
q1

q2

]
,

здесь K̂ij — ковариантные компоненты тензора ранга два K в криволинейной системе
координат y = (y1, y2). Они связаны, в соответствии с определением тензора ранга два,
с ковариантными компонентами Kαβ этого же тензора в декартовой системе координат
соотношениями:

K̂ij =
2∑

α=1

2∑
β=1

Kαβ
∂xα
∂yi

∂xβ
∂yj

, i, j = 1, 2.
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Для полярных координатах имеем:

K̂11 = K11 cos2 ϕ+ (K12 +K21) cosϕ sinϕ+K22sin2ϕ,

K̂12 = (K22 −K11)r sinϕ cosϕ+K12r cos2 ϕ−K21r sin2 ϕ,

K̂21 = (K22 −K11)r sinϕ cosϕ+K21r cos2 ϕ−K12r sin2 ϕ,

K̂22 = K11r
2 sin2 ϕ− (K12 +K21)r2 sinϕ cosϕ+K22r

2 cos2 ϕ.

3. Наконец, так же, как в 1, из ковариантных компонент вектора w получаем его кон-
травариантные компоненты:[

w1

w2

]
= G−1

[
w1

w2

]
=

[
1 0

0
1

r2

] [
w1

w2

]
.

Окончательно

w =

[
w1

w2

]
= G−1K̂G−1

[
q1

q2

]
=

[
1 0

0
1

r2

][
K̂11 K̂12

K̂21 K̂22

][
1 0

0
1

r2

] [
q1

q2

]
≡ K̃q, (10)

и сопряжено-операторная модель в полярной системе координат записывается в виде

R∗w ≡ ∂w1

∂r
+
∂w2

∂ϕ
+

1

r
w1 = f, (11)[

w1

w2

]
= K̃

[
q1

q2

]
, (12)

[
q1

q2

]
= Ru ≡ −


∂u

∂r
∂u

∂ϕ

 . (13)

3. Построение дискретного аналога

3.1. Сетки и конечномерные пространства

Построим произвольные неравномерные сетки (см. рисунок):

ω̄ =
{

(ri, ϕj) ∈ Ω̄, ri = ri−1 + h1,i, 1 ≤ i ≤ N1 + 1, r0 = l1, rN1+1 = L1,

ϕj = ϕj−1 + h2,j , 1 ≤ j ≤ N2 + 1, ϕ0 = l2, ϕN2+1 = L2

}
,

ω̄∗ =
{

(ri, ϕj) ∈ ω̄, i = 0, N1 + 1, j = 0, N2

}
,

ω =
{

(ri, ϕj) ∈ ω̄, i = 1, N1, j = 0, N2

}
,

ω 1
2

=
{(
ri+ 1

2
, ϕj+ 1

2

)
∈ Ω̄, ri+ 1

2
= ri + 0, 5h1,i+1, 0 ≤ i ≤ N1,

ϕj+ 1
2

= ϕj + 0, 5 h2,j+1, 0 ≤ j ≤ N2

}
.
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Рис. Расчетная область и сетки

Введем дополнительно:

ĥ1,m =


0.5 h1,1, m = 0,

0.5 [h1,m + h1,m+1], 1 ≤ m ≤ N1,

0.5 h1,N1+1, m = N1 + 1,

ĥ2,j =

{
0.5 [h2,1 + h2,N2+1], j = 0,

0.5 [h2,j+1 + h2,j ], 1 ≤ j ≤ N2.

Замечание. Если L2 < 2π, то следует положить:

ĥ2,j =


0.5 h2,1, j = 0,

0.5 [h2,j + h2,j+1], 1 ≤ j ≤ N2,

0.5 h2,N2+1, m = N2 + 1.

Определим сеточные функции:

ρi =


l1 +

1

4
h1,1 i = 0,

ri +
1

4
[h1,i+1 − h1,i], 1 ≤ i ≤ N1,

L1 −
1

4
h1,N1+1 i = N1 + 1.

Введем пространства.
Гильбертово пространство Hh — пространство скалярных сеточных функций uh, за-

данных на сетке ω̄∗, принимающих нулевое значение на ∂Ω и удовлетворяющих, ес-
ли l1 = 0, условию uh(0, ϕj) = const, 0 ≤ j ≤ N2.
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Скалярное произведение в Hh определим формулой

(uh, vh)Hh
=

∑
(ri,ϕj)∈ω̄∗

uh(ri, ϕj)v
h dVi,j ∀uh ∈ Hh, v

h ∈ Hh.

Здесь dVi,j = ĥ1,i ĥ2,j ρi — площади ячеек, границами для которых являются штриховые
линии на рисунке.

Если область есть круг r0 = l1 = 0, то
∑N2

j=0 ĥ2,j = L2 − l2 = 2π и

(uh, vh)Hh
= 2πĥ1,0 ρ0u

h
0v
h
0 +

N1+1∑
i=1

N2∑
j=0

uh(ri, ϕj)v
h(ri, ϕj) dVi,j ,

uh0 = uh(0, ϕj), vh0 = vh(0, ϕj).

Гильбертово пространство H∗h — пространство сеточных вектор-функций wh, за-

данных на сетке ω 1
2

своими ковариантными wh =

[
wh1
wh2

]
или контравариантными

wh =

[
w1h

w2h

]
компонентами со скалярным произведением

(wh,σh)H∗
h

=
∑(

r
i− 1

2
,ϕ

j− 1
2

)
∈ω 1

2

2∑
k=1

wkh
(
ri− 1

2
, ϕj− 1

2

)
σhk
(
ri− 1

2
, ϕj− 1

2

)
dVi− 1

2
,j− 1

2

∀wh ∈ H∗h, σh ∈ H∗h.

Здесь dVi− 1
2
,j− 1

2
= h1,i h2,j ri−0,5 — площади ячеек, границами для которых являются

сплошные линии на рисунке.

3.2. Аппроксимация оператора R = −grad

В качестве аппроксимации опорного оператора R выберем

Rh : Hh → H∗h,

[
qh1
qh2

]
i+ 1

2
,j+ 1

2

=
(
Rhu

h
)
i+ 1

2
,j+ 1

2
= −


1

2

(
uhi+1,j − uhi,j

h1,i+1
+
uhi+1,j+1 − uhi,j+1

h1,i+1

)
1

2

(
uhi,j+1 − uhi,j
h2,j+1

+
uhi+1,j+1 − uhi+1,j

h2,j+1

)


=

([
R1h

R2h

]
uh
)
i+ 1

2
,j+ 1

2

,

(
ri+ 1

2
, ϕj+ 1

2

)
∈ ω 1

2
,

uhi,j = 0, (ri, ϕj) ∈ ∂Ω.

Здесь и далее

uhi,j = uh(ri, ϕj),

[
qh1
qh2

]
i+ 1

2
,j+ 1

2

=

[
qh1
(
ri+ 1

2
, ϕj+ 1

2

)
qh2
(
ri+ 1

2
, ϕj+ 1

2

) ] ,
а для компактности записи используются соотношения uhi,N2+1 = uhi,0, i = 0, N1 + 1.
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3.3. Аппроксимация оператора R∗ = div

В качестве аппроксимацииR∗h : H∗h → Hh оператораR∗ = div выбираем сопряженный
к построенному в предыдущем пункте оператору Rh:(

Rhu
h,wh

)
H∗

h
=
(
uh,R∗hw

h
)
Hh
. (14)

Конкретный вид оператора R∗h может быть получен непосредственно из (14) с использо-
ванием формул суммирования по частям. Однако более конструктивным представляется
следующий путь вычисления действия оператора R∗h.

Если ввести ei — ортогональный базис в Hh (в скалярном произведении (·, ·)Hh
),

то R∗hw
h — элемент пространства Hh — может быть представлен в виде разложения по

этому базису:

R∗hw
h =

dimHh∑
j=1

(
R∗hw

h, ej
)
Hh

(ej , ej)Hh

ej . (15)

Используя в (15) соотношение (14), получаем

R∗hw
h =

dimHh∑
j=1

(
wh,Rhej

)
H∗

h

(ej , ej)Hh

ej . (16)

В качестве базиса в Hh выберем систему сеточных функций e(ri,ϕj), (ri, ϕj) ∈ ω,
каждая из которых равна единице в одной из точек сетки ω, а во всех остальных точках
этой сетки равна нулю:

e(ri,ϕj)(rk, ϕl) =

{
0, (ri, ϕj) 6= (rk, ϕl),

1, (ri, ϕj) = (rk, ϕl)
∀ (ri, ϕj), (rk, ϕl) ∈ ω,(

e(ri,ϕj), e(ri,ϕj)

)
Hh

= dVi,j = ĥ1,i ĥ2,j ρi.

В случае l1 = 0 к этому набору функций добавляется функция

e0(ri, ϕj) =

{
0, i 6= 0 ∀ j ,
1, i = 0 ∀ j ,

(e0, e0)Hh
= π

(
1

2
h1,1

)2

.

Тогда значение R∗hw
h в точке сетки (ri, ϕj) ∈ ω вычисляется следующим образом:

R∗hw
h(ri, ϕj) =

∑
(rk,ϕl)∈ω

(
wh, Rhe(rk,ϕl)

)
H∗

h(
e(rk,ϕl), e(rk,ϕl)

)
Hh

e(rk,ϕl)(ri, ϕj)

=

(
wh, Rhe(ri,ϕj)

)
H∗

h(
e(ri,ϕj), e(ri,ϕj)

)
Hh

e(ri,ϕj)(ri, ϕj)︸ ︷︷ ︸
||
1

.
(17)
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Сеточная вектор-функция Rhe(ri,ϕj), (ri, ϕj) ∈ ω, во всех точках сетки

ω 1
2

=
{(
ri+ 1

2
, ϕj+ 1

2

)
∈ Ω, 0 ≤ i ≤ N1, 0 ≤ j ≤ N2

}
принимает нулевое значение, кроме четырех:(

ri− 1
2
, ϕj− 1

2

)
,
(
ri+ 1

2
, ϕj− 1

2

)
,
(
ri− 1

2
, ϕj+ 1

2

)
,
(
ri+ 1

2
, ϕj+ 1

2

)
.

В этих точках сеточная вектор-функция Rhe(ri,ϕj) задается ковариантными компонен-
тами следующим образом:

Rhe(ri,ϕj)

(
ri− 1

2
, ϕj− 1

2

)
=

1

2


−1

h1,i

−1

h2,j

 , Rhe(ri,ϕj)

(
ri+ 1

2
, ϕj− 1

2

)
=

1

2


1

h1,i+1

−1

h2,j

 ,

Rhe(ri,ϕj)

(
ri− 1

2
, ϕj+ 1

2

)
=

1

2


−1

h1,i

1

h2,j+1

 , Rhe(ri,ϕj)

(
ri+ 1

2
, ϕj+ 1

2

)
=

1

2


1

h1,i+1

1

h2,j+1

 .
(18)

Здесь и ниже для компактности записи используются соотношения: ϕ− 1
2

= ϕN2+ 1
2
,

h2,0 = h2,N2+1, wkhi± 1
2
,− 1

2

= wkh
i± 1

2
,N2+ 1

2

.
Подставляя (18) в (17), получим

R∗hw
h(ri, ϕj) =

1

ρi

1

2

[
h2,j+1

ĥ2,j

ri+0,5w
1h
i+ 1

2
,j+ 1

2

− ri−0,5w
1h
i− 1

2
,j+ 1

2

ĥ1,i

+

h2,j

ĥ2,j

ri+0,5w
1h
i+ 1

2
,j− 1

2

− ri−0,5w
1h
i− 1

2
,j− 1

2

ĥ1,i

]
+

1

ρi

1

2

[
h1,i+1

ĥ1,i

ri+0,5

w2h
i+ 1

2
,j+ 1

2

− w2h
i+ 1

2
,j− 1

2

ĥ2,j

+

h1,i

ĥ1,i

ri−0,5

w2h
i− 1

2
,j+ 1

2

− w2h
i− 1

2
,j− 1

2

ĥ2,j

]
.

(ri, ϕj) ∈ ω.

(19)

В случае l1 = 0 к (19) следует добавить аппроксимацию дивергенции в центре круга

R∗hw
h(r0, ϕj) =

[
(wh, Rhe0)H∗

h

(e0, e0)Hh

e0 +
∑

(rk,ϕl)∈ω

(wh, Rhe(rk,ϕl))H∗
h

(e(rk,ϕl), e(rk,ϕl))Hh

e(rk,ϕl)

]
(r0, ϕj)

=
(wh, Rhe0)H∗

h

(e0, e0)Hh

e0(r0, ϕj)︸ ︷︷ ︸
||
1

.
(20)
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Сеточная вектор-функция Rhe0 задается ковариантными компонентами следующим
образом:

(Rhe0) 1
2
,j+ 1

2
=

 1

h1,1

0

 , j = 0, 1, . . . , N2. (21)

В остальных точках сетки ω 1
2
она равна нулю.

Подставляя (21) в (20), имеем

R∗hw
h(r0, ϕj) =

1

2πρ0ĥ1,0

N2∑
j=0

r0,5w
1h
1
2
,j+ 1

2

h2,j+1.

3.4. Аппроксимация тензора K и разностная схема

В качестве аппроксимации тензора K̃ из (10), (12) выберем оператор K̃h : H∗h → H∗h,
действующий по правилу

[
w1h

w2h

]
i+ 1

2
,j+ 1

2

=
[
K̃hq

h
]
i+ 1

2
,j+ 1

2

=

 K̂11
1

r2
K̂12

1

r2
K̂21

1

r4
K̂22


i+ 1

2
,j+ 1

2

[
qh1

qh2

]
i+ 1

2
,j+ 1

2

.

Окончательно дискретная сопряженно-операторная модель задачи теплопроводности
имеет вид:

R∗hw
h = fh,

wh = K̃hq
h,

qh = Rh u
h,

uh ∈ Hh, wh ∈ H∗h.

Здесь векторнозначные сеточные функции qh, wh представлены своими ковариантными
и контравариантными компонентами соответственно.

Обоснование сходимости построенной схемы со вторым порядком точности для слу-
чая, когда расчетная область является кольцом или кольцевым сектором (l1 > 0), можно
осуществить аналогично [10]. Обоснование сходимости для l1 = 0 требует дополнитель-
ного исследования.

4. Экономичный алгоритм для случая однородной среды

В этом пункте представлен экономичный алгоритм получения решения построенной
дискретной сопряженно-операторной модели в случае, когда тензор теплопроводности
является единичным оператором, K = G (метрический тензор), а сетка по угловой
переменной равномерная: h2,j = h2.

В качестве расчетной области выберем, ради простоты изложения алгоритма, часть
кольца: l1 > 0, L2 < 2π. Для областей другой формы можно использовать методы,
описанные в [16]. В частности, в случае l1 = 0 применим принцип суперпозиции.
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В принятых ограничениях дискретная модель записывается следующим образом:

R∗hw
h(ri, ϕj)

≡ 1

ρi

1

2

[
ri+0,5w

1h
i+ 1

2
,j+ 1

2

− ri−0,5w
1h
i− 1

2
,j+ 1

2

ĥ1,i

+
ri+0,5w

1h
i+ 1

2
,j− 1

2

− ri−0,5w
1h
i− 1

2
,j− 1

2

ĥ1,i

]
+

1

ρi

1

2

[
h1,i+1

ĥ1,i

ri+0,5

w2h
i+ 1

2
,j+ 1

2

− w2h
i+ 1

2
,j− 1

2

h2
+
h1,i

ĥ1,i

ri−0,5

w2h
i− 1

2
,j+ 1

2

− w2h
i− 1

2
,j− 1

2

h2

]
= f(ri, ϕj),

(ri, ϕj) ∈ ω,

(22)

wh
i+ 1

2
,j+ 1

2

=

[
w1h

w2h

]
i+ 1

2
,j+ 1

2

=
[
G−1qh

]
i+ 1

2
,j+ 1

2
≡

 1 0

0
1

r2


i+ 1

2
,j+ 1

2

[
qh1

qh2

]
i+ 1

2
,j+ 1

2

,

(
ri+ 1

2
, ϕj+ 1

2

)
∈ ω 1

2
,

(23)

qh
i+ 1

2
,j+ 1

2

=

[
qh1

qh2

]
i+ 1

2
,j+ 1

2

=
(
Rhu

h
)
i+ 1

2
,j+ 1

2
≡ −


1

2

(
uhi+1,j − uhi,j

h1,i+1
+
uhi+1,j+1 − uhi,j+1

h1,i+1

)
1

2

(
uhi,j+1 − uhi,j

h2
+
uhi+1,j+1 − uhi+1,j

h2

)
 ,

(
ri+ 1

2
, ϕj+ 1

2

)
∈ ω 1

2
,

uhi,j = 0, (ri, ϕj) ∈ ∂Ω.

(24)

Выберем в качестве первоначально определяемого параметра температуру uh (поста-
новка “в температурах”). После нахождения uh параметры qh, wh могут быть вычислены
из (24), (23).

При выборе такой последовательности определения неизвестных (uh → qh → wh)
требуется выписать уравнение для uh. Оно получается из (22)–(24) последовательным
исключением wh и qh:

R∗hG
−1
h Rh u

h(ri, ϕj) ≡ −
1

ρi

1

4

[(
r̄iu

h
r̄

)
r̂,i,j−1

+ 2
(
r̄iu

h
r̄

)
r̂,i,j

+
(
r̄iu

h
r̄

)
r̂,i,j+1

]
−

1

ρi

1

ĥ1,i

1

4

[
ai
(
uhϕ̄ϕ

)
i−1,j

+
(
ai + ai+1

)(
uhϕ̄ϕ

)
i,j

+ ai+1

(
uhϕ̄ϕ

)
i+1,j

]
= f(ri, ϕj), (25)

1 ≤ i ≤ N1, 1 ≤ j ≤ N2,

uhi,j = 0, (ri, ϕj) ∈ ∂Ω .
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Здесь

r̄i = ri− 1
2

= ri − 0.5h1,i, ai =
h1,i

ri− 1
2

.

Для его решения применим метод разложения в однократный ряд [16].

Введем в рассмотрение µk2(j) =
√

2

L2
sin

k2πj

N2 + 1
, 1 ≤ k2 ≤ N2, 0 ≤ j ≤ N2 + 1, —

собственные функции одномерного оператора

−
(
vhϕ̄ϕ
)
(j) =

−vh(ϕj − h2) + 2vh(ϕj)− vh(ϕj + h2)

h2
2

, vh(ϕ0) = vh(ϕN2+1) = 0,

отвечающие собственным числам λk2 =
4

h2
2

sin2 k2π

2(N2 + 1)
, 1 ≤ k2 ≤ N2.

Рассматривая сеточные функции uh(ri, ϕj) = uhi,j и f(ri, ϕj) = fi,j при фиксирован-
ном i как сеточные функции аргумента j, разложим их по базису µk2 , 1 ≤ k2 ≤ N2:

uhi,j =

N2∑
k2=1

uk2(i)µk2(j), 0 ≤ i ≤ N1 + 1, 0 ≤ j ≤ N2 + 1,

fi,j =

N2∑
k2=1

fk2(i)µk2(j), 1 ≤ i ≤ N1, 1 ≤ j ≤ N2.

(26)

Подставляя (26) в (25) и учитывая равенства

−((µk2)ϕ̄ϕ)(j) = λk2µk2(j),

µk2(0) = µk2(N2 + 1) = 0,

имеем
N2∑
k2=1

{
− 1

ρi

1

4

(
r̄iu

k2
r̄

)
r̂,i

[
µk2(j − 1) + 2µk2(j) + µk2(j + 1)

]
+

1

ρi

1

ĥ1,i

1

4

[
aiu

k2
i−1 + (ai + ai+1)uk2i + ai+1u

k2
i+1

]
λk2µk2(j)

}
=

N2∑
k2=1

fk2(i)µk2(j). (27)

Непосредственная проверка показывает, что

µk2(j − 1) + 2µk2(j) + µk2(j + 1) = λ̃k2µk2(j),

где λ̃k2 = 4 cos2 k2π

2(N2 + 1)
, k2 = 1, 2, . . . , N2.

Учитывая это в (27) и пользуясь линейной независимостью µk2(j), получаем для
каждого k2 трехточечное уравнение на uk2(i) = uk2i :

− 1

ρi

1

4

(
r̄iu

k2
r̄

)
r̂,i
λ̃k2 +

1

ρi

1

ĥ1,i

1

4

[
aiu

k2
i−1 + (ai + ai+1)uk2i + ai+1u

k2
i+1

]
λk2 = fk2(i),

1 ≤ i ≤ N1,

uk20 = uk2N1+1 = 0.

(28)

Суммируя вышесказанное, алгоритм решения задачи (22)–(24) выглядит следующим
образом: находим коэффициенты fk2(i) (БПФ); решаем для каждого k2 = 1, 2, . . . , N2

краевую задачу (28) (метод прогонки); по формуле (26) находим решение uhi,j зада-
чи (25) (БПФ); из (24) и (23) определяем qh и wh.
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