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Путем сравнения с достоверными экспериментальными данными в широком диапазоне давления и
температуры показано, что уравнение состояния реального газа Редлиха–Квонга адекватно отражает все
особенности поведения коэффициента несовершенства, коэффициента дросселирования и приведенной
разности изобарной и изохорной теплоемкостей. Установлено, что это уравнение удовлетворяет ограни-
чениям, необходимым для гиперболичности системы уравнений, описывающих течение реального газа
в трубах.
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By comparison with reliable experimental data in a wide range of pressure and temperature, it has been
shown that the Redlich–Kwong equation of state appropriately reflects all the characteristics of the coefficient
of compressibility, the throttling factor and the normalized difference of specific isobaric and isochoric heat
capacities. It has been found that this equation corresponds to the inequalities required to ensure a set of
equations of gas flow in pipelines to be hyperbolic.
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1. Введение

Системы трубопроводного транспорта природного газа (магистральные газопроводы)
являются существенной отраслью экономики России, от эффективности работы кото-
рой во многом зависит энергетическая безопасность страны. При проектировании таких
систем до настоящего времени используются упрощенные математические модели тече-
ния газа в трубах, основанные на использовании уравнения Дарси–Вейсбаха для расчета
гидравлических характеристик потока и различных модификаций формулы Шухова для
вычисления температуры [1, 2]. И это несмотря на то, что даже в учебной литературе [3]
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излагается современный подход к выводу основных уравнений течения газа в трубах и
методу характеристик для их решения.

Уравнения математической модели изучаемого процесса были выведены из фунда-
ментальных законов сохранения массы, количества движения и энергии еще в 1961 г. [4],
а затем обобщены на случай трубы переменного сечения в 1968 г. [5]. Обзор последующих
публикаций по этой проблеме, в которых основное внимание уделялось разработке адек-
ватных численных методов, пригодных для решения широкого круга задач, включая
заполнение газопровода или его внезапное перекрытие, обнаружение утечки газа при
образовании магистральной трещины трубы, содержится в монографиях [6–8]. В них
читатель найдет и наиболее употребительные уравнения состояния природных газов,
которые используются для замыкания математической модели течения реального газа
в трубах. Цель настоящей статьи — показать, что критерием выбора таких уравнений
должно быть не только их соответствие экспериментальным данным, но и определенным
требованиям термодинамики и теории гиперболических уравнений.

2. Постановка задачи

Предложенная в [4, 5] математическая модель представляет собой систему гипербо-
лических уравнений, аналогичных одномерным уравнениям газовой динамики с допол-
нительными слагаемыми в правой части:

∂ρ

∂t
+

∂

∂x
(ρv) = 0, (1)
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D
− ρvgy′, (3)

где ρ — плотность газа; D — диаметр трубы; E = u + v2
/
2 — полная энергия единицы

массы, равная сумме внутренней энергии u и кинетической энергии; g — ускорение силы
тяжести; y — ордината оси x, отсчитываемая от горизонтальной плоскости, а штрих
означает дифференцирование по x; p — давление газа; q — удельный тепловой поток;
t — время; v — скорость течения газа; λ — коэффициент гидравлического сопротивления.

Последнее слагаемое в уравнении (2) содержит феноменологическое соотношение
Дарси–Вейсбаха, определяющее связь между касательными напряжениями трения на
стенке трубы и скоростью стационарного течения газа. Это соотношение можно также
вывести методами теории подобия. В нем коэффициент гидравлического сопротивле-
ния λ в общем случае зависит от диаметра, относительной шероховатости стенок трубы
и числа Рейнольдса. Возможность использования этой зависимости в случае неустано-
вившегося движения (гипотеза квазистационарности) подробно обсуждается в прило-
жении V монографии И.А.Чарного [9]. Неубывание энтропии при такой форме записи
правой части уравнения (2) подтверждается видом уравнения (68) в монографии [10].
Аналогичное соотношение, определяющее теплопередачу от газа, текущего в трубе, к
внешней среде с известной температурой Te, обычно задается в виде закона Ньютона:

q = α (Te − T ) ,

где T — температура газа; α — суммарный коэффициент теплопередачи.
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3. Основные результаты и их обсуждение

Для однозначного определения решения системы (1)–(3), кроме соответствующих
граничных и начальных условий, необходимо привлечь еще два соотношения, связы-
вающие параметры потока. Из термодинамики известно, что из четырех термодинами-
ческих величин p, ρ, T , u только две независимые [11]. Действительно, согласно теореме
об универсальном интегрирующем множителе, выражение [du+ p dV ] /T (где V = 1/ρ —
удельный объем) является полным дифференциалом удельной энтропии s:

Tds = du+ p dV, (4)

а из условия равенства смешанных производных функции получаем известное соотно-
шение [12]: (

∂i

∂p

)
T

= V − T
(
∂V

∂T

)
p

, (5)

где i — удельная энтальпия.
Таким образом, чтобы замкнуть систему дифференциальных уравнений, достаточно

одного заданного термодинамического потенциала u = u (V, s). Однако в практических
задачах связь термодинамических величин для реальных газов обычно задается в виде
двух уравнений состояния: термического, связывающего переменные p, V и T , и кало-
рического, связывающего внутреннюю энергию u с p и V или энтальпию i с p и T .

Для природных газов, с которыми приходится встречаться в большинстве задач до-
бычи и транспорта, термическое уравнение состояния принято писать в виде

pV = zRT, (6)

где R — газовая постоянная, зависящая от компонентного состава природного газа, а
z — так называемый коэффициент несовершенства газа, определяемый обычно экспе-
риментально в зависимости от отношения давления и температуры к их критическим
значениям pc и Tc, также зависящим от компонентного состава природного газа.

Из соотношения (4) следует, что термическое и калорическое уравнения состояния не
являются независимыми: при известном термическом для определения калорического
уравнения состояния достаточно задания изохорной и изобарной теплоемкостей(

∂u

∂T

)
V

= cV ,

(
∂i

∂T

)
p

= cp

как функций p и T , которые, как правило, считаются положительными и, кроме того,
cp > cV .

Ограничимся рассмотрением физически однородных газов, уравнения состояния ко-
торых удовлетворяют условиям термодинамического равновесия. Тогда в случае задания
уравнения состояния в виде потенциала u = u (V, s) условия устойчивости термодинами-
ческого равновесия формулируются так [12, 13]: матрица

∂2u

∂V 2

∂2u

∂V ∂s
∂2u

∂s ∂V

∂2u

∂s2


является положительно определенной, т. е. вторые производные функции u = u (V, s)
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удовлетворяют следующим условиям:

∂2u

∂V 2
> 0,

∂2u

∂V 2

∂2u

∂s2
−
(

∂2u

∂s ∂V

)2

> 0,
∂2u

∂s2
> 0.

Так как T =
(
∂u

∂s

)
V

и p = −
(
∂u

∂V

)
s
, то указанные условия можно привести к виду:

(
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)
s

< 0, (7)(
∂p

∂V

)
s

(
∂T
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)
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+

(
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)
V

(
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< 0, (8)(
∂T

∂s

)
V

> 0. (9)

Эти условия играют важную роль в математической теории уравнений газовой дина-
мики: они обеспечивают их гиперболичность и, следовательно, возможность корректной
постановки задачи Коши [13, 14]. Однако они оказываются недостаточными для един-
ственности разрывных решений задачи Коши, и на уравнения состояния необходимо
наложить следующие дополнительные ограничения, не вытекающие непосредственно из
требований термодинамики, но необходимые для устойчивости ударной волны [14]:

∂2u

∂V ∂s
=

(
∂T

∂V

)
s

< 0, (10)(
∂3u

∂V 3

)
s

=

(
∂2p

∂V 2

)
s

> 0. (11)

Поскольку уравнение состояния реальных газов обычно задается в виде (6), рассмот-
рим ограничения, которым должна удовлетворять функция z > 0 для выполнения усло-
вий (7)–(11).

С учетом (5) уравнение (4) можно привести к виду

Tds = cp dT − T
(
∂V

∂T

)
p

dp. (12)

Кроме того, имеем

dV =

(
∂V

∂p

)
T

dp+

(
∂V

∂T

)
p

dT. (13)

Исключая из (12) с помощью (13) сначала dT , a затем dp, получаем

T ds = cp

(
∂V

∂T

)−1
p

dV − cV
(
∂V

∂T

)−1
p

(
∂V

∂p

)
T

dp, (14)

T ds = cV dT − T
(
∂V

∂T

)
p

(
∂V

∂p

)−1
T

dV. (15)
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При этом использовано известное в термодинамике соотношение

cp − cV = T

(
∂p

∂T

)
V

(
∂V

∂T

)
p

. (16)

Из (14) и (15) получаем (
∂p

∂V

)
s

=

(
cp
cV

)(
∂V

∂p

)−1
T

, (17)(
∂T

∂V

)
s

=
T

cV

(
∂V

∂T

)
p

(
∂V

∂p

)−1
T

, (18)(
∂T

∂s

)
V

=
T

cV
. (19)

Считая теплоемкости реальных газов положительными, из (17) имеем, что для вы-
полнения условия (7) необходимо и достаточно, чтобы(

∂V

∂p

)
T

=
V

zp

(
p
∂z

∂p
− z
)
< 0,

то есть

z1 = z − p ∂z
∂p

> 0. (20)

Учитывая равенства (16)–(19), условие (8) можно привести к виду

T

cV

(
∂V

∂p

)−1
T

< 0,

откуда следует, что условия (7)–(9) выполняются для всех реальных газов с уравнением
состояния (6) при z1 > 0.

Из условия (10) на основании (18) получим(
∂V

∂T

)
p

=
V

zT

(
z + T

∂z

∂T

)
> 0,

то есть

z2 = z + T
∂z

∂T
> 0. (21)

Таким образом, для выполнения условий (7)–(10) необходимо и достаточно наложить
следующие требования на функцию z (p, T ):

∂

∂p

(
z

p

)
< 0, (22)

∂

∂T
(zT ) > 0. (23)
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Неравенство (22) позволяет ввести важный в дальнейшем физический параметр —
скорость звука [13]:

c2 =

(
∂p

∂ρ

)
s

= kRT

(
z2

z1

)
> 0,

где показатель адиабаты k > 1.
Проверку ограничений (22) и (23), накладываемых на коэффициент несовершенства

реального газа, выполним на примере уравнения Редлиха–Квонга [15]:

p =
RT

V − b
− a√

T V (V + b)
, (24)

где коэффициенты a и b могут быть определены по критическим значениям давления pc
и температуры Tc следующим образом:

a = m1
R2T 2.5

c

pc
, b = m2

RTc
pc

, m1 = 0.42748, m2 = 0.08664.

Это уравнение выбрано по следующим причинам: 1) авторы монографии [15] считают
его “наиболее удачным двухпараметрическим уравнением состояния”; 2) оно наиболее
часто используется при расчетах поведения газовых смесей [16], в том числе при расчетах
условий термодинамического равновесия газовых гидратов [17].

Подставляя в уравнение (24) уравнение (6), получим следующее кубическое уравне-
ние для коэффициента несовершенства:

z3 − z2 +
(
A−B (B − 1)

)
z −AB = 0, (25)

где A = m1
pr
T 2.5
r

, B = m2
pr
Tr
, Tr и pr — приведенные, т. е. отнесенные к своим критическим

значениям, температура и давление.
Первый вывод подтверждается результатами сравнения решения уравнения (25) с

данными базы [18], составленной Национальным институтом стандартов и технологий
США. Сравнение в диапазоне изменения приведенного давления 0.5÷10.5 и приведенной
температуры 1.0 ÷ 1.8 велось не только по коэффициенту несовершенства газа, но и по
коэффициенту дросселирования [15]:

ε =
RT 2

cpp

∂z

∂T
,

и по нормированной разности удельных теплоемкостей [15]:

cp − cV
R

=

(
z + T

∂z

∂T

)2
z − p ∂z

∂p

.

В указанном диапазоне изменения давления и температуры для метана с парамет-
рами pc = 4.5992МПа, Tc = 190.564К [18] уравнение (25) имеет один действительный
корень, являющийся функцией приведенных давления и температуры.

Результаты тестирования, представленные на рисунках 1–3, свидетельствуют о доста-
точном для практических расчетов соответствии уравнения Редлиха–Квонга опытным
данным. На этих рисунках видно, что оно правильно отражает особенности поведения
коэффициента несовершенства газа (рис. 1), коэффициента дросселирования (рис. 2) и



Э.А. Бондарев, А.Ф. Воеводин, К.К. Аргунова, И.И. Рожин 245

приведенной разности теплоемкостей газа (рис. 3), при этом вычисленные значения для
первых двух характеристик несколько выше, а для третьей — несколько ниже, базовых
данных (сравни поверхности 1 (расчет) и 2 (данные) на этих рисунках).

Рис. 1. Зависимость коэффициента несовершенства газа от приведенных давления и темпера-
туры (1 — уравнение Редлиха–Квонга, 2 — база данных [18])

Рис. 2. Зависимость коэффициента дросселирования от приведенных давления и температуры
(1 — уравнение Редлиха–Квонга, 2 — база данных [18])
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Рис. 3. Зависимость нормированной разности теплоемкостей от приведенных давления и тем-
пературы (1 — уравнение Редлиха–Квонга, 2 — база данных [18])

Последующее тестирование на ограничения (22) и (23), накладываемые на уравне-
ние состояния природного газа для выполнения требований гиперболичности уравнений
газовой динамики (1)–(3), показало, что уравнение Редлиха–Квонга можно использо-
вать для замыкания этой системы и, следовательно, для описания процессов добычи
и транспорта природного газа (рис. 4 и рис. 5). Однако следует отметить немонотон-
ную зависимость функций z1 из (20) и z2 из (21) от давления в окрестности плоскости
Tr = 1, pr = 1. Как уже было отмечено относительно использования уравнения Ван-
дер-Ваальса [14], здесь такое поведение указанных функций отражает неустойчивость
термодинамического равновесия газа вблизи критической точки.

Рис. 4. Зависимость функции z1 от приведенных давления и температуры
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Рис. 5. Зависимость функции z2 от приведенных давления и температуры

4. Заключение

Математической моделью течения природного газа в современных магистральных
газопроводах с рабочим давлением 10МПа является система дифференциальных урав-
нений в частных производных гиперболического типа, отличающаяся от одномерных
уравнений газовой динамики только видом правых частей. Следовательно, для замы-
кания этих уравнений кроме феноменологических соотношений, описывающих вязкое
трение и теплообмен с окружающей средой, следует использовать уравнения состояния
газа, отвечающие не только правилам термодинамики, но и требованиям устойчивости
разрывных решений. В статье показано, что уравнение Редлиха–Квонга, широко исполь-
зуемое для расчетов поведения газонефтяных смесей, соответствует и математическим
требованиям однозначности разрывных решений задачи Коши для уравнений газовой
динамики.
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