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1. Введение

Исследована обратная задача определения старшего коэффициента, зависящего от
времени, по нелокальной дополнительной информации. Дополнительной информацией
относительно решения прямой задачи может быть значение в какой либо точке [1] или
на границе области [16]. В некоторых случаях дополнительное условие задается в виде
интеграла по области (нелокальное условие) [1]. Обратные задачи с нелокальными усло-
виями возникают в теплопереносе, термоэластичности, химической кинетике, медицине
[3–5, 7, 9, 10, 17].
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Одним из перспективных направлений в медицине является лечение с помощью по-
лимерных пленок, содержащих лекарственные вещества (ЛВ). Такие пленки должны
продолжительное время поддерживать требуемый уровень лекарственного вещества в
крови или тканях пациента [2, 11, 12]. Если пренебречь процессами растворения или
разрушения полимера, то основным механизмом высвобождения ЛВ из пленки будет
диффузия. Одной из важнейших характеристик, влияющей на выход ЛВ из полимерной
пленки, является коэффициент диффузии пленки, который меняется со временем и в
общем случае неизвестен.

В данной работе исследована обратная задача определения старшего коэффициен-
та, зависящего от времени, по нелокальной дополнительной информации. В пункте 2
приводится постановка прямой и обратной задачи и изложен алгоритм, основанный на
линеаризованной схеме аппроксимации по времени [1]. В пункте 3 для приближенного ре-
шения нелинейной обратной задачи построен градиентный метод минимизации целевого
функционала. В п. 4 приведены результаты численных расчетов и проведен сравнитель-
ный анализ линеаризованного и градиентного метода решения обратной задачи.

2. Постановка задачи и конечно-разностный алгоритм

Пусть относительно решения u(x, t) прямой задачи:

q(t)ut = div
(
σ(x)∇u

)
, x ∈ Ω ∈ Rn, t ∈ (0, T ), (1)

u(x, 0) = u0(x), x ∈ Ω, (2)

u |∂Ω= 0, t ∈ (0, T ), (3)

в которой коэффициенты q и σ предполагаются положительными, задана нелокальная
дополнительная информация∫

Ω

u(x, t) dx = f(t), t ∈ (0, T ). (4)

В обратной задаче (1)–(4) требуется определить коэффициент диффузии q(t) по за-
данным функциям σ(x), u0(x) и f(t).

Обратная задача определения пары функций (1)–(4) является нелинейной. В ста-
тье [1] рассматриваются задачи определения старшего коэффициента многомерного па-
раболического уравнения, зависящего от времени, по дополнительной информации как
о решении во внутренней точке рассматриваемой области, так и по заданному интегра-
лу от решения задачи по области. Для приближенного решения нелинейной обратной
задачи построены линеаризованная аппроксимация по времени и конечно-элементная
аппроксимация по пространству. Вычислительный алгоритм основан на специальной де-
композиции приближенного решения на равномерной сетке по времени.

Изложим кратко алгоритм работы [1] в применении к задаче (1)–(4). Пусть Nt — ко-
личество узлов по времени равномерной сетки ht = T/Nt. Обозначим um(x) = u(x, htm),
qm = q(htm). Для решения прямой задачи (1)–(3) применим неявную схему:

qm+1u
m+1 − um

ht
= div

(
σ(x)∇um+1

)
, x ∈ Ω, m = 0, . . . , Nt − 1, (5)

u0(x) = u0(x), x ∈ Ω, (6)

um |∂Ω= 0. (7)
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Данные обратной задачи перепишем в виде∫
Ω

um(x) dx = fm, m = 0, . . . , Nt. (8)

В силу нелинейности дискретной обратной задачи рассмотрим линеаризованную схе-
му второго порядка, в которой приближенное решение на новом временном шаге нахо-
дится из линейной задачи. Схема основана на следующем приближении q(t)u(t) в точ-
ке tm+1/2:

qm+1/2um+1/2 =
1

2

[
qm+1um + qmum+1

]
+O(h2

t ).

Тогда схему (5), отвечающую за уравнение, можно переписать следующим образом:

qm+1u
m+1 − um

ht
=
qm+1

2

[
div
(
σ(x)∇um+1

)
qm

+
div
(
σ(x)∇um

)
qm+1

]
.

Предполагаем, что решение в начальный момент времени q(0) нам известно. Переход с
временного слояm на слойm+1 осуществляется следующим образом. Сначала решаются
две вспомогательные прямые задачи:

qmym+1 − ht
2

div
(
σ(x)∇ym+1

)
= qmum, ym+1 |∂Ω= 0,

qmwm+1 − ht
2

div
(
σ(x)∇wm+1

)
=
ht
2
qm div

(
k(x)∇um

)
, wm+1 |∂Ω= 0.

Затем находится неизвестный коэффициент

qm+1 =

∫
Ω

wm+1(x) dx

fm+1 −
∫
Ω

ym+1(x) dx
. (9)

3. Метод оптимизации

Приближенное решение коэффициентной обратной задачи будем искать, минимизи-
руя целевой функционал

J(q) =

T∫
0

∫
Ω

u(x, t; q) dx− f(t)

2

dt→ min
q
.

1. Задаем начальное приближение q(0)(t).

2. Предположим, что приближенное решение q(k)(t) известно и покажем как опреде-
лить q(k+1)(t).

3. Решаем прямую задачу:

q(k)(t)u
(k)
t = div

(
σ(x)∇u(k)

)
, x ∈ Ω, t ∈ (0, T );

u(k)(x, 0) = u0(x);

u(k) |∂Ω= 0.
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4. Решаем сопряженную задачу:

(
q(k)(t)ψ(k)

)
t

= −div
(
σ(x)∇ψ(k)

)
− 2

 ∫
Ω

u(k)(x, t) dx− f(t)

 , x ∈ Ω, t ∈ (0, T );

ψ(k)(x, T ) = 0, x ∈ Ω,

ψ(k) |∂Ω= 0, t ∈ (0, T ).

5. Определяем градиент функционала

J ′(q(k)
)
(t) =

∫
Ω

u
(k)
t (x, t)ψ(k)(x, t) dx.

6. Находим q(k+1)(t) по формуле:

q(k+1)(t) = q(k)(t)− αJ ′q(k)(t),

здесь α > 0 — параметр спуска (в расчетах п. 4 выбран α = 0.2).

Сходимость метода Ландвебера для нелинейной коэффициентной обратной задачи была
доказана в работе [13]. Для уменьшения числа итераций можно использовать априорную
информацию о принадлежности искомого решения некоторому классу функций [14, 15].

4. Численные расчеты

В численных расчетах мы полагали n = 1, σ(x) ≡ 1, T = 1, Ω = (0, L), L = 2,
Nx = 100, Nt = 500, hx = L/Nx. Начальные данные u0(x) = sin(πx/4) + 2x. Параметр
спуска α = 0.2. Начальное приближение q(0)(t) ≡ 1. Возмущенные данные заданы в
следующем виде:

fδ(t) = f(t)
(
1 + δξ

)
,

где ξ — случайная величина, которая имеет непрерывное равномерное распределение на
отрезке [−1, 1], δ > 0 — уровень погрешности.

На рисунках 1–5 представлены результаты расчетов в случае, когда q(t) = 2: рис. 1 —
линии уровня решения прямой задачи; рис. 2 — точные данные обратной задачи (ли-
ния 1) и возмущенные данные δ = 0.01 (линия 2); рис. 3 — точное решение обратной за-
дачи (линия 1) и приближенное решение обратной задачи на 2000-й итерации (линия 2);
рис. 4 — точное решение обратной задачи (линия 1) и приближенное решение обратной
задачи на 2000-й итерации (линия 2) для возмущенных данных δ = 0.01; рис. 5 — точ-
ное решение обратной задачи (линия 1) и приближенное решение обратной задачи по
линеаризованной схеме (линия 2) для точных данных.

На рисунках 6–10 приведены результаты расчетов в случае, когда q(t) = 4 +
0.5 sin(10t)− 3t: рис. 6 — линии уровня решения прямой задачи; рис. 7 — точные данные
обратной задачи (линия 1) и возмущенные данные δ = 0.01 (линия 2); рис. 8 — точное
решение обратной задачи (линия 1) и приближенное решение обратной задачи на 2000-й
итерации (линия 2); рис. 9 — точное решение обратной задачи (линия 1) и приближен-
ное решение обратной задачи на 2000-й итерации (линия 2) для возмущенных данных
δ = 0.01; рис. 10 — точное решение обратной задачи (линия 1) и приближенное решение
обратной задачи по линеаризованной схеме (линия 2) для точных данных.
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Рис. 1. Линии уровня решения прямой задачи q(t) = 2

Рис. 2. Данные обратной задачи: ли-
ния 1 — f(t), линия 2 — f0.01(t)

Рис. 3. Решение обратной задачи: ли-
ния 1 — точное решение, линия 2 — при-
ближенное решение q(2000)(t), δ = 0

Рис. 4. Решение обратной задачи: ли-
ния 1 — точное решение, линия 2 — при-
ближенное решение q(2000)(t), δ = 0.01

Рис. 5. Решение обратной задачи: ли-
ния 1 — точное решение, линия 2 — при-
ближенное решение, полученное по фор-
муле (9), δ = 0



60 СИБИРСКИЙ ЖУРНАЛ ВЫЧИСЛИТЕЛЬНОЙ МАТЕМАТИКИ. 2018. Т. 21, №1

Рис. 6. Линии уровня решения прямой задачи
q(t) = 4 + 0.5 sin(10t)− 3t

Рис. 7. Данные обратной задачи: ли-
ния 1 — f(t), линия 2 — f0.01(t)

Рис. 8. Решение обратной задачи: ли-
ния 1 — точное решение, линия 2 — при-
ближенное решение q(2000)(t), δ = 0

Рис. 9. Решение обратной задачи: ли-
ния 1 — точное решение, линия 2 — при-
ближенное решение q(2000)(t), δ = 0.01

Рис. 10. Решение обратной задачи: ли-
ния 1 — точное решение, линия 2 — при-
ближенное решение, полученное по фор-
муле (9), δ = 0
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5. Заключение

Численные расчеты показывают, что оптимизационный метод решения обратной за-
дачи является более устойчивым к ошибкам в данных, чем метод, предложенный в ра-
боте [1]. Расчеты показывают, что если q(t) монотонно убывает, то в этом случае опти-
мизационный метод является более устойчивым к ошибкам в данных обратной задачи
(рис. 8, 9).

Отметим, что предложенный оптимизационный алгоритм можно применить в случае,
когда дополнительная информация (4) задается только в отдельные моменты времени tj ,
j = 1, 2, . . . ,K: ∫

Ω

u(x, tj) dx = f(tj), t = tj , j = 1, 2, . . . ,K.

Изменится только постановка сопряженной задачи:(
q(k)(t)ψ(k)

)
t

= −div
(
σ(x)∇ψ(k)

)
, x ∈ Ω, t ∈ (0, T ), t 6= tj , j = 1, . . . ,K,

[
q(k)(t)ψ(k)

]
t=tj

= −2

∫
Ω

u(k)(x, tj) dx− f(tj)

 , x ∈ Ω, j = 1, . . . ,K,

ψ(k)(x, T ) = 0, x ∈ Ω,

ψ(k) |∂Ω= 0, t ∈ (0, T ).

Здесь
[
q(k)(t)ψ(k)(x, t)

]
t=tj

означает скачок функции q(k)(t)ψ(k)(x, t) на линии t = tj .
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