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Исследуется естественная конвекция вязкой несжимаемой жидкости в канале, образованном 
двумя бесконечными вертикальными параллельными пластинами. Рассматривается полностью развитое 
ламинарное течение в вертикальном канале при стационарно-периодическом режиме на границах. Учиты-
вается влияние внутреннего нагрева вследствие вязкой диссипации. В результате разделения скорости 
и температуры на стационарную и периодическую части возникает обыкновенное дифференциальное 
уравнение второго порядка, решение которого дает выражения для скорости и температуры, амплитуд 
и фаз температуры и скорости, а также скорости теплопереноса и трения на пластинах. При наличии 
вязкой диссипации жидкость с относительно малым числом Прандтля имеет более высокую темпера-
туру, чем стенки канала, и тепло переносится от жидкости к пластине. 

Ключевые слова: свободная конвекция, вязкая диссипация, периодиче-
ский подвод тепла. 

ВВЕДЕНИЕ 

Исследование естественной конвекции, вызываемой стационарно-периоди-
ческой температурой, очень важно ввиду ее приложений в различных инженерных 
и экологических задачах. Например, в системах автоматического управления электри-
ческие и электронные компоненты часто подвергаются периодическому нагреву и 
охлаждению в результате естественных процессов конвекции. В работе [1] изуча-
лось влияние периодического нагрева на течения, рассматривался случай, когда 
температура поверхности изменяется незначительно около среднего уровня, более 
высокого, чем температура окружающей среды. Авторы выполнили анализ  
возмущений в терминах амплитуды температуры поверхности, но их результаты 
ограничены небольшими амплитудами колебания температуры поверхности.  
В работе [2] эта же задача решалась с помощью несколько иного представления 
возмущений, и результаты по-прежнему были ограничены небольшими амплиту-
дами. Авторы работы [3] разделяли температуру и скорость на стационарную  

©  Джа Б.К., Аджибейд А.О., 2011 



 

 

 

584 

и периодическую части, изучая влияние синусоидального изменения температуры 
поверхности, они получили решения для больших частот. Работа [4] обобщила 
исследование [3] на случай включения неоднородной температуры поверхности  
с помощью формальных асимптотических разложений, но их результаты по-
прежнему справедливы лишь для малой амплитуды температуры поверхности. 
Авторы [5] использовали конечно-разностный подход в своем исследовании лами-
нарной естественной конвекции с осциллирующей температурой поверхности, и 
они смогли преодолеть ограничения по амплитуде. Работы [6−8] внесли дополни-
тельный вклад в исследование течения жидкости около бесконечной пластины  
с осциллирующей температурой поверхности. Другой работой, в которой рассмат-
ривается течение жидкости в канале, вызываемое осциллирующей температурой 
поверхности, является работа [9], в которой изучалась полностью развитая кон-
векция между двумя периодически нагреваемыми параллельными пластинами. 
Исследование имело отношение к миниатюризации электрических и электронных 
панелей. В работе [10] исследовалось влияние числа Струхаля на развитие погра-
ничного слоя между двумя периодически нагреваемыми пластинами и был сделан 
вывод, что число Струхаля оказывает обратное влияние на нестационарное тече-
ние, оно уменьшается до нуля при высоких числах Струхаля. Авторы [11] иссле-
довали смешанную конвекцию в круглом канале, подвергавшемся периодическим 
синусоидальным изменениям температуры на стенке, и показали, что существует 
резонансная частота, при которой скорость колебаний достигает максимума. Они  
показали также, что резонансная частота является функцией числа Прандтля (Pr) и 
радиального положения. Авторы работы [12] изучали влияние генерации теп-
ла и поглощения на естественную конвекцию между двумя бесконечными верти-
кальными параллельными пластинами, подвергающимися периодическому нагре-
ву при наличии отсоса и инжекции. Их работа показывает, что влияние тепла 
и поглощения на течение взаимны. 

Вязкость жидкости чувствительна к повышению температуры (см. [13, 14]). 
Например, вязкость воды уменьшается на 140 % при повышении температу-

ры от 380 K ( )1 10, 0131 см сgµ − −= ⋅  до 420 K ( )1 10, 00548 cм сgµ − −= ⋅  [15]. Это измене-

ние вязкости жидкости в зависимости от температуры может влиять на характери-
стики потока, а также на эффективность работы промышленного оборудования, 
где важна смазка [16]. Более ранние исследования на свободноконвективных тече-
ниях жидкости пренебрегали эффектами вязкой диссипации до появления 
работы [17], где показано, что в стационарном свободноконвективном течении 
нельзя пренебрегать теплом, выделяющимся из-за вязкой диссипации, для жидко-
стей с высоким числом Прандтля или течений при высоком гравитационном поле. 
В работе [17] отмечено, что влияние вязкой диссипации в естественной конвекции 
заметно, когда индуцированная кинетическая энергия становится значительной по 
сравнению с количеством переданного тепла. Вообще в сдвиговом течении часть 
работы рассеивается в виде тепла и разогрева, вызванного сдвигом, что опреде-
ленно приводит к повышению температуры внутри жидкости (см. [18]). Авторы 
[19] признали вязкую диссипацию турбулентной кинетической энергии в качестве 
важного источника тепла в ураганах и показали, что этот источник тепла увеличи-
вает их интенсивность. В независимых работах авторы [20, 21] использовали ме-
тод рядов возмущений для анализа совокупного воздействия силы плавучести и 
вязкой диссипации на течение жидкости в вертикальных каналах. В работе [20] 
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сделан вывод, что в случае восходящего потока безразмерные скорость и тем-
пература являются возрастающими функциями параметра вязкой диссипации, а  
в случае нисходящего потока скорость уменьшается, несмотря на повышение темпера-
туры с увеличением вязкой диссипации. В работе [21] сделан вывод, что в случае 
асимметричного нагрева вязкая диссипация усиливает обращение нисходящего по-
тока в то время как в случае восходящего потока она снижает этот эффект. Авторы 
работы [22] исследовали влияние вязкой диссипации в вертикальной трубе  
с равномерным тепловым потоком и пришли к выводу, что в течении, подпиты-
ваемом плавучестью, безразмерная скорость вблизи стенки канала увеличивается 
при увеличении числа Бринкмана. В аналогичной работе [23] использовалось два 
различных разложения возмущения с целью изучения полностью развитой лами-
нарной смешанной конвекции в наклонном канале и был сделан вывод, что нали-
чие вязкой диссипации приводит к резкой зависимости коэффициента безразмерно-
го падения давления и числа Нуссельта от числа Грасгофа. Дальнейший вклад  
в изучение эффектов вязкой диссипации внесли авторы [24−30]. 

Целью данной работы является исследование поведения течения в верти-
кальном канале, когда конвекция вызывается периодическим нагревом пластин и 
учитывается влияние вязкой диссипации. Когда член вязкой диссипации включа-
ется в уравнение энергии, температурное поле зависит от поля скоростей через 
нелинейный член в уравнении энергии. Эта связь отсутствует, когда пренебрегают 
членом вязкой диссипации. 

МАТЕМАТИЧЕСКИЙ  АНАЛИЗ 

Ниже рассматривается полностью развитое ламинарное течение вязкой  
несжимаемой жидкости в вертикальном канале, возникающее вследствие стацио-
нарно-периодического температурного режима на ограничивающих пластинах. 
Пластины канала считаются вертикальными, параллельными оси х в точках у = ± h 
(рис. 1). Обе пластины симметрично подвергаются стационарно-периодическому 
нагреву, вследствие эффекта плавучести, индуцированного градиентом температу-
ры, автоматически устанавливается естественная конвекция, и из-за вязкости ра-
бочей жидкости скорость на границе остается равной нулю. Из-за симметричности 
условий на границах достаточно исследовать течение в одной половине канала 
( 0 y h≤ ≤ ). 

Следуя [10] и учитывая нагрев вследствие вязкой диссипации, уравнения им-
пульса и энергии для рассматриваемой физической задачи запишем в виде: 

2
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= + −
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Рис. 1. Конфигурация течения и система 
                           координат. 
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где граничные условия на обеих пластинах имеют вид: 

( ) ( ) 1 2, 0 , , cos( ).u h t T h t T T tω± = ± = +                                (3) 

Чтобы разделить температуру на стационарную и периодическую части, использу-
ем следующие выражения: 

2

1 0 2( ) ( ) ( ) ,i tg h
u T T A T B e ωβ

η η
ν

= − +⎡ ⎤⎣ ⎦                                  (4) 

0 1 0 2( ) ( ) ( ) ,i tT T T T F T G e ωη η= + − +                                     (5) 

где ( )A η , ( )F η  представляют собой стационарные части, а ( ),B η  ( )G η  ⎯  
периодические части, соответственно, скорости и температуры. 

Подставляя уравнения (4) и (5) в уравнения (1) и (2), получаем с учетом гра-
ничных условий (3) следующие обыкновенные дифференциальные уравнения вто-
рого порядка в безразмерном виде: 

( )( ) ( ) ( )2

( ) ( ), ( ) St ( ) ( ),

( ) E , ( ) Pr ( ) 2 ,

A

c c

F B i B G

F A G St G E A B

η η η η η

η η η η η η

′′ ′′= − − = −

′′ ′ ′′ ′ ′= − =
                   (6) 

которые решаются при следующих граничных условиях: 

( 1) ( 1) 0, ( 1) ( 1) 1.A B F G± = ± = ± = ± =                                 (7) 

Безразмерные величины в вышеприведенных уравнениях определяются следую-
щим образом: 

( )2 2 4 2
1 0, E , St , и Pr .
p

g h T Ty h

h C

β ω ν
η

αν ν α

−
= = = =                     (8) 

St ⎯ число Струхаля, соответствующее частоте периодического нагрева, Pr ⎯ 
число Прандтля и E ⎯ число Эккерта. Физические величины, используемые  
в выражениях (8), определены в списке обозначений. 

Поскольку уравнения (6) совместные, мы разрешаем связи с использованием 
возмущения: 

0 1Ep p p= +                                                     (10) 

для ( ) ( ) ( ), , ,A B Fη η η  ( ) ,G η  где E 1.  
Решив систему обыкновенных дифференциальных уравнений второго поряд-

ка (6) с граничными условиями (7) и используя возмущение (10), получим  
следующие результаты при Pr ≠ 0: 

( )41
( ) 1 E 1

12
,F η η= + +⎛ ⎞

⎜ ⎟
⎝ ⎠

                                           (11) 

( ) ( )2 6 21 1
( ) 1 E 15 14 ,

2 360
A η η η η= − + − +⎛ ⎞

⎜ ⎟
⎝ ⎠

                           (12) 
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( ) ( ) ( )
( ) ( )

2
5 1 2

3 4

cos h St Pr sin h St Prcos h St Pr
( ) , (13)

cos h St Pr cos h St sin h St

X X z X zz
G E

z X z X z

η η η ηη
η

η η η

⎛ ⎞− +
⎜ ⎟= + ⎜ ⎟⎜ ⎟+ −⎝ ⎠
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( )
( )

( )
( )

( ) ( )(
( ) ( ) ( ) ( ))0

2
1

2
1 2 2

cos h St cos h St Pr
( )

St(1 Pr) cos h St cos h St Pr

cos h St

cos h St Pr sin h St sin h St Pr ,

z zi
B

z z

E C R z

q q z R z q z

η η
η

η η

η η η η η η

= − +
−

+ +

+ + + +

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

+       (14) 

где ( ) 0 1 2 1 2, 1, 2, ..., 5 , , , , ,iz X i q q q R R=  и C ⎯ постоянные, поясненные в Прило-
жении. 

Выражения для температуры и скорости (13) и (14) становятся неопределен-
ными при Pr = 1, поэтому мы решаем уравнение (6) для Pr = 1 и получаем следую-
щие результаты: 

( )
( )

( ) ( ) ( ) ( )( )2 3
1 0 2

cos h St
( )

cos h St

E 2 cos h St 2 sin h St ,

z
G

z

d k z k k z

η
η

η η η η η

= +

+ + + +

             (15) 

( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( )( )2 4 3
0 2 4 1 3

( ) sin h St tg h St cos h St
2 St cos h St

E 2 cos h St 2 sin h St ,

iz
B z z z

z

m m m z m m z

η η η η

η η η η η η

= −

+ + + + +

+

   (16) 

где постоянные 0 1 2 0 1 2 3 4, , , , , , , ,k k k m m m m m  d даны в Приложении. 
Если пренебречь влиянием вязкой диссипации (E = 0), то результаты, пред-

ставленные в уравнениях (11)−(16), совпадают с результатами работы [10]. 
Фаза температуры (ψ) и фаза скорости (χ) получаются из выражений: 

1 1tg n и tg n .i i

R R

G B

G B
ψ χ− −= =

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

                                   (17) 

Амплитуды периодической температуры и периодической скорости даются фор-
мулами: 

( ) ( )1 2 1 22 2 2 2и ,R i R iG G G B B B= + = +                               (18) 

где ,RG  RB — периодические температура и профиль скорости в фазе, а ,iG  iB  
сдвинуты относительно нее на 90°. Положительные значения RB  изображают ско-
рость в положительном направлении, в то время как отрицательные значения ука-
зывают на обратное течение. Фаза скорости χ ⎯ это угол, на который течение от-
клоняется от восходящего направления (в фазе), а B  обозначает абсолютную 
скорость в любой точке канала. 

Выбирая dG dY  и dB dY  на пластинах, получаем скорость теплопередачи 
(Nu) и трение (τ) соответственно по формулам 

( )
( )

St Pr sin h St Pr
Nu

cos h St Pr

z z

z
= +  



 

 

 

588 

( )( ) ( )
( ) ( )
( ) ( ) ( )

5 1 2

2 1

3 4 4

St Pr sin h St Pr

E St Pr 2 cos h St Pr

St sin h St St cos h St

,

X X z X z

X z X z

X z X z X z z

− +

+ + −

+ − −

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

                (19) 

( ) ( )( )
( )( ) ( )( ( ) ( )

( )( ) ( ) ( ) ( ))
1 2 1 2

0 1 2 2 1

St tg h St St Pr tg h St Pr ,
St(1 Pr)

E St sin h St 2 St cos h St ,

St Pr sin h St Pr St Pr 2 cos h St Pr .

i
z z z z

C R z R z R R z z

q q z q z q z q z

τ = −
−

+ + + + +

+ + + +

  (20) 

РЕЗУЛЬТАТЫ  И  ИХ  ОБСУЖДЕНИЕ 

Рассматривается свободноконвективное течение вязкой несжимаемой жидко-
сти между двумя бесконечными вертикальными параллельными пластинами.  
Устанавливается конвективный поток вследствие периодического нагрева пластин 
канала. Рассматривается также влияние на течение тепла, выделяющегося вследст-
вие вязкой диссипации. Поток определяется тремя основными параметрами, а 
именно: числом Струхаля (St), которое представляет частоту периодического 
подвода тепла на пластины, числом Прандтля (Pr), которое обратно пропор-
ционально температуропроводности рабочей жидкости, и числом Эккерта (E), 
которое является параметром вязкой диссипации. Значения Pr выбираются  
между безразмерными значениями 0,044 и 7,0, учитывая диапазон Pr для ртути 
(0,008−0,041), паров воды (0,882−0,994), кислорода (0,729−0,759), воздуха 
(0,703−0,784), воды (5,18−8,91) и т. д. (см. [31]). Значения St выбираются между 0 
и 10, в то время как параметр вязкой диссипации (E) предполагается принимаю-
щим значения в интервале −0,5÷0,5. Положительные значения E являются показа-
телем производства тепла от касательного напряжения в жидкости, отрицательные 
значения означают поглощение тепла и, наконец, нулевое значение E означает, что 
членом вязкой диссипации пренебрегается и задача совпадает с рассмотренной  
в работе [10]. Результаты представлены в графической форме на рис. 2−12 таким 
образом, чтобы четко выявить влияние каждого из управляющих параметров на  
поведение течения. 

На рис. 2 показано влияние E на распределение температуры, возрастающей  
с увеличением параметра вязкой диссипации. На рис. 3 температура оказывается 

 
 

Рис. 2. Распределение температуры. St = 1, Pr = 0,044.
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убывающей функцией Pr, так как увеличение Pr соответствует уменьшению  
температуропроводности рабочей жидкости, что приводит к снижению температу-
ры жидкости. Кроме того, увеличение St приводит к снижению температуры 
вследствие падения интенсивности нагрева. Из этого рисунка видно, что темпе-
ратура уменьшается до нуля при больших Pr и St. 

На рис. 4 и 5 показана скорость как возрастающая функция E, возвратное те-
чение наблюдается при отрицательных значениях E. По мере роста St скорость 
сначала увеличивается, но дальнейший рост St приводит к непрерывному сниже-
нию скорости, как показано на рис. 5. На рис. 6 показана диаграмма Арганда,  
которая иллюстрирует фазы скорости и температуры. Ось х соответствует направ-
лению течения жидкости, в то время как проникновение тепла происходит в отри-
цательном направлении по оси y. Угол отклонения (θ) от оси х показывает фазу 
скорости, а угол отклонения (φ ) от оси y ⎯ фазу температуры(см. рис. 6).  
Скорость и температура наиболее высоки, когда их фазы принимают минимальные 

 
 

Рис. 4. Распределение скорости. Pr = 0,71, St = 2.

 
 
Рис. 3. Распределение температуры. η = 0,4, Е = 0,1.
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значения. На рис. 7 видно, что фаза температуры уменьшается с увеличением E. 
Это является показателем улучшения проникновения тепла и, следовательно,  
повышения температуры. Обратная тенденция наблюдается с ростом St. Увеличе-
ние числа Эккерта приводит к уменьшению фазы скорости, как показано на рис. 8, 
что соответствует возрастанию скорости с числом Эккерта (см. рис. 4). На рис. 9 
видно, что амплитуда температуры увеличивается с ростом E, но уменьшается  
с ростом St. Это можно объяснить увеличением производства тепла из-за вязкой 
диссипации с повышением Е. Тенденция та же самая для амплитуды скорости, 
которая увеличивается с ростом E, когда конвекция становится более домини-
рующей (рис. 10). 

Скорость теплопередачи между жидкостью и пластинами канала показана  
на рис. 11. Из этого рисунка видно, что число Нуссельта растет с увеличением Pr. 
Это объясняется повышением градиента температуры вблизи пластин с увеличением 
числа Прандтля, что вызывает рост скорости теплопередачи. Также видно, что  
скорость теплопередачи уменьшается с ростом числа Эккерта. Это связано с тем, что 

 
 

Рис. 5. Распределение скорости. η = 0,4, Pr = 0,71.

 
 
Рис. 6. Фаза скорости и тем- 
                 пературы. 

 
 

Рис. 7. Фаза температуры. Pr = 0,044, η = 0,6. 
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вязкая диссипация повышает температуру жидкости и снижает градиент темпера-
туры вблизи пластин. Кроме того, следует отметить, что изменение направления 
теплопередачи (от жидкости к пластине) происходит при увеличении положительных 

 
 

Рис. 8. Фаза скорости. St = 4, Pr = 0,71.

 
 

Рис. 9. Амплитуда температуры. η = 0,4, Pr = 2.

 
 

Рис. 10. Амплитуды скорости. η = 0,4, Pr = 5.
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значений E или уменьшении Pr при любом положительном E. Этот результат  
объясняется тем, что при увеличении E производство тепла за счет вязкой дисси-
пации является более выраженным и температура жидкости превышает температуру 

 
 

Рис. 13. Трение на пластинах. E = 0,5.

 
 

Рис. 12. Трение на пластинах. St = 0,3.

 
 

Рис. 11. Скорость теплопередачи на пластинах. St = 1,5.
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пластины. Рис. 12, 13 показывают трение на пластинах. Оно уменьшается  
с увеличением Pr и St, но увеличение E приводит к возрастанию температуры жид-
кости, скорости и, следовательно, трения (см. рис. 12). 

ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

В работе определено влияние чисел Эккерта (Е), Струхаля (St) и Прандтля (Pr) 
на теплоперенос и течение жидкости. Нагрев вследствие вязкой диссипации в пре-
делах канала увеличивает температуру жидкости выше температуры пластины, 
когда число Прандтля рабочей жидкости относительно невелико. Кроме того, 
влияние числа Струхаля на поток подавляется, когда число Эккерта принимает 
относительно большое положительное значение. В пренебрежении членом вязкой 
диссипации результаты исследования хорошо согласуются с результатами и выво-
дами работы [10]. 

ОБОЗНАЧЕНИЯ 

A ⎯ стационарная скорость, 
B ⎯ нестационарная скорость, 
Cp ⎯  удельная теплоемкость при постоянном 
         давлении, 
E ⎯ число Эккерта, 
F ⎯ стационарная температура, 
g ⎯ ускорение силы тяжести, 
G ⎯ периодическая температура, 
h ⎯ полуширина канала, 
Nu ⎯ число Нуссельта,  
Pr ⎯ число Прандтля, 

St ⎯ число Струхаля, 
t ⎯ безразмерное время, 
T0 ⎯ начальная температура жидкости, 
T1 ⎯ стационарная температура стенки, 
T2 ⎯ периодическая температура стенки, 
T ⎯ безразмерная температура жидкости, 
u ⎯ безразмерная скорость, 
x ⎯ вертикальная ось (направление течения), 
y ⎯ координата, перпендикулярная пластине. 

ГРЕЧЕСКИЕ  СИМВОЛЫ 

α ⎯ температуропроводность, 
β ⎯ коэффициент теплового расширения, 
η ⎯ безразмерная горизонтальная координата, 

µ ⎯ коэффициент вязкости, 
ν ⎯ кинематическая вязкость, 
ω ⎯ частота периодического нагрева. 
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П Р И Л О Ж Е Н И Е 

Постоянные величины, использованные в уравнениях (13)−(16): 
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