
Физика горения и взрыва, 2017, т. 53, N-◦ 2 15

УДК 544.45
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Изучается влияние естественной конвекции на тепловой взрыв в пористой среде. Модель состо-
ит из нелинейного уравнения теплопроводности, уравнений движения несжимаемой жидкости
и закона Дарси. Для численного решения конечно-разностных уравнений используются метод
переменных направлений с одновременным расщеплением по пространственным координатам
и быстрое преобразование Фурье. Полученное решение имеет сложную структуру и содержит
как периодические, так и апериодические осцилляции, в том числе осциллирующий тепловой
взрыв. Показано, что конвекция может уменьшить риск возникновения взрыва, обусловленного
перемешиванием и потерей тепла. В то же время осцилляция температуры, возникающая вслед-
ствие неустойчивости стационарного режима конвекции, может способствовать возникновению
взрыва.
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ВВЕДЕНИЕ

Естественная конвекция реагирующих га-
зов и жидкостей может вызвать тепловой
взрыв при их хранении. Тепловой взрыв при
наличии естественной конвекции возможен
также в различных устройствах при добыче
природных ресурсов.

Теория теплового взрыва начинается с
классических работ Семенова и Франк-Каме-
нецкого [1, 2]. В модели теплового взрыва Семе-
нова предполагается, что реагирующая среда
хорошо перемешана, распределение температу-
ры однородное, условия возникновения тепло-
вого взрыва не зависят от геометрии области.
В теории теплового взрыва Франк-Каменецко-
го распределение безразмерной температуры θ
описывается реакционно-диффузионным урав-
нением

∂θ

∂t
= κΔθ + Fk exp θ, (1)

где t — время, κ — коэффициент термодиф-
фузии, Fk — параметр Франк-Каменецкого, с
соответствующими краевыми условиями. Если

c©Allali K.1, Joundy Y.1, Taik A.1, Volpert V.2, 2017.
1Department of Mathematics, FSTM, MAC Labora-

tory, University Hassan II-Casablanca, PO Box 146, Mo-
hammedia, Morocco. 2Institute Camille Jordan, University
Lyon 1, UMR 5208 CNRS, 69622 Villeurbanne, France.

существует стационарное решение этого урав-
нения, то распределение температуры сходит-
ся к нему и остается ограниченным. В против-
ном случае решение неограниченно растет, что
приводит к тепловому взрыву. Критерий воз-
никновения теплового взрыва зависит от пара-
метра Франк-Каменецкого Fk и геометрии об-
ласти (см., например, работы [3–6] и библио-
графию в них).

При наличии естественной конвекции ре-
агирующей среды распределение температу-
ры меняется вследствие дополнительного пе-
ремешивания, которое приводит к интенсифи-
кации теплопереноса. Следовательно, можно
ожидать, что риск возникновения теплового
взрыва уменьшится. Однако, как будет показа-
но ниже, воздействие естественной конвекции
может быть более сложным и привести в итоге
к тепловому взрыву.

Впервые влияние естественной конвекции
на возникновение теплового взрыва было иссле-
довано в работах [7, 8], в которых для описания
движения жидкости использовались уравнения
Навье — Стокса в приближении Буссинеска.
Была обнаружена зависимость критериев воз-
никновения теплового взрыва от естественной
конвекции. В [9] установлено, что прежде, чем
начинается неограниченный рост температу-
ры, происходят ее осцилляции в течение неко-
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торого промежутка времени. В [10–12] анало-
гичные исследования выполнены для прямо-
угольных областей. В [13] исследовалось влия-
ние естественной конвекции на тепловой взрыв
в случае течения в горизонтальном цилиндре,
в [14] — в сферическом сосуде. В [15] изуча-
лось влияние перемешивания на возникновение
теплового взрыва. В [16] выполнено численное
моделирование теплового взрыва в квадратной
полости пористой среды при наличии конвек-
ции.

В данной работе изучается влияние есте-
ственной конвекции на тепловой взрыв в по-
ристой среде. К уравнению (1) добавляется
закон Дарси. Рассматривается прямоугольная
область. На ее боковых стенках ставятся адиа-
батические условия для температуры, на ниж-
ней и верхней стенках поддерживается посто-
янная температура. В этом случае уравне-
ние (1) имеет одномерное стационарное реше-
ние, зависящее от вертикальной переменной.
Стационарное решение существует при любой
длине канала. Поэтому в задаче теплопровод-
ности без учета конвекции условие возникно-
вения теплового взрыва не зависит от дли-
ны реактора. Однако при наличии конвекции
ее интенсивность зависит от длины реакто-
ра. Наблюдаются два конкурирующих процес-
са. С одной стороны, в условиях естествен-
ной конвекции увеличиваются потери тепла че-
рез границу области вследствие теплоперено-
са и, следовательно, уменьшается риск возник-
новения теплового взрыва. С другой стороны,
стационарный режим конвекции может стать
неустойчивым, в результате чего возникают
осцилляции температуры и она может превы-
сить температуру в стационарном режиме, что
увеличивает вероятность теплового взрыва.

1. МАТЕМАТИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ

Рассмотрим реакцию первого порядка

A
k(T )−→ B, (2)

в которой зависимость скорости реакции k от
температуры описывается законом Арениуса
[17]:

k(T ) = k0 exp

(
− E

RT

)
, (3)

где T — температура, E — энергия активации,
R — универсальная газовая постоянная, k0 —
предэкспонент.

В настоящей работе используется модель
теплового взрыва в пористой среде, состоящая
из реакционно-диффузионного уравнения с кон-
вективным членом для температуры

∂T

∂t
+ v · ∇T = κΔT + qk(T )ϕ(α), (4)

уравнения Дарси движения несжимаемой жид-
кости

∂v

∂t
+
μ

K
v +∇p = gβρ(T − T0)γ, (5)

∇ · v = 0. (6)

Здесь v — вектор скорости, p— давление, μ—
кинематическая вязкость, ρ — плотность, q —
выделившееся тепло, g— ускорение свободного
падения, β — коэффициент объемного расши-
рения, γ — единичный вектор в вертикальном
направлении, T0 — характерная температура,
K — проницаемость. Кинетическая функция ϕ
задается уравнением ϕ(α) = 1 − α, где α —
глубина конверсии. Обычно в теории теплового
взрыва расходом реагента пренебрегают [18].
Поэтому глубина конверсии принимается рав-
ной нулю, а функция ϕ(α) заменяется едини-
цей. Система уравнений решается в двумерной
прямоугольной области 0 � x � nl, 0 � y � l.

Введем безразмерные переменные

x′ = x

l
, y′ = y

l
, t′ = κ

l2
t,

v′ = l

κ
v, p′ = K

μκ
p, θ =

E(T − T0)

RT 2
0

и запишем в них следующую систему уравне-
ний:

∂θ

∂t
+ u

∂θ

∂x
+ v

∂θ

∂y
=
∂2θ

∂x2
+
∂2θ

∂y2
+ Fk exp θ, (7)

σ
∂u

∂t
+ u+

∂p

∂x
= 0, σ

∂v

∂t
+ v +

∂p

∂y
= Rpθ, (8)

∂u

∂x
+
∂v

∂y
= 0, (9)

опуская здесь и далее штрихи в обозна-
чении безразмерных величин. Здесь Fk =
Eqk0α exp(−E/RT0)l2

RT 2
0 κ

— параметр Франк-Ка-

менецкого; Rp =
KρRa

l2
, где Ra =

gβRT 2
0 l

3

Eκμ
—
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число Рэлея; u, v — компоненты вектора ско-
рости; σ = 1/Va, Va = Pr/Da, Pr = μ/κ —
число Прандтля, Da = K/l2 — число Дарси.
В предположении, что скорость энергии акти-
вации велика (RT0/E � 1), можно выполнить
преобразование Франк-Каменецкого. Поэтому
в (7) для скорости реакции принято выраже-
ние Fk exp θ [2, 6].

Для системы уравнений (7)–(9) на грани-
це области ставятся следующие условия. Нор-
мальная составляющая скорости задается рав-
ной нулю на всей границе. На верхней и ниж-
ней сторонах прямоугольной области темпера-
тура задается равной нулю, на боковых сторо-
нах прямоугольника для нее задаются адиаба-
тические условия:

x = 0, n:
∂θ

∂x
= u = 0, (10)

y = 0, 1: θ = v = 0. (11)

2. ЧИСЛЕННОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ

2.1. Численный метод

Введем функцию тока ψ и вихрь скорости
ω [19, 20]:

(
u
v

)
=

⎛
⎜⎜⎝

∂ψ

∂y

−∂ψ
∂x

⎞
⎟⎟⎠ , ω = curlv. (12)

В результате уравнения (7)–(9) преобразуются
к следующему виду:

∂θ

∂t
+
∂ψ

∂y

∂θ

∂x
− ∂ψ

∂x

∂θ

∂y
=

=
∂2θ

∂x2
+
∂2θ

∂y2
+ Fk exp θ, (13)

σ
∂ω

∂t
+ ω = Rp

∂θ

∂x
, (14)

ω = −Δψ. (15)

Граничные условия

x = 0, n :
∂θ

∂x
= ψ = 0, (16)

y = 0, 1 : θ = ψ = 0. (17)

Уравнение (13) заменяется системой конечно-
разностных уравнений:

θ
n+1/2
i,j − θni,j

δt/2
+

+
ψn
i,j+1 − ψn

i,j−1

2δy

θ
n+1/2
i+1,j − θ

n+1/2
i−1,j

2δx
−

−
ψn
i+1,j − ψn

i−1,j

2δx

θni,j+1 − θni,j−1

2δy
=

=
θ
n+1/2
i+1,j − 2θ

n+1/2
i,j + θ

n+1/2
i−1,j

δ2x
+

+
θni,j+1 − 2θni,j + θni,j−1

δ2y
+Fk exp θni,j ,

θn+1
i,j − θ

n+1/2
i,j

δt/2
+

+
ψn
i,j+1 − ψn

i,j−1

2δy

θ
n+1/2
i+1,j − θ

n+1/2
i−1,j

2δx
−

−
ψn
i+1,j − ψn

i−1,j

2δx

θni,j+1 − θni,j−1

2δy
=

=
θ
n+1/2
i+1,j − 2θ

n+1/2
i,j + θ

n+1/2
i−1,j

δ2x
+

+
θn+1
i,j+1 − 2θn+1

i,j + θn+1
i,j−1

δ2y
+Fk exp θni,j ,

которая решается методом переменных направ-
лений. Для решения уравнения (14) исполь-
зуется явный конечно-разностный метод, для
уравнения (15) — быстрое преобразование Фу-
рье с учетом краевых условий Дирихле. На-
чальные температура и скорость жидкости
полагаются равными нулю. Сходимость схе-
мы контролировалась проведением расчетов на
сетках с уменьшающимися шагами по про-
странственной переменной и по времени. Шаг
по безразмерной пространственной переменной
выбран равным 2−7 (основание 2 необходи-
мо при использовании быстрого преобразова-
ния Фурье), шаг по безразмерному времени —
1.56 · 10−4.
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Рис. 1. Линии функции тока при Rp = 1 000, Fk = 3.9, σ = 0.01 и n = 6 (а) и 8 (б)

2.2. Результаты численных расчетов

Стационарный и осциллирующий режимы
конвекции. Рассмотрим результаты численно-
го решения задачи (7)–(11). Изучается зави-
симость теплового взрыва от длины цилин-
дра n. На рис. 1 приведены результаты чис-
ленных расчетов при Rp = 1 000, Fk = 3.9,
σ = 0.01. При n = 6 имеет место стационар-
ный режим с четырьмя вихрями (рис. 1,а), при
n = 8 — периодические осцилляции и восемь
вихрей (рис. 1,б). Осцилляции во времени на-
блюдаются при большом количестве вихрей,
когда они сжаты и конкурируют за место в
пространстве. Количество вихрей зависит от
размера области и параметров Rp, Fk. Влияние
параметров Rp и Fk на стационарный режим
в случае квадратной области исследовалось в
[16].

При решении стационарной задачи обна-
ружено от одного до шести вихрей. В общем
случае количество вихрей увеличивается с ро-
стом числа Рэлея или числа Франк-Каменец-
кого. Отметим, что стационарное решение мо-
жет быть не единственным при одних и тех
же значениях параметров [10]. Множество ре-
шений можно получить методом продолжения
по параметру, в котором результаты решения
используются в качестве начального значения
для следующего решения при других значени-
ях параметров. В данной работе не изучается
множество решений и используются только ну-
левые начальные условия для всех вариантов
решения.

Устойчивость стационарного решения за-
висит от числа Франк-Каменецкого. С увели-
чением Fk стационарное решение (см. рис. 1,а)
при n = 6 теряет устойчивость и появляются
периодические осцилляции. На рис. 2,а показа-

Рис. 2. Зависимость максимального значения
функции тока от времени (а) и зависимость
средней температуры от среднего значения
функции тока (б) при Rp = 1 000, Fk = 4.2,
σ = 0.01 и n = 6
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Рис. 3. Зависимость максимального значения
функции тока от времени при Rp = 1 000, σ =
0.01, n = 8 для Fk = 4.2 (а) и 4.7 (б)

ны осцилляции максимального значения функ-
ции тока при Fk = 4.2, о периодическом харак-
тере этого решения также свидетельствует за-
мкнутая траектория в плоскости средних зна-
чений функции тока и температуры (рис. 2,б).
Дальнейшее увеличение параметра Франк-Ка-
менецкого приводит к апериодическим осцил-
ляциям, а затем и к тепловому взрыву. При
n = 8 имеют место периодические колебания
при Fk = 4.2 (рис. 3,а) и апериодические при
Fk = 4.7 (рис. 3,б). При Fk = 4.78 происходит
тепловой взрыв (рис. 4). Амплитуда осцилля-
ций увеличивается с ростом Fk и тем самым
способствует наступлению теплового взрыва.

Условия возникновения теплового взры-
ва. С увеличением параметра Франк-Каменец-
кого возрастает выделение тепла в ходе хими-
ческой реакции. Если высвобождающееся теп-
ло превышает его потери через границы обла-
сти, то происходит тепловой взрыв. В матема-
тическом решении это проявляется в неограни-
ченном росте температуры (см. рис. 4) после
нескольких осцилляций, а также в увеличении
интенсивности движения жидкости.

Режим осциллирующего теплового взрыва
ранее был обнаружен при решении уравнений

Рис. 4. Хаотический тепловой взрыв. Зависи-
мости максимального значения функции то-
ка (а) и максимального значения температу-
ры (б) от времени при Rp = 1 000, Fk = 4.78,
σ = 0.01 и n = 8

Навье — Стокса [9, 10, 11] и уравнений Дарси
[16]. Рассмотрим, как ширина прямоугольной
области влияет на условия возникновения теп-
лового взрыва. Заметим, что в отсутствие кон-
векции эти условия не зависят от ширины об-
ласти. Действительно, полагая в системе (7)–
(9) u = v = 0, получаем уравнение (1). При
адиабатических условиях на боковых стенках
это уравнение имеет одномерное стационарное
решение в прямоугольной области θs(y), кото-
рое зависит только от вертикальной перемен-
ной. Для фиксированной высоты области су-
ществование стационарного решения зависит
только от числа Fk. Его критическое значение
равно единице (Fkcr = 1) [16].

На рис. 5,а представлена зависимость кри-
тического значения параметра Fk от ширины
области n. Если Fk превышает критическое
значение, ограниченное решение (стационар-
ное или осциллирующее) не существует и тем-
пература растет неограниченно. Следует отме-
тить, что зависимость Fk(n) является немоно-
тонной — возрастающей при малых значениях
n и убывающей при больших значениях n. Это
можно объяснить следующим образом. При ма-
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Рис. 5. Зависимости критического значения
параметра Франк-Каменецкого при Rp = 1 000
(а) и критического значения числа Рэлея при
Fk = 3.5 и σ = 0.01 (б) от ширины области

лых значениях n режим стационарной конвек-
ции устойчив и интенсивность конвекции воз-
растает с увеличением ширины области. По-
этому конвективный перенос тепла увеличива-
ется, равно как и потери тепла через границу
области. Вследствие этого происходит тепло-
вой взрыв при Fk > Fkcr. При n = 4 стационар-
ный режим конвекции становится неустойчи-
вым и появляются осцилляции температуры.
Локально максимальное значение температуры
может превзойти стационарное, и это иниции-
рует взрывной характер реакции. Амплитуда
осцилляций увеличивается с ростом n, и, следо-
вательно, критическое значение параметра Fk
уменьшается.

Таким образом, конвекция может как пре-
пятствовать возникновению теплового взры-
ва вследствие интенсификации теплоперено-
са, так и содействовать его возникновению
вследствие осцилляции температуры. Этот вы-
вод подтверждается зависимостью критиче-
ского числа Рэлея Rp,cr от ширины области
n (рис. 5,б): Rp,cr растет с увеличением n.
При фиксированном значении Rp и росте n ос-
цилляции увеличиваются, инициируя тепловой

взрыв. Поэтому для предотвращения теплового
взрыва необходимо увеличивать число Рэлея.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В работе исследованы условия возникнове-
ния теплового взрыва, вызванного экзотерми-
ческой химической реакцией в газе или жид-
кости в пористой среде. Модель состоит из
реакционно-диффузионного уравнения и урав-
нения Дарси. Задача формулируется для функ-
ции тока и решается численно с использова-
нием метода переменных направлений и ал-
горитма Томаса. Обнаружено существование
стационарного и осциллирующих режимов кон-
векции. Существование и устойчивость стаци-
онарных решений зависят от размеров обла-
сти и двух параметров задачи— числа Франк-
Каменецкого и числа Рэлея. Условие возник-
новения теплового взрыва в задаче теплопро-
водности, решаемой для прямоугольной обла-
сти с адиабатическими условиями на границе,
при отсутствии конвекции не зависит от ши-
рины области. Установлено, что конвекция мо-
жет как препятствовать возникновению тепло-
вого взрыва вследствие интенсификации теп-
лопереноса, так и содействовать его возникно-
вению вследствие осцилляции температуры. С
увеличением ширины области при других фик-
сированных параметрах задачи стационарный
режим конвекции теряет устойчивость и воз-
никают периодические или апериодические ос-
цилляции. Вследствие осцилляции температу-
ра локально может стать выше критической, и
это приведет к взрывному течению реакции.
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