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Предложена усовершенствованная термодинамически согласованная модель реагирующего те-
чения для исследования гидродинамической детонации твердых взрывчатых веществ. В пред-
положении, что химическая смесь, состоящая из твердых реагентов и газообразных продуктов
реакций, может достичь механического равновесия, но не достигает температурного равнове-
сия, твердые реагенты и газообразные продукты реакции могут иметь общие давление и ско-
рость, но разные температуру и внутреннюю энергию. С помощью закона сохранения энергии
смеси и эквивалентности давления между составляющими выведены закон сохранения внутрен-
ней энергии и эволюционные уравнения для объемной концентрации реагентов твердой фазы
и давления химической смеси. Таким образом, предложенная полная система уравнений, опи-
сывающая процесс детонации, включает в себя: законы сохранения массы, импульсов и полной
энергии и эволюционное уравнение для давления химической смеси в целом, а также законы
сохранения массы и внутренней энергии и эволюционное уравнение для объемной концентрации
твердой фазы. Теоретический анализ выявил существенные различия между структурой ста-
ционарной детонационной волны, полученной по предложенной модели и по модели детонации
Зельдовича— Неймана— Дёринга. Результаты численных расчетов типичных задач детонации
показали, что модель хорошо воспроизводит важные характеристики детонационных течений,
что также доказывает обоснованность предложенной модели детонации твердых взрывчатых
веществ.
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ВВЕДЕНИЕ

Детонация твердых взрывчатых веществ
представляет собой в высокой степени сопря-
женный и чрезвычайно сложный процесс вза-
имодействия между химической кинетикой и
динамикой жидкости. Ранняя теория Чепме-
на — Жуге (ЧЖ) [1, 2] упрощенно описыва-
ет детонацию как сильный разрыв, а хими-
ческие реакции моделируются с помощью ис-
точникового члена, который добавлен в урав-
нение закона сохранения полной энергии в об-
ласти разрыва. Простота теории ЧЖ не поз-
воляет получить представление о структуре
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детонации, которая отвечает за инициирова-
ние детонации, распространение, ослабление и
срыв, поэтому была построена модель Зельдо-
вича — Неймана — Дёринга (ЗНД) [3, 4], ко-
торая принимает во внимание эффекты конеч-
ных скоростей реакций и внутреннюю структу-
ру детонационной волны. В модели детонации
твердых взрывчатых веществ ЗНД химическая
смесь состоит из твердофазных реагентов и га-
зообразных продуктов, которые идеально пе-
ремешаны и достигают состояния локального
термодинамического равновесия, т. е. каждый
компонент в зоне химической реакции имеет
одинаковую скорость, давление, температуру
или внутреннюю энергию. В настоящее время
теория ЧЖ и модель ЗНД широко применяют-
ся для расчета детонационных течений твер-
дых взрывчатых веществ [5]. Известно, что мо-
дель ЗНД берет начало из газовой детонации, в
которой молекулярные столкновения настоль-
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ко интенсивны, что предположение об идеаль-
ном смешении или термодинамическом равно-
весии между различными составляющими яв-
ляется правомерным [6]. Однако в случае де-
тонации твердых взрывчатых веществ с пре-
вращением твердофазных реагентов в газооб-
разные продукты ключевым элементом взрыв-
ного инициирования является так называемая
горячая точка [7, 8]. В ней макромасштабные
кристаллы взрывчатых веществ разлагаются
на мезомасштабные частицы, которые, в свою
очередь, производят микромасштабные части-
цы взрывчатых веществ с поверхностным горе-
нием, и именно многомасштабное и многомате-
риальное взаимодействие делает предположе-
ние о термодинамическом равновесии неправо-
мерным. Твердофазные реагенты и газофазные
продукты в зоне химической реакции должны
быть механическими равновесными и тепловы-
ми неравновесными [9–16], они могут иметь од-
но давление и скорость, но две температуры
или внутренние энергии.

Для описания термического неравновесия
между составляющими требуются дополни-
тельные уравнения для твердофазных реаген-
тов. С помощью гипотезы (правила) смеше-
ния, заключающейся в том, что химическая
смесь сохраняет свою внутреннюю энергию и
обладает уникальным давлением, можно вы-
вести уравнение сохранения внутренней энер-
гии и объемной доли для твердофазных реаген-
тов, а также можно получить уравнение эво-
люции давления химической смеси. Таким об-
разом, полная система определяющих уравне-
ний модели детонации твердых взрывчатых ве-
ществ включает в себя уравнения сохранения
массы, импульса, полной энергии и эволюцион-
ное уравнение для давления химической смеси,
а также закон сохранения массы и эволюцион-
ные уравнения для внутренней энергии и объ-
емной доли для твердофазных реагентов. Как
и традиционная модель ЗНД, разработанная
модель детонации основана на предположении
механического равновесия смеси и конечности
скоростей химических реакций, поэтому можно
назвать ее «термодинамически согласованная
модель детонации ЗНД» (ТСЗНД). Подробный
вывод модели ТСЗНД приведен в § 1. В § 2 опи-
саны структура стационарной детонационной
волны, полученная с помощью модели ТСЗНД,
и ее отличие от структуры, полученной по мо-
дели ЗНД. В § 3 представлены метод прибли-
женного решения уравнений модели ТСЗНД и

примеры численного решения задач детонации.

1. ВЫВОД
ТЕРМОДИНАМИЧЕСКИ СОГЛАСОВАННОЙ

МОДЕЛИ ДЕТОНАЦИИ

Приведем определения физических пере-
менных химической смеси. Внутри контроль-
ного объема химическая смесь состоит из твер-
дофазных реагентов и продуктов газовой фазы,
физические переменные которых будем обозна-
чать индексами s и g. Следовательно, имеются
плотности ρs и ρg, внутренние энергии es и eg,
давления ps и pg, скорости us и ug, удельные
объемы τs и τg и объемные доли fs и fg, для
которых справедливо тождество fs + fg = 1.
Удельное тепловыделение q обусловлено изме-
нением массы в результате химической реак-
ции и градиентом температуры из-за тепловой
неравновесности. Плотность, внутренняя энер-
гия и удельный объем химической смеси могут
быть определены из уравнений:

ρ = ρsfs + ρgfg, (1.1)

e =
ρsfs
ρ

es +
ρgfg
ρ

eg − ρgfg
ρ

q, (1.2)

τ =
ρsfs
ρ

τs +
ρgfg
ρ

τg =
fs
ρ

+
fg
ρ
. (1.3)

Если внутри контрольного объема твердофаз-
ные реагенты и газообразные продукты до-
стигают состояния механического равновесия,
выполняются следующие соотношения эквива-
лентности:

p = ps = pg, u = us = ug. (2)

В состоянии механического равновесия стан-
дартная модель, описывающая движение невяз-
кой сжимаемой реагирующей двухкомпонент-
ной смеси без учета теплопроводности, вклю-
чает в себя уравнения Эйлера для химической
смеси и уравнения сохранения массы для твер-
дофазных реагентов. Уравнения имеют вид:
закон сохранения массы смеси

∂ρ

∂t
+∇ · ρu = 0, (3.1)

закон сохранения импульса для смеси

∂ρu

∂t
+∇ · (ρu⊗ u+ pI) = 0, (3.2)
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закон сохранения полной энергии смеси

∂ρE

∂t
+∇ · (ρE + p)u = 0, (3.3)

а также закон сохранения массы для твердо-
фазных реагентов

∂ρsfs
∂t

+∇ · ρsfsu = −ρr, (3.4)

где E = e + u2/2 — полная энергия на еди-
ницу массы, r — скорость химической реак-
ции твердофазных реагентов твердых взрыв-
чатых веществ, I — единичный тензор. Чтобы
получить детерминированные решения в усло-
виях термического неравновесия, для замыка-
ния системы (3.1)–(3.4) применяется правило
(закон) смешения, согласно которому химиче-
ская смесь сохраняет внутреннюю энергию и
все компоненты обладают общим давлением.

Используя уравнения сохранения массы и
импульса для смеси (3.1), (3.2), уравнение со-
хранения полной энергии смеси (3.3) можно
преобразовать в уравнение для материальной
(субстанциональной) производной внутренней
энергии смеси:

de

dt
+ p

dτ

dt
= 0. (4)

Подставляя определения (1) в уравнение (4),
получаем

d

dt

(
ρsfs
ρ

es +
ρgfg
ρ

eg − ρgfg
ρ

q

)
+

+ p
d

dt

(
fs
ρ

+
fg
ρ

)
= 0. (5)

Уравнение (5) также можно записать в виде(
d

dt

ρsfs
ρ

es + p
d

dt

fs
ρ

)
+

+

(
d

dt

ρgfg
ρ

eg − d

dt

ρgfg
ρ

q + p
d

dt

fg
ρ

)
= 0. (6)

Выражения в скобках в уравнении (6) описыва-
ют изменение внутренних энергий твердофаз-
ных реагентов и газообразных продуктов реак-
ций. Без потери общности уравнение (6) можно
разложить на следующие уравнения сохране-
ния внутренних энергий для двух составляю-
щих [17, 18]:

d

dt

ρsfs
ρ

es + p
d

dt

fs
ρ

= 0, (7.1)

d

dt

ρgfg
ρ

eg + p
d

dt

fg
ρ

= rq. (7.2)

Займемся выводом уравнения для твердофаз-
ных реагентов. Подставляя уравнение сохране-
ния массы и импульса для смеси (3.1), (3.2) в
уравнение (7.1), получаем

dρsesfs
dt

+

+ ρsesfs∇ · u+ pfs∇ · u+ p
dfs
dt

= 0. (8)

Чтобы исключить зависимую переменную fs
из уравнения (8), необходимо найти выраже-

ние для
dfs
dt

. Затем используются условие ра-

венства давления в твердофазных реагентах и
газообразных продуктах, а также тождество
fs + fg = 1.

Без потери общности уравнение состоя-
ния применяется в виде ps(ρs, es) для твердо-
фазных реагентов и pg(ρg, eg) для газообраз-
ных продуктов реакции. С учетом равенства
p = ps(ρs, es) = pg(ρg, eg) эволюционное урав-
нение для давления смеси записывается в виде

dp

dt
=

∂ps(ρs, es)

∂ρs

dρs
dt

+
∂ps(ρs, es)

∂es

des
dt

. (9)

Из уравнения (3.4) выводим эволюционное
уравнение для плотности твердой фазы:

dρs
dt

= −ρr

fs
− ρs∇ · u− ρs

fs

dfs
dt

, (10)

а затем из (3.4) и (8) — эволюционное уравне-
ние для внутренней энергии твердой фазы:

des
dt

=
ρres
ρsfs

− p

ρs
∇ · u− p

ρsfs

dfs
dt

. (11)

Подставляя (10), (11) в уравнение (9), получа-
ем

dp

dt
= −∂ps(ρs, es)

∂ρs

(
ρr

fs
+ ρs∇ · u+

ρs
fs

dfs
dt

)
+

+
∂ps(ρs, es)

∂es
×

×
(
ρres
ρsfs

− p

ρs
∇ · u− p

ρsfs

dfs
dt

)
. (12)
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Уравнение (12) можно преобразовать в уравне-
ние для объемной доли твердофазных реаген-
тов:

dfs
dt

=

= −ρr

(
∂ps
∂ρs

− es
ρs

∂ps
∂es

)/(
ρs

∂ps
∂ρs

+
p

ρs

∂ps
∂es

)
−

− fs∇ · u−
[
fs

/(
ρs

∂ps
∂ρs

+
p

ρs

∂ps
∂es

)]
dp

dt
. (13)

Эволюционное уравнение для объемной до-
ли газообразных продуктов выводится анало-
гично процедуре, использованной для вывода
(13):

dfg
dt

=

= ρr

(
∂pg
∂ρg

+
q − eg
ρg

∂pg
∂eg

)/(
ρg

∂pg
∂ρg

+
p

ρg

∂pg
∂eg

)
−

− fg∇ · u−
[
fg

/(
ρg

∂pg
∂ρg

+
p

ρg

∂pg
∂eg

)]
dp

dt
. (14)

Определив скорость звука в твердой и газооб-
разной фазах как

c2s =
∂ps
∂ρs

+
p

ρ2s

∂ps
∂es

и

c2g =
∂pg
∂ρg

+
p

ρ2g

∂pg
∂eg

соответственно, запишем уравнения (13) и (14)
в виде

dfs
dt

= −ρr
1

ρsc2s

(
∂ps
∂ρs

− es
ρs

∂ps
∂es

)
−

− fs∇ · u− fs
ρsc2s

dp

dt
, (15)

dfg
dt

= ρr
1

ρgc2g

(
∂pg
∂ρg

+
q − eg
ρg

∂pg
∂eg

)
−

− fg∇ · u− fg

ρgc2g

dp

dt
. (16)

Используя тождество fs + fg = 1 и суммируя
уравнения (15) и (16), приходим к следующему

эволюционному уравнению для давления хими-
ческой смеси:

dp

dt
= −ρr

(
fs
ρsc2s

+
fg

ρgc2g

)−1

×

×
[(

∂ps
∂ρs

− es
ρs

∂ps
∂es

)/
ρsc

2
s −

−
(
∂pg
∂ρg

+
q − eg
ρg

∂pg
∂eg

)/
ρgc

2
g

]
−

−
(

fs
ρsc2s

+
fg

ρgc2g

)−1

∇ · u. (17)

Подставляя (17) в (15), получаем эволюцион-
ное уравнение для объемной доли твердофаз-
ных реагентов:

dfs
dt

= −ρr

(
fs
ρsc2s

+
fg

ρgc2g

)−1

×

×
[

fg

ρgc2g

(
∂ps
∂ρs

− es
ρs

∂ps
∂es

)/
ρsc

2
s +

+
fs
ρsc2s

(
∂pg
∂ρg

+
q − eg
ρg

∂pg
∂eg

)/
ρgc

2
g

]
+ fsfg ×

×
(

fs
ρsc2s

+
fg

ρgc2g

)−1( 1

ρsc2s
− 1

ρgc2g

)
∇ · u. (18)

После подстановки (18) в (8) закон сохране-
ния внутренней энергии твердофазных реаген-
тов принимает вид

∂ρsesfs
∂t

+∇ · ρsesfsu+

+ p
fs
ρsc2s

(
fs
ρsc2s

+
fg

ρgc2g

)−1

∇ · u =

= ρrp

(
fs
ρsc2s

+
fg

ρgc2g

)−1

×

×
[

fg

ρgc2g

(
∂ps
∂ρs

− es
ρs

∂ps
∂es

)/
ρsc

2
s +

+
fs
ρsc2s

(
∂pg
∂ρg

+
q − eg
ρg

∂pg
∂eg

)/
ρgc

2
g

]
. (19)

В итоге полная система уравнений модели де-
тонации ТСЗНД включает в себя уравнения
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(3.1)–(3.4) и (17)–(19), которые представляют:
законы сохранения массы, импульса, полной
энергии и эволюционное уравнение для давле-
ния химической смеси, а также законы сохране-
ния массы, импульса, полной энергии и эволю-
ционное уравнение для давления твердой фазы.

Давление определяется непосредственно из
этих уравнений, а не путем последующего вы-
числения из консервативных переменных. Та-
кой подход вычисления давления обеспечива-
ет термодинамическую согласованность, кото-
рая устраняет нефизичные колебания давления
в зоне химической реакции и не требует ите-
рационной процедуры для поддержания устой-
чивости решения, а также не включает в се-
бя вычисления производных давления по кон-
сервативным переменным, которые необходи-
мы при использовании схем дискретизации вы-
сокого порядка и, как правило, очень сложны.

2. АНАЛИЗ СТАЦИОНАРНОЙ СТРУКТУРЫ
ОДНОМЕРНОЙ ДЕТОНАЦИОННОЙ ВОЛНЫ

Предположим, что детонационная волна
движется с постоянной скоростью D, и свяжем
систему координат с ударным фронтом детона-
ционной волны.При этих условиях детонацион-
ное течение описывается системой одномерных
стационарных уравнений. С учетом преобразо-
вания координат ξ = x − Dt (x соответству-
ет неподвижной системе координат, а ξ — ло-
кальной системе координат, связанной с фрон-
том ударной волны) система уравнений в част-
ных производных (3.1)–(3.4), (17)–(19), описы-
вающая модель детонации ТСЗНД, преобразу-
ется в систему обыкновенных дифференциаль-
ных уравнений:

(u−D)
dρ

dξ
+ ρ

du

dξ
= 0,

(u−D)
du

dξ
+

1

ρ

dp

dξ
= 0,

(u−D)
de

dξ
+

p

ρ

du

dξ
= 0,

(u−D)
dρs
dξ

+
ρsfs + ρsα

fs

du

dξ
=

= −ρr
1− ρsφ

fs
, (20)

(u−D)
des
dξ

+ pβ
1

ρ2sc
2
s

du

dξ
= ρr

es + pφ

ρsfs
,

(u−D)
dfs
dξ

− α
du

dξ
= −ρrφ,

(u−D)
dp

dξ
+ β

du

dξ
= −ρrϕ,

где

α = fsfg

(
fs
ρsc2s

+
fg

ρgc2g

)−1( 1

ρsc2s
− 1

ρgc2g

)
,

β =

(
fs
ρsc2s

+
fg

ρgc2g

)−1

,

φ =

(
fs
ρsc2s

+
fg

ρgc2g

)−1

×

×
[

fg

ρgc2g

(
∂ps
∂ρs

− es
ρs

∂ps
∂es

)/
ρsc

2
s +

+
fs
ρsc2s

(
∂pg
∂ρg

+
q − eg
ρg

∂pg
∂eg

)/
ρgc

2
g

]
,

ϕ =

(
fs
ρsc2s

+
fg

ρgc2g

)−1[(∂ps
∂ρs

− es
ρs

∂ps
∂es

)/
ρsc

2
s−

−
(
∂pg
∂ρg

+
q − eg
ρg

∂pg
∂eg

)/
ρgc

2
g

]
.

В предположении, что объемная доля твердой
фазы fs является независимой переменной, с
учетом обозначения ū = D − u уравнения (20)
можно записать в виде:

dρ

dfs
= −ρϕ

1

αϕ− (ρū2 − β)φ
,

dū

dfs
= ūϕ

1

αϕ − (ρū2 − β)φ
,

de

dfs
= −pϕ

ρ

1

αϕ− (ρū2 − β)φ
,

dρs
dfs

= −(ρsfs + ρsα)ϕ+ (ρū2 − β)(1 − ρsφ)

fs
×

× 1

αϕ − (ρū2 − β)φ
, (21)

des
dfs

= −
[
pβϕ

ρ2sc
2
s
− (ρū2 − β)(es + pφ)

ρsfs

]
×
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× 1

αϕ− (ρū2 − β)φ
,

dp

dfs
= −ρū2ϕ

1

αϕ − (ρū2 − β)φ
,

dξ

dfs
= − ū(ρū2 − β)

ρr

1

αϕ− (ρū2 − β)φ
.

Система (21) описывает профили переменных
в зоне химических реакций детонационного те-
чения, где независимая переменная fs изменя-
ется в диапазоне от 1 до 0: fs = 1 соответствует
начальному состоянию, когда весь объем сме-
си состоит из твердых реагентов, и fs = 0 со-
ответствует конечному состоянию, в котором
смесь состоит полностью из газообразных про-
дуктов реакций.

Положение fs = 1 соответствует фронту
лидирующей ударной волны, которое называ-
ется пиком фон Неймана [5] и вычисляется по
соотношению Ренкина — Гюгонио:

ρN(D − uN) = ρ0(D − u0),

pN + ρN(D − uN)
2 = p0 + ρ0(D − u0)

2,

(22)

eN +
pN
ρN

+
1

2
(D − uN)

2 =

= e0 +
p0
ρ0

+
1

2
(D − u0)

2,

в которых нижним индексом N обозначено со-
стояние на фронте лидирующей ударной вол-
ны, а индексом 0 — состояние перед ее фрон-
том.

При заданной скорости стационарной де-
тонационной волны D с учетом уравнения со-
стояния твердой фазы p = ps(ρs, es) можно вы-
числить значения пика Неймана и затем ис-
пользовать их как начальные данные для си-
стемы (21). Ниже объясняется, как получить
скорость стационарной детонационной волны.

Из формулы для ширины зоны реакций де-
тонации (последнее уравнение в системе (21))

dξ

dfs
= − ū(ρū2 − β)

ρr

1

αϕ− (ρū2 − β)φ

следует, что, если химические реакции закан-
чиваются при fs = 0, должно иметь место ра-
венство ρū2 — β = 0 в силу r = 0, и далее может

быть выведено соотношение D = u + cg, кото-
рое совпадает с условием ЧЖ [5] стандартной
модели ЗНД. Поэтому существует следующая
линия Рэлея:

p = ρ0D
2
(
1− ρ0

ρ

)
, (23)

направленная по касательной к кривой Гюго-
нио для газообразных продуктов реакций:

eg − q − e0 =
1

2ρ0
p

(
1− ρ0

ρ

)
. (24)

С учетом уравнения состояния газовой фазы
легко получить скорость стационарной детона-
ционной волны.

Структура стационарной детонационной
волны проверена для взрывчатого вещества
PBX-9502. Используются уравнения состояния

Рис. 1. Профили давления (а) и температуры
(б) в зоне химической реакции при детонации
твердого взрывчатого вещества PBX-9502
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Джонса — Уилкинса — Ли (JWL) [19] (систе-
ма единиц измерения — сантиметры, граммы,
микросекунды). Скорость химической реакции
r связана с кинетикой химического разложения
твердых взрывчатых веществ, здесь принята
модель зажигания — роста [20].

Теоретические результаты распределения
профиля давления и температуры в зоне хими-
ческой реакции показаны на рис. 1, результаты
сопоставлены с полученными по стандартной
модели ЗНД. Видно, что хотя результаты этих
двух моделей имеют одинаковую тенденцию из-
менения массовой доли газообразных продук-
тов, численные значения значительно отлича-
ются, особенно для температуры.

3. МЕТОД РЕШЕНИЯ УРАВНЕНИЙ
МОДЕЛИ ДЕТОНАЦИИ

И ПРИМЕРЫ МОДЕЛИРОВАНИЯ

3.1. Метод решения
уравнений модели детонации

Система уравнений в частных производ-
ных (3.1)–(3.4), (17)–(19), соответствующая
модели ТСЗНД, в двумерной декартовой систе-
ме координат может быть записана в матрич-
ном виде

∂q

∂t
+A(q)

∂q

∂x
+B(q)

∂q

∂y
= s(q), (25)

где q = [ρ, ρu, ρν, ρE, ρsfs, ρsesfs, fs, p]
T — пе-

ременные состояния,

A(q) =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 1 0 0 0 0 0 0

−u2 2u 0 0 0 0 0 1

−vu v u 0 0 0 0 0

−
(
E +

p

ρ

)
u E +

p

ρ
0 u 0 0 0 u

−ρsfsu

ρ

ρsfs
ρ

0 0 u 0 0 0

−
(
ρsesfsu

ρ
+

fs
ρsc2s

βpu

ρ

)
ρsesfs

ρ
+

fs
ρsc2s

βp

ρ
0 0 0 u 0 0

αu

ρ
−α

ρ 0 0 0 0 u 0

−βu

ρ

β

ρ
0 0 0 0 0 u

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

,

B(q) — имеет вид, аналогичный A(q), s(q) =

[0, 0, 0, 0,−ρr, ρrpφ,−ρrφ,−ρrϕ]T — источнико-
вый член, u, v — компоненты скорости.

При использовании численной схемы высо-
кого порядка для решения системы (25), необ-
ходимы характеристические свойства якобиа-
нов A(q) и B(q). Найдены восемь собствен-
ных значений и собственных векторов матри-
цы A(q):

λ1 = u− c, λ2,...,7 = u, λ8 = u+ c,

где c =
√

β/ρ. Правые собственные векторы
равны:

r1(q) =

[
1, u+ c, v,

(
E +

p

ρ

)
+ uc,

ρsfs
ρ

,

ρsesfs
ρ

+
fs
ρsc2s

βp

ρ
,−α

ρ
, c2

]T
,

r2(q) = [1, u, 0, 0, 0, 0, 0, 0]T ,

r3(q) = [0, 0, 1, 0, 0, 0, 0, 0]T ,

r4(q) = [0, 0, 0, 1, 0, 0, 0, 0]T ,

r5(q) = [0, 0, 0, 0, 1, 0, 0, 0]T ,

r6(q) = [0, 0, 0, 0, 0, 1, 0, 0]T ,

r7(q) = [0, 0, 0, 0, 0, 0, 1, 0]T ,
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r8(q) =

[
1, u− c, v,

(
E +

p

ρ

)
− uc,

ρsfs
ρ

,

ρsesfs
ρ

+
fs
ρsc2s

βp

ρ
.− α

ρ
, c2

]T
.

Соответствующие левые собственные векторы
равны:

l1(q) = [−uc, c, 0, 0, 0, 0, 0, 1]/(2c2 ),

l2(q) = [c2, 0, 0, 0, 0, 0, 0,−1]/c2 ,

l3(q) = [0, 0, c2, 0, 0, 0, 0,−ν]/c2 ,

l4(q) = [u2c2,−uc2, 0, c2, 0, 0, 0,−(E + p/ρ)]/c2,

l5(q) =

[
0, 0, 0, 0, c2 , 0, 0,−ρsfs

ρ

]/
c2,

l6(q) =

[
0, 0, 0, 0, 0, c2 , 0,

−ρsesfs
ρ

− fs
ρsc2s

pc2
]/

c2,

l7(q) = [0, 0, 0, 0, 0, 0, c2 , α/ρ]/c2,

l8(q) = [−uc,−c, 0, 0, 0, 0, 0, 1]/(2c2 ).

Для решения использован метод расщеп-
ления Странга [21], который разделяет (25) на
два шага:

∂q

∂t
+A(q)

∂q

∂x
+B(q)

∂q

∂y
= 0, (26.1)

dq

dt
= s(q). (26.2)

Для решения обыкновенного дифферен-
циального уравнения (26.2) применяется схе-
ма Рунге — Кутты второго порядка с явно-
неявной дискретизацией [22].

Гиперболическую систему уравнений в
частных производных (26.1) решали мето-
дом конечных объемов второго порядка с ал-
горитмом распространения волны [23], кото-
рый обладает хорошими разрешающими свой-
ствами при решении неконсервативных гипер-
болических систем. Использованная конечно-
объемная схема имеет вид:

qn+1
i,j = qni,j −

Δt

Δx
(A+Δqni,j +A−Δqni+1,j)−

− Δt

Δy
(B+Δqni,j +B−Δqni+1,j)−

− Δt

Δx
(F̃

n
i+1,j − F̃

n
i,j)−

− Δt

Δy
(G̃

n
i,j+1 − G̃

n
i,j), (27)

(A±Δq)i,j :=

:= (A±Δq)i,j∓
8∑

k=1

[
|λk|

(
1− Δt

Δx
|λk|

)
α̃krk

]
i,j
,

F̃ i,j := F̃ i,j+
1

2

8∑
k=1

[
|λk|

(
1− Δt

Δx
|λk|

)
α̃krk

]
i,j
,

G̃i,j+1 := G̃i,j+1 −
1

2

Δt

Δx
B+

i,jA
+
i,jΔqi,j ,

G̃i,j := G̃i,j −
1

2

Δt

Δx
B−

i,jA
+
i,jΔqi,j ,

G̃i−,j+1 := G̃i−,j+1 −
1

2

Δt

Δx
B+

i,jA
−
i,jΔqi,j ,

G̃i−1,j+1 := G̃i−1,j+1 −
1

2

Δt

Δx
B−

i,jA
−
i,jΔqi,j ,

где A± = RΛ±L, L и R — матрицы, со-
ставленные соответственно из левых и пра-
вых собственных векторов якобианов матри-
цы A, A± — диагональные матрицы, содер-
жащие неотрицательные и неположительные
собственные значения якобианов матрицы A,
Δqi,j = qi,j − qi−1,j и α̃ = ϕ(θ)LΔq, где ϕ(θ) —
ограничитель.

3.2. Моделирование примеров задач детонации

Как и в предыдущей задаче, модели-
рование нестационарного детонационного те-
чения выполнено для взрывчатого вещества
PBX-9502 с использованием уравнения состо-
яния JWL и моделей реакций инициирования
роста.
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Рис. 2. Распределение расчетных физических переменных, полученных на сетке 5 ячеек/мм

Рис. 3. Расчетные профили физических переменных в зоне химической реакции, полученные на
сетках различных масштабов
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Рис. 4. Конфигурация взаимодействия двух
цилиндрических расходящихся детонацион-
ных волн

Рис. 5. Расчетные контуры давления в за-
даче о взаимодействии двух расходящих-
ся цилиндрических детонационных волн

3.2.1. Инициирование и распространение
плоской одномерной детонационной волны

Длина образца взрывчатого вещества рав-
на 10 см, на левом конце длиной 0.2 см по-
ставлены условия ЧЖ. Решение получено на
четырех сетках с масштабами 5, 10, 20 и 50
ячеек/мм. Для примера на рис. 2 приведены
распределения давления, скорости, относитель-
ной объемной доли химической смеси и массо-
вой доли твердой фазы, полученные численно
на сетке 5 ячеек/мм в моменты времени t = 1,
2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12 мкс. Числен-
ные результаты хорошо совпадают с теорети-
ческим решением. Численные и теоретические
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Численные и теоретические значения
характерных переменных

Ячейка/мм V ,
см3/г

p,
102 ГПа

v,
см/мкс

vCJ,
см/мкс

5 0.6793 0.3590 0.2453 0.7627

10 0.6731 0.3645 0.2503 0.7634

20 0.6707 0.3670 0.2524 0.7641

50 0.6703 0.3676 0.2529 0.7643

Теория 0.6692 0.3687 0.2537 0.7669

значения ряда важных переменных приведены
в таблице, отмечается хорошее согласование.
Профили стационарного давления и скорости в
зоне химической реакции, полученные числен-
но, в сравнении с теоретическими решениями
показаны на рис. 3, и также следует отметить
отличное совпадение.

3.2.2. Взаимодействие двух расходящихся
цилиндрических детонационных волн

Конфигурация взаимодействия взрывча-
тых веществ от двух линейных генераторов
A и B при расстоянии 2l [24] показана на
рис. 4. Возникают две однородные цилиндриче-
ски расходящиеся детонационные волны — со-
стояние a. Впоследствии они распространяют-
ся до поверхности симметрии OX, где происхо-
дит лобовое столкновение, — состояние b. Две
волны продолжают распространяться, созда-
вая регулярное отражение c, и дополнительно
образуют маховское отражение d. Высокое дав-
ление, возникающее из-за взаимодействия двух
волн, ускоряет ударный фронт вблизи плоско-
сти симметрии, в результате чего две цилин-
дрически расходящиеся детонационные волны
превращаются в почти плоскую детонацион-
ную волну.

Расчетная область выбрана в виде прямо-
угольника 8.0 × 5.0 см, на всех границах кото-
рого поставлены условия твердой стенки, ис-
пользуется сетка 20 ячеек/мм. Численные ре-
зультаты показаны на рис. 5 для пяти харак-
терных моментов времени, которые соответ-
ствуют инициированию, лобовому удару, ре-
гулярному отражению, отражению Маха и об-
разованию плоской волны двух расходящихся
волн. Видно, что нестационарный процесс со-
гласуется с физическим механизмом. Измене-
ние давления в точке лобового удара O иллю-

Рис. 6. История изменения давления в точке
лобового удара

стрирует рис. 6, численные результаты отлич-
но согласуются с экспериментом.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В данной работе построена термодинами-
чески согласованная модель детонации ЗНД
для описания тепловой неравновесности в твер-
дых взрывчатых веществах. Особенностью
предложенной модели является то, что закон
сохранения внутренней энергии и эволюцион-
ное уравнение для объемной доли твердофаз-
ных реагентов, а также эволюционное уравне-
ние для давления химической смеси решают-
ся совместно с уравнениями Эйлера для хими-
ческой смеси и уравнением сохранения массы
для твердофазных реагентов, а давление хи-
мической смеси определяется непосредственно,
а не вычисляется через консервативные пере-
менные. Численные результаты демонстриру-
ют адекватность предложенной термодинами-
чески согласованной модели детонации ЗНД.

Работа поддержана Китайским фондом
естественных наук (грант № 11772066), Про-
ектом китайских научных исследований (грант
№ TZZT2016002), фондом Китайской академии
инженерных наук (грант № СХ2019026).
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