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Рассматривается задача о потоке тепла от равномерно нагретой сферической частицы
в двухатомном газе. Приведены результаты численных расчетов для аналога модели
Бхатнагара— Гросса— Крука интеграла столкновений при условии чисто диффузного
отражения молекул газа от поверхности.

Изучение процесса переноса тепла в промежуточном диапазоне значений числа Кнуд-
сена остается одной из актуальных проблем кинетической теории газов. При теоретиче-
ском анализе данного явления, как правило, учитываются лишь поступательные степени
свободы, тогда как большинство экспериментов проводится с молекулярными газами, что
требует учета внутренних степеней свободы [1]. Вклад каждого типа движения опреде-
ляется характером энергетического спектра. Как известно (см., например, [2]), расстоя-
ние между уровнями энергии вращательных степеней свободы определяется соотношением

~2/(2J) (~ — постоянная Планка; J — момент инерции молекулы) и сравнимо с энергией
теплового движения kT (k — постоянная Больцмана) лишь для наиболее легких газов.
Так, для молекул водорода ~2/(2Jk) = 85,4 K. Для более тяжелых молекул это значение
существенно меньше, что позволяет пренебречь дискретным характером энергетического
спектра вращательного движения и рассматривать вращательные степени свободы в клас-
сическом приближении. Колебательные степени свободы возбуждаются при температурах
порядка 103 K, поэтому их можно считать полностью замороженными.

Для исследования влияния вращательных степеней свободы на кинетические процессы

используются как прямое численное моделирование [3], так и различные варианты моделей
интеграла столкновений [4–9]. При этом вводятся различные эмпирические параметры, в
частности величина Z, представляющая собой отношение времен релаксации энергии по-
ступательных и вращательных степеней свободы. Указанная величина может принимать
разные значения для различных процессов. Кроме того, она зависит от выбора конкретной
модели.

При использовании параметров, неоднозначно определяемых свойствами газа, невоз-
можно сопоставить результаты, полученные в разных работах. Поэтому важное значение
имеет исследование предельного случая, когда времена релаксации поступательных и вра-
щательных степеней свободы равны, что имеет место для многих газов при комнатной
температуре [1, 10].

Рассмотрим задачу о потоке тепла от равномерно нагретой до температуры Tw сфери-
ческой частицы радиуса R, находящейся в двухатомном газе, в котором поддерживается
постоянная на бесконечности температура T0. Для того чтобы линеаризовать задачу, пе-
репад температуры ∆T = Tw − T0 будем полагать достаточно малым.
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Введем сферическую систему координат с началом в центре частицы. Состояние окру-
жающего ее газа описывается уравнением [11]

Cr
∂ϕ

∂r
+

C2 − C2
r

r

∂ϕ

∂Cr
= I[ϕ], (1)

где ϕ — поправка к равновесной (максвелловской) функции распределения f0 =

n0(m/(2πkT0))
3/2(J/(kT0)) exp (−C2 − γ2); C = V

√
m/(2kT0); γ = ω

√
J/(2kT0); V , ω —

собственная скорость поступательно и вращательно движущихся молекул газа; I — инте-
гральный оператор столкновений; m — масса молекулы; n0 — концентрация молекул на

бесконечно большом удалении от частицы.
Следуя [12], запишем

I[ϕ] = ν(F − ϕ), F =
3∑

i=1

PiMi, ν =
7n0

æ

√
k3T0

8m
=

1

χ

√
kT0

2m
.

Здесь

Mi = 2π−3/2

∫
Piϕ exp(−C2 − γ2)γ dγ d3C,

(2)
P1 = 1, P2 =

√
2/5 (C2 + γ2 − 5/2), P3 =

√
2 Cr,

æ, χ — тепло- и температуропроводность.
Переходя к новой переменной µ = (C · r)/(Cr) запишем (1) в виде

µ
∂ϕ

∂r
+

1− µ2

r

∂ϕ

∂µ
=

ν

C
(F − ϕ). (3)

Рассматривая F как заданную функцию, составим систему характеристических урав-
нений

dr

µ
=

r dµ

1− µ2
=

C

ν

dϕ

F − ϕ
.

Первое равенство dr/µ = r dµ/(1− µ2) решается тривиально. В результате получим урав-
нение характеристики

K1 = r
√

1− µ2. (4)

Второе уравнение имеет вид dr/µ = (C/ν) dϕ/(F − ϕ). Подставляя в это уравнение най-

денное из (4) значение µ = ±
√

1−K2
1/r2, получим

sign(µ)

√
1−

K2
1

r2

C

ν

dϕ

dr
= F − ϕ.

Отсюда находим

ϕ = K2 exp
(
− sign (µ)

ν

C

√
r2 −K2

1

)
+

+ sign(µ)
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C

r∫
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(√
r2
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√
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))
×

× F
(
r1, sign(µ)

√
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K2
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) r1 dr1√
r2
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1

. (5)
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Аргументы функции F означают, что при ее вычислении в качестве r и µ необходимо

взять r1 и sign(µ)
√

1−K2
1/r2

1 соответственно.

Для однозначного определения решения необходимо задать граничные условия. Учи-
тывая структуру (5) и разрывный характер функции распределения вдоль характеристи-

ки r
√

1− µ2 = R, разобьем область изменения переменных (r, µ) на три подобласти: 1 —

µ ∈ [−1, 0], 2 — µ ∈ [0,
√

1−R2/r2 ], 3 — µ ∈ [
√

1−R2/r2, 1]. Функциям распределения в
перечисленных областях присвоим соответствующие индексы.

Искомое решение должно удовлетворять условию конечности ϕ
∣∣
r→∞= 0, причем при

µ > 0 это требование удовлетворяется автоматически, что позволяет определить функцию
распределения лишь в области 1. Значение функции распределения в области 2 определя-
ется условием ее непрерывности на границе областей 1 и 2, т. е. ϕ2(r, 0) = ϕ1(r, 0) при
µ = 0. Граничное условие в области 3 задается законом отражения молекул газа от поверх-
ности частицы ϕ3(R, µ) = Φw(µ) при 0 < µ < 1 (Φw — функция распределения молекул,
отраженных от поверхности частицы).

Удовлетворяющее перечисленным условиям решение уравнения (3) может быть пред-
ставлено в виде

ϕ = ϕ1H1 + ϕ2H2 + ϕ3H3, (6)

где H1 = H(−µ); H2 = 1 − H1 − H3; H3 = H(µ −
√

1−R2/r2); H(x) = (|x| + x)/(2x) —
стандартная функция Хевисайда;

ϕ1 =
ν

C
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(
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√
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))
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√
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) r1 dr1√
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,
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C
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√
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(
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√
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))
× (7)
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r1,−

√
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+

+
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√
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( ν
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r2
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))
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r1,

√
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1
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) r1 dr1√

r2
1 − r2(1− µ2)

,

ϕ3 = Φw exp
( ν

C

(√
R− r2(1− µ2)− rµ

))
+

+
ν

C

r∫
R

exp
( ν

C

(√
r2
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))
F

(
r1,

√
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.

Подставляя (6), (7) в определение (2), получим систему интегральных уравнений отно-
сительноMi, причем интегрирование по γ выполняется аналитически. Для этого функцию
распределения следует рассматривать как вектор:

ϕ = ϕ1e1 + ϕ2e2, e1 = 1, e2 = γ2 − 1. (8)
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Тогда можно записать

2

∞∫
0

Pϕγ exp (−γ2) dγ = P · ϕ = P 1ϕ1 + P 2ϕ2.

Кроме того, из условия отсутствия массового движения газа следует

M3 = 0. (9)

В результате задача сводится к системе двух интегральных уравнений

Mi(r) =
2√
π

∞∫
0

( 0∫
−1

(Pi·ϕ1) dµ+

√
1−R2/r2∫
0

(Pi·ϕ2) dµ+

1∫
√

1−R2/r2

(Pi·ϕ3) dµ

)
C2 exp (−C2) dC (i = 1, 2),

ϕ1 =
ν

C

2∑
j=1

Pj

∞∫
r

exp
(
− ν

C

(
rµ +

√
r2
1 − r2(1− µ2)

)) Mj(r1)r1 dr1√
r2
1 − r2(1− µ2)

,

ϕ2 =
ν

C

2∑
j=1

Pj

r∫
r
√

1−µ2

exp
( ν

C

(√
r2
1 − r2(1− µ2)− rµ

)) Mj(r1)r1 dr1√
r2
1 − r2(1− µ2)

+

+
ν

C

2∑
j=1

Pj

∞∫
r
√

1−µ2

exp
(
− ν

C

(
rµ +

√
r2
1 − r2(1− µ2)

)) Mj(r1)r1 dr1√
r2
1 − r2(1− µ2)

,

ϕ3 =
ν

C

2∑
j=1

Pj

r∫
R

exp
( ν

C

(√
r2
1 − r2(1− µ2)− rµ

)) Mj(r1)r1 dr1√
r2
1 − r2(1− µ2)

+

+ Φw exp
( ν

C

(√
R− r2(1− µ2)− rµ

))
,

где P 1
1 = 1; P 2

1 = 0; P 1
2 =

√
2/5(C2 − 3/2); P 2

2 =
√

2/5.
Решение полученной системы уравнений будем искать в виде ряда по полиномам

Чебышева. Ограничиваясь первыми K его членами и выделяя слагаемые, описывающие
асимптотическое поведение искомых моментов в газодинамической области, запишем

Mi(r) =
K∑

k=0

Ai
kTk(ξ(r)) + Mas

i , ξ = 1− 2 exp (−β
√

r2 −R2),

(10)

Mas
1 = −(4/7)(R2ν/r)Q, Mas

2 = −
√

5/2 Mas
1

(Q — безразмерный поток тепла). Коэффициенты разложения определяются условием

K∑
j=0

Tk(ξj)Tl(ξj) =
K + 1

2
(δ0k + 1)δkl, ξj = cos

(2j + 1)π

2K + 2
.

Значение β выбирается таким, чтобы большинство узлов интерполяции лежало в области
основного изменения функции распределения. Постоянная Q связана с искомым потоком

тепла

q =

∫
Vr

(mv2

2
+

Jω2

2

)
f0ϕω dω dV
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соотношением

q = n0

√
2k3T 3

0 /m (R2/r2)Q,

причем в соответствии с законом сохранения энергии величина Q может быть вычислена

в любой точке, в частности на поверхности частицы. Отсюда находим

Q = 2π−3/2

∫
µC(C2 + γ2)ϕ exp (−C2 − γ2)γ dγ dC =

=
4√
π

∞∫
0

dC

∞∫
0

dγ

1∫
0

ΦwµC3(C2 + γ2) exp (−C2 − γ2) dµ +

+
2ν√
π

2∑
j=1

∞∫
0

(P 1
j (C2 + 1) + P 2

j )C2 dC

0∫
−1

µ dµ

∞∫
R

Mj(r1)×

× exp
(
− ν

C

(
Rµ +

√
r2
1 −R2(1− µ2)

)
− C2

) r1 dr1√
r2
1 −R2(1− µ2)

. (11)

Рассмотрим случай чисто диффузного отражения молекул газа от поверхности час-
тицы

Φw = ∆n/n0 + (C2 + γ2 − 5/2)∆T/T0.

Перепад концентрации молекул газа ∆n определяется условием (9), что эквивалентно со-
отношению

∆n

n0
= −1

2

∆T

T0
− 8

∞∫
0

dC

∞∫
0

dγ

0∫
−1

ϕ(R)γµC3 exp (−C2 − γ2) dµ.

С учетом определения (8) имеем

Φw = Φ1
we1 + Φ2

we2,

где

Φ1
w = (C2 − 2)

∆T

T0
− 4ν

2∑
j=1

∞∫
0

P 1
j C2 dC

0∫
−1

µ dµ

∞∫
R

Mj(r1)×

× exp
(
− ν

C

(
Rµ +

√
r2
1 −R2(1− µ2)

)
− C2

) r1 dr1√
r2
1 −R2(1− µ2)

,

Φ2
w = ∆T/T0.

В результате из (11) следует

Q =
3

2
√

π

∆T

T0
+

2ν√
π

2∑
j=1

∞∫
0

(P 1
j (C2 − 2) + P 2

j )C2 dC

0∫
−1

µ dµ

∞∫
R

Mj(r1)×

× exp
(
− ν

C

(
Rµ +

√
r2
1 −R2(1− µ2)

)
− C2

) r1 dr1√
r2
1 −R2(1− µ2)

. (12)



102 ПРИКЛАДНАЯ МЕХАНИКА И ТЕХНИЧЕСКАЯ ФИЗИКА. 2002. Т. 43, N-◦ 5

Рис. 1 Рис. 2

В случае мелкой частицы вторым слагаемым в (12) можно пренебречь. Следовательно,
в свободномолекулярном режиме поток тепла

Q = (3/(2
√

π))∆T/T0,

т. е. в 1,5 раза больше, чем в атомарном газе. Это различие не зависит от формы интеграла
столкновений и определяется исключительно наличием дополнительных степеней свободы

(см., например, [11]).
В газодинамическом пределе (Rν � 1) функция распределения определяется распре-

делением Чепмена — Энскога. В результате

Q = Q∞ = (7/(4Rν))∆T/T0,

и с учетом определения ν имеем q = æR∆T/r2. Это выражение совпадает с решением
рассматриваемой задачи в случае атомарного газа.

Зависимость Q от размера частицы представлена на рис. 1 (сплошная кривая). Там
же приведены результаты решения на основе модели Бхатнагара — Гросса — Крука ки-
нетического уравнения в случае атомарного газа (штриховая кривая — данные настоящей

работы, точки — результаты численного интегрирования кинетического уравнения [13]).
Следует отметить, что в большинстве работ результаты приводятся в виде отноше-

ния Q/Q∞. На рис. 2 (обозначения те же, что на рис. 1) видно, что такое представление
результатов не соответствует реальной зависимости потока тепла от размера частицы

и приводит к неверному выводу [14] об одинаковых закономерностях для одно- и много-
атомных газов. При этом зависимость Q/Q∞ (ln (Rν)) согласуется с приведенными в [14]
данными и результатами более поздних экспериментов по измерению потока тепла между

коаксиальными цилиндрами [15].
Заметим также, что идея преобразования уравнения Больцмана в систему интеграль-

ных уравнений относительно моментов функции распределения использовалась при ре-
шении подобных задач в [16–18]. Для решения составленной системы в [16, 17] приме-
нялся вариационный метод. При этом пробная функция выбиралась из условия точного
асимптотического описания макроскопических параметров в газодинамической области.
В результате поток тепла задавался соотношением q = C1/r

2, что соответствует действи-
тельности в силу закона сохранения энергии, тогда как распределения температуры и

концентрации определялись в виде T = C2/r и n = C3/r, что справедливо лишь на доста-
точно большом удалении от частицы. Постоянные Ci вычислялись из условия минимума

соответствующего функционала. В [18] использовался метод Галеркина, однако пробная
функция выбиралась аналогично [16, 17].
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Rν
Двухатомный газ

Атомарный газ

(K = 20)K = 3 K = 5 K = 10 K = 15 K = 20

0,01 0,8456 0,8454 0,8448 0,8441 0,8437 0,5622
0,1 0,8326 0,8248 0,8174 0,8201 0,8209 0,5466
0,2 0,8113 0,7935 0,7938 0,7964 0,7966 0,5304
0,5 0,7303 0,7125 0,7278 0,7280 0,7286 0,4864
1 0,6072 0,6215 0,6297 0,6307 0,6313 0,4244
2 0,4568 0,4906 0,4911 0,4906 0,4947 0,3341
5 0,2725 0,2785 0,2786 0,2786 0,2786 0,1945
10 0,1587 0,1575 0,1577 0,1577 0,1577 0,1113
100 0,017 31 0,017 32 0,017 32 0,017 32 0,017 32 0,012 58

Использование полиномов Чебышева позволяет избежать дополнительного интегриро-
вания, необходимого при использовании метода Галеркина, что существенно уменьшает
время расчетов и делает возможным учет большего числа полиномов в разложении (10).
Значения параметра QT0/∆T в зависимости от числа удерживаемых полиномов приведе-
ны в таблице. Для сравнения там же приведены значения этого параметра, полученные
тем же методом для атомарного газа.
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