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Рассматривается вариационная постановка задачи о равновесии пластины Тимошен-
ко, содержащей вертикальную плоскую трещину. На берегах трещины заданы условия
непроникания, которые имеют вид неравенств (условия типа условий Синьорини). Ана-
лизируется поведение решения и соответствующего функционала энергии пластины в
зависимости от вариации длины трещины. Получена формула для производной функ-
ционала энергии по длине трещины. Установлена непрерывная зависимость решений
от параметра, характеризующего длину трещины.
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Введение. В математической теории трещин производная функционала энергии по
длине трещины используется в формулировках критериев разрушения [1, 2]. Согласно
критерию Гриффитса развитие трещины начинается в тот момент, когда производная
функционала энергии по длине трещины достигает критической величины 2γ, зависящей
от физико-механических свойств материала. Исследование асимптотики решений вблизи
вершин трещин, асимптотики функционалов энергии и инвариантных интегралов в линей-
ных задачах проведено во многих работах (см., например, [1–4]). Аналогичные исследова-
ния для тел и пластин Кирхгофа— Лява с нелинейным условием взаимного непроникания

берегов трещины выполнены в [5–9]. В работах [8–10] изучены свойства моделей матема-
тической теории трещин с условиями в виде неравенств на границе. Методы численной
реализации задач математической теории трещин c условием непроникания изложены в
[11, 12]. В работе [11] для плоской задачи теории упругости с использованием производ-
ных функционала энергии и в соответствии с критерием разрушения Гриффитса постро-
ена модель квазистатического роста трещины. При этом рассмотрены линеаризованная и
нелинейная задачи при условиях непроникания берегов трещины.

В настоящей работе исследуется двумерная модель упругой изотропной пластины Ти-
мошенко, на которой имеется плоская вертикальная трещина. На внутренней границе об-
ласти с разрезом заданы условия в виде неравенств, описывающие взаимное непроникание
противоположных берегов трещины. Рассматривается семейство вариационных задач о
равновесии пластины, зависящих от параметра δ, описывающего возмущение длины тре-
щины. Найдена производная функционала энергии пластины по параметру δ.
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Схема задачи

1. Вариационная задача о равновесии пластины Тимошенко, содержащей
трещину. Пусть Ω ⊂ R2 — ограниченная область с гладкой границей ∂Ω. Обозначим
через Γl+δ множество {(x1, x2): 0 < x1 < l + δ, x2 = 0}, δ ∈ [−δ0, δ0], l > δ0 > 0. Будем
считать, что Γl+δ0 ⊂ Ω. Параметр δ описывает возмущение трещины. При каждом фикси-

рованном δ ∈ [−δ0, δ0] срединная поверхность пластины занимает область Ωδ = Ω \ Γl+δ.
Область Ω0 = Ω \ Γl соответствует невозмущенной трещине. Толщина пластины счита-
ется постоянной и равной 2h. Срединная поверхность пластины находится в плоскости

z = 0, система координат (x1, x2, z) является декартовой (см. рисунок).
Предположим, что пластина содержит вертикальную трещину, которая в срединной

плоскости описывается кривой Γl+δ. Это означает, что поверхность трещины можно за-
дать соотношениями (x1, x2) ∈ Γl+δ, −h 6 z 6 h, где |z| — расстояние до срединной

поверхности пластины. Обозначим через χ = χ(x) = (W , w) вектор перемещений точек
срединной поверхности, x = (x1, x2) (W = (w1, w2) и w — горизонтальные и вертикаль-
ные перемещения соответственно). Углы поворота нормальных сечений обозначим через
ϕ = ϕ(x) = (ϕ1, ϕ2). В соответствии с направлением оси x2 имеются положительный

Γ+
l+δ и отрицательный Γ−l+δ берега. В случае, когда след функции v выбирается на по-

ложительном берегу, используется обозначение v+ = v
∣∣
Γ+

l+δ
, на отрицательном берегу —

обозначение v− = v
∣∣
Γ−l+δ

. Скачок функции на Γl+δ обозначим через [v] = v+ − v−.

Введем тензоры α(ϕ) = {αij(ϕ)}, ε(W ) = {εij(W )}, i = 1, 2, j = 1, 2, описывающие
деформацию пластины:

αij(ϕ) =
1

2
(ϕ,ij + ϕ,ji ), εij(W ) =

1

2
(w,ij + w,ji ), i = 1, 2, j = 1, 2, v,i =

∂v

∂xi
,

а также тензор моментов m(ϕ) = {mij(ϕ)}, i = 1, 2, j = 1, 2:

m11(ϕ) = D(α11(ϕ) + kα22(ϕ)), m22(ϕ) = D(α22(ϕ) + kα11(ϕ)),

m12(ϕ) = m21(ϕ) = D(1− k)α12(ϕ), D = const, k = const, D > 0, 0 < k < 1/2

(D — цилиндрическая жесткость пластины; k — коэффициент Пуассона). Аналогично
определим тензор усилий σ(W ) = {σij(W )}, i = 1, 2, j = 1, 2:

σ11(W ) =
3D

h2
(ε11(W ) + kε22(W )), σ22(W ) =

3D

h2
(ε22(W ) + kε11(W )),

σ12(W ) = σ21(W ) =
3D

h2
(1− k)ε12(W ).

Поперечные силы определим следующим образом:

qi = qi(w,ϕ) = J(w,i + ϕi), i = 1, 2.

Здесь J = 3Dκ2(1− k)/(2h2); κ2 — коэффициент сдвига [13].



Н. П. Лазарев 177

Пусть подпространство H1,0(Ωδ) пространства Соболева H
1(Ωδ) состоит из функций,

обращающихся в нуль на ∂Ω. Введем пространство H(Ωδ) = H1,0(Ωδ)
5, снабженное стан-

дартной нормой ‖ · ‖δ = ‖ · ‖H(Ωδ). Для удобства положим ‖ · ‖ = ‖ · ‖H(Ω0). С учетом
записанных выше выражений определим билинейную форму

Bδ(ξ,η) =

∫
Ωδ

{
σij(W ) εij(U ) +mij(ϕ)αij(µ) + J(w,i + ϕi)(ω,i + µi)

}
dΩδ

для произвольных функций ξ = (W , w,ϕ) ∈ H(Ωδ), η = (U , ω,µ) ∈ H(Ωδ) (здесь и далее
по повторяющимся индексам проводится суммирование).

Функционал потенциальной энергии деформированной пластины, занимающей об-
ласть Ωδ, имеет вид

Π(Ωδ, ξ) =
1

2
Bδ(ξ, ξ)−

∫
Ωδ

F · ξ dΩδ, ξ = (W , w,ϕ), (1)

где вектор F = (f1, f2, f3, 0, 0) ∈ C1( Ω )5 описывает воздействие на пластину заданных
внешних нагрузок [13]. На внешней границе ∂Ω зададим условия жесткого защемления

w = 0, ϕ = W = (0, 0).

Выведем условие непроникания на внутренней границе Γl+δ. Функции перемещений
Wz(x, z) = (w1

z(x, z), w
2
z(x, z)), wz(x, z) точек (x, z), находящихся на расстоянии от сре-

динной поверхности |z| 6 h, вычисляются по формулам [13]

Wz(x, z) = W (x) + zϕ(x), wz(x, z) = w(x).

Умножая скачок вектора перемещений скалярно на нормаль к поверхности вертикальной

трещины с координатами (0, 1, 0), имеем

([w1
z(x, z)], [w

2
z(x, z)], [wz(x, z)]) · (0, 1, 0) = [w2

z(x, z)] = [w2] + z[ϕ2] > 0, |z| 6 h на Γl+δ.

Подставив в данное неравенство z = h и z = −h, получаем условие взаимного непроника-
ния берегов трещины

[w2] > h|[ϕ2]| на Γl+δ. (2)

Рассмотрим множество допустимых функций

Kδ(Ωδ) = {ξ = (W , w,ϕ) ∈ H(Ωδ)},
где ξ удовлетворяет условию (2).

Задачу о равновесии пластины можно сформулировать в виде задачи минимизации

функционала энергии Π(Ωδ, ξ) на множестве допустимых функций Kδ(Ωδ):

min
ξ∈Kδ(Ωδ)

Π(Ωδ, ξ). (3)

Для доказательства существования и единственности решения задачи (3) покажем,
что функционал Π(Ωδ, ξ) является коэрцитивным и слабополунепрерывным снизу. Приве-
дем основные неравенства, которые обеспечивают коэрцитивность функционала энергии
и будут использоваться далее. Для ξ = (W , w,ϕ) ∈ H(Ωδ) в силу условий на внешней
границе ∂Ω справедливы неравенства Корна [14]∫

Ωδ

mij(ϕ)αij(ϕ) dΩδ > C1‖ϕ‖2
H1(Ωδ)2

,

∫
Ωδ

σij(W )εij(W ) dΩδ > C2‖W ‖2
H1(Ωδ)2

(4)
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и неравенство Пуанкаре

‖∇w‖L2(Ωδ)2 > C3‖w‖H1(Ωδ). (5)

Покажем, что для билинейной формы

Bδ(ξ, ξ) =

∫
Ωδ

{
mij(ϕ)αij(ϕ) + σij(W )εij(W ) + J(w,i + ϕi)(w,i + ϕi)

}
dΩδ (6)

имеет место оценка

Bδ(ξ, ξ) > mδ‖ξ‖2
δ ∀ξ ∈ H(Ωδ), (7)

где mδ > 0 — постоянная, не зависящая от ξ. Для того чтобы доказать справедливость
соотношения (7), запишем неравенство Коши

2
∣∣∣ ∫
Ωδ

ϕiw,i dΩδ

∣∣∣ 6 ε‖ϕ‖2
L2(Ωδ)2

+
1

ε
‖∇w‖2

L2(Ωδ)2
∀ε > 0.

Следовательно, для последнего интеграла в правой части (6) справедлива оценка

J

∫
Ωδ

(w,i + ϕi)(w,i + ϕi) dΩδ > J
(
‖ϕ‖2

L2(Ωδ)2
+ ‖∇w‖2

L2(Ωδ)2
−

− ε‖ϕ‖2
L2(Ωδ)2

− 1

ε
‖∇w‖2

L2(Ω)2

)
= J(1− ε) ‖ϕ‖2

L2(Ωδ)2
+ J

(
1− 1

ε

)
‖∇w‖2

L2(Ωδ)2
. (8)

Таким образом, из (4), (8) находим∫
Ωδ

{
mij(ϕ)αij(ϕ) + σij(W )εij(W ) + J(w,i + ϕi)(w,i + ϕi)

}
dΩδ >

> C1‖ϕ‖2
H1(Ωδ)2

+ C2‖W ‖2
H1(Ωδ)2

+ J(1− ε)‖ϕ‖2
L2(Ωδ)2

+ J
(
1− 1

ε

)
‖∇w‖2

L2(Ωδ)2
,

где ε > 0 — произвольное положительное число. Из этого неравенства, полагая ε = 1 +
C1/(2J), получаем

Bδ(ξ, ξ) >
C1

2
‖ϕ‖2

H1(Ωδ)2
+ C2‖W ‖2

H1(Ωδ)2
+

C1

2J + C1
‖∇w‖2

L2(Ωδ)2
. (9)

С учетом (5) из (9) находим необходимое неравенство (7). Нетрудно заметить, что коэр-
цитивность следует из оценки значений функционала энергии

Π(Ωδ, ξ) > m‖ξ‖2
δ − ‖F ‖L2(Ωδ)5‖ξ‖δ ∀ξ = (W , w,ϕ) ∈ H(Ωδ).

Функционал энергии дифференцируем, т. е. определяем производную Π′η(Ωδ, ξ) для всех
η ∈ H(Ωδ). Слабая полунепрерывность и выпуклость функционала энергии следуют из
неравенства

Π′η1
(Ωδ,η1 − η0)− Π′η0

(Ωδ,η1 − η0) > 0 ∀η1 ∈ H(Ωδ),η0 ∈ H(Ωδ).

Выпуклость и замкнутость множества Kδ(Ωδ) легко проверяются. Таким образом, для
каждого δ ∈ [−δ0, δ0] функционал энергии Π(Ωδ, ξ) и множество Kδ(Ωδ) удовлетворяют
условиям известной теоремы о существовании и единственности решения задачи миними-
зации (см., например, [15]). Обозначим решение задачи (3), соответствующей параметру
δ ∈ [−δ0, δ0], через ξδ = (Wδ, wδ, ϕδ).
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2. Вспомогательные утверждения и формулы. Докажем сначала, что эквива-
лентная норма в пространстве H(Ωδ) может быть введена с помощью билинейной фор-

мы Bδ, а именно ‖ · ‖δ ∼ Bδ( · , · )1/2. Действительно, поскольку билинейная форма Bδ(ξ, ξ)
состоит из суммы интегралов, которые можно оценить сверху с помощью значений d‖ξ‖2

δ
(d > 0 — некоторая константа, не зависящая от δ и ξ), имеем неравенство

Mδ‖ξ‖2
δ > Bδ(ξ, ξ) ∀ξ ∈ H(Ωδ)

с положительной постоянной Mδ, не зависящей от ξ. С учетом (7) из этого неравенства

следует соотношение ‖ · ‖δ ∼ Bδ( · , · )1/2.
Вследствие выпуклости и дифференцируемости функционала Π(Ωδ, ξ) задача мини-

мизации (3) при δ ∈ [−δ0, δ0] эквивалентна вариационному неравенству

Bδ(ξδ,η − ξδ) >
∫
Ωδ

F · (η − ξδ) dΩδ ∀η = (U , ω,µ) ∈ Kδ(Ωδ). (10)

Введем дифференцируемое преобразование, отображающее Ωδ биективно на Ω0, сле-
дующим образом. Рассмотрим функцию θ ∈ C∞0 (Ω), такую что θ = 1 в окрестности точки
xl = (l, 0), θ = 0 в окрестности точки x0 = (0, 0). Определим преобразование независимых
переменных по формулам

y1 = x1 − δθ(x1, x2), y2 = x2, (11)

где y = (y1, y2) ∈ Ω0; (x1, x2) ∈ Ωδ. Якобиан преобразования y = y(x, δ), определенного по
формулам (11), равен

qδ(x) =
∣∣∣ ∂ (y1, y2)

∂ (x1, x2)

∣∣∣ = 1− δθ,1.

Пусть x = x(y, δ) — преобразование, обратное преобразованию y = y(x, δ). Рассмот-
рим произвольную функцию g(x), x ∈ Ωδ и с помощью преобразования (11) определим в
области Ω0 функцию ĝ(y) следующим равенством: ĝ(y) ≡ g(x). Запишем формулы для
частных производных в новых переменных:

g,1 = ĝ,1 − δθ,1ĝ,1, g,2 = ĝ,2 − δθ,2ĝ,1.

При малых δ преобразование x = x(y, δ) устанавливает взаимно однозначное соответствие
между множествамиKδ(Ωδ) иK0(Ω0). Действительно, при малых δ qδ > 0, следовательно,
области Ω0 и Ωδ отображаются взаимно однозначно. Отсюда следует, что с помощью
x = x(y, δ) пространство H(Ω0) взаимно однозначно отображается на H(Ωδ). Покажем,
что образ произвольной функции из множества Kδ(Ωδ) принадлежит множеству K0(Ω0)

и наоборот. Пусть x ∈ Ωδ, y ∈ Ω0, ξ(x) = ξ̂(y), где x = x(y, δ). Предположим, что
ξ ∈ Kδ(Ωδ), т. е. ξ ∈ H(Ωδ), и выполнено неравенство

[w2] > h|[ϕ2]|, x ∈ Γl+δ.

По построению очевидно, что [ŵ2] > h|[ϕ̂2]|, y ∈ Γl. Аналогично можно показать обратное:

из включения ξ̂ ∈ K0(Ω0) следует, что ξ ∈ Kδ(Ωδ).
Таким образом, при достаточно малых δ решению ξδ(x) задачи о равновесии можно

поставить в соответствие функцию из множества K0(Ω0): ξ̂δ(y) = ξδ(x), y ∈ Ω0. При δ = 0

в качестве ξ̂0 примем ξ0. Докажем следующее утверждение.

Лемма. В H(Ω0) имеет место сильная сходимость ξ̂δ → ξ0.
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Доказательство. Подставляя в вариационное неравенство (10) пробные функции
η = 0, η = 2ξδ, получаем равенство

Bδ(ξδ, ξδ) =

∫
Ωδ

F · ξδ dΩδ ∀δ ∈ [−δ0, δ0].

Выполнив в этом равенстве координатное преобразование (11), находим

B0(ξ̂δ, ξ̂δ) =

∫
Ω0

F δ · ξ̂δ dΩ0 + δR1(δ, θ, ξ̂δ), (12)

где

F δ(y) =
F (x(y, δ))

1− δθ,1 (x(y, δ))
.

Заметим, что при малых δ можно показать справедливость оценок

‖F δ‖L2(Ω0) 6 C4, |R1(δ, θ, ξ̂δ)| 6 C5‖ξ̂δ‖2,

где постоянные C4, C5 не зависят от δ и ξ̂δ. При достаточно малых δ с использованием
неравенства (7) из (12) получаем

m0‖ξ̂δ‖2 6 C4‖ξ̂δ‖+ |δ|C5‖ξ̂δ‖2.

С учетом этого соотношения нетрудно вывести оценку, выполняющуюся для достаточно
малых δ:

‖ξ̂δ‖ 6 C6

(постоянная C6 не зависит от δ). Из равномерной ограниченности норм ‖ξ̂δ‖ следует, что
последовательность {ξ̂δ} слабо сходится к некоторой функции ξ̃ в пространстве H(Ω0). В

силу слабой замкнутости K0(Ω0) функция ξ̃ принадлежит множеству K0(Ω0). Выполнив
координатное преобразование (11) для вариационного неравенства (10), получаем

B0(ξ̂δ,η − ξ̂δ) >
∫
Ω0

F δ · (η − ξ̂δ) dΩ0 + δR2(δ, θ, ξ̂δ,η). (13)

Заметим, что в силу взаимной однозначности K0(Ω0) и Kδ(Ωδ) это неравенство спра-
ведливо для всех пробных функций η из K0(Ω0). Для остаточного члена R2 в (13) при
малых δ справедлива оценка

|R2(δ, θ, ξ̂δ,η)| 6 C7(‖ξ̂δ‖2 + ‖η‖‖ξ̂δ‖),
где постоянная C7 не зависит от δ, ξ̂δ, η. С учетом сильной сходимости F δ к F в L2(Ω0)

5

перейдем в (13) к пределу при δ → 0. Вследствие слабой полунепрерывности снизу били-
нейной формы B0( · , · ) получаем

B0(ξ̃,η − ξ̃) >
∫
Ω0

F · (η − ξ̃) dΩ0.

Поскольку функция η произвольная, в силу единственности решения вариационной задачи
из последнего неравенства следует справедливость равенства ξ̃ = ξ0. Переходя в равен-
стве (12) к пределу при δ → 0, с учетом слабой сходимости ξ̂δ → ξ0 в H(Ω0) и сильной
сходимости F δ → F в L2(Ω0)

5 находим

lim
δ→0

B0(ξ̂δ, ξ̂δ) = lim
δ→0

∫
Ω0

F δ · ξ̂δ dΩ0 =

∫
Ω0

F · ξ0 dΩ0. (14)
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Сравним два соотношения, получаемые из вариационного неравенства (10) при δ = 0,
для двух пробных функций η = 0 и η = 2ξ0. В результате имеем следующее соотношение:

B0(ξ0, ξ0) =

∫
Ω0

F · ξ0 dΩ0. (15)

Равенства (14), (15) обеспечивают сильную сходимость ξ̂δ → ξ0 в H(Ω0) при δ → 0.
Действительно, слабая сходимость и сходимость норм в гильбертовом пространстве га-
рантируют сильную сходимость ξ̂δ → ξ0 в H(Ω0). Из соотношений (14), (15) с учетом

отмеченной выше эквивалентности норм следует сходимость ‖ξ̂δ‖ → ‖ξ0‖ при δ → 0.
Лемма доказана.

Вычислим производную

F ′(y) =
dF δ(y)

dδ

∣∣∣
δ=0

= lim
δ→0

F δ(y)− F 0(y)

δ
.

Считая, что переменные y и δ в (11) являются независимыми, продифференцируем (11)
по δ. В результате имеем

0 =
dx1

dδ
− θ − δθ,1

dx1

dδ
.

Таким образом, справедливы формулы

dx1

dδ
=

θ

1− δθ,1
,

dx2

dδ
= 0,

из которых следуют равенства

∂F (x(y, δ))

∂δ

∣∣∣
δ=0

= Fx1

dx1

dδ

∣∣∣
δ=0

+ Fx2

dx2

dδ

∣∣∣
δ=0

= Fy1θ.

Теперь можно найти производную F ′(y). Действительно, имеем равенства

F ′(y) = lim
δ→0

1

δ

(F (x(y, δ))

1− δθ,1
− F (y)

)
= lim

δ→0

F (x(y, δ))− F (y)

δ
+ θ,1F (y)

∣∣
δ=0

=

= F,y1θ + F θ,y1 =
∂

∂y1
(F θ).

Таким образом, производная F δ(y) по отношению к δ задается формулой

F ′(y) = (θF ),1(y).

При этом из включения F ∈ C1( Ω )5 следует, что (f δ
i (y) − fi(y))/δ → (fiθ),1 (y) сильно

в L∞(Ω), i = 1, 2, 3. Введем обозначение для преобразованного с помощью (11) функционала
энергии (1) при δ 6= 0:

Πδ(Ω0, ξ̂) =
1

2
Bδ

0(ξ̂, ξ̂)−
∫
Ω0

F δ · ξ̂ dΩ0, ξ̂(y) = ξ(x), y ∈ Ω0, x ∈ Ωδ.

Здесь билинейная форма Bδ
0(ξ̂, ξ̂) получается в результате преобразования независимых

переменных (11) в соответствующей билинейной форме Bδ(ξ, ξ).
Используя разложения

q−1
δ (x(δ,y)) = 1 + δθ,1 (y) + r1(δ,y),

θ,i (x(δ,y)) = θ,i (y) + δθ,i1 θ(y) + r2(δ,y),

f δ
j (x(δ,y)) = fj(y) + δ(fjθ),1 (y) + rj3(δ,y), j = 1, 2, 3,

где rk(δ,y)/δ → 0, rj3(δ,y)/δ → 0 в L∞(Ω0) при δ → 0, k = 1, 2, j = 1, 2, 3, функцио-
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нал Πδ(Ω0, ξ) (ξ = (u, v, w, ψ, ϕ) ∈ K0(Ω0)) можно представить в виде

Πδ(Ω0, ξ) = Π(Ω0, ξ) + δ
(3D

h2
g(θ, u, v) +Dg(θ, ψ, ϕ) +

+
J

2

∫
Ω0

θ,1 (ψ2 + ϕ2) dΩ0 −
J

2

∫
Ω0

(θ,1 (w,21−w,22 ) + 2θ,2w,1w,2 ) dΩ0 −

− J

∫
Ω0

(θ,2w,1 ϕ− θ,1w,2 ϕ) dΩ0 −
∫
Ω0

(F θ),1 ξ dΩ0

)
+ o(δ)R3(δ, θ, ξ). (16)

Здесь функция g определяется по формуле

g(θ, t, s) = −1

2

∫
Ω0

θ,1

(
t,21−s,22 +

1

2
(1− k)(s,21−t,22 )

)
dΩ0 −

− 1

2

∫
Ω0

θ,2 (2s,1 s,2 +(1 + k)s,1 t,1 +(1− k)t,1 t,2 ) dΩ0.

При малых δ остаточный член R3(δ, θ, ξ) оценивается следующим образом:

|R3(δ, θ, ξ)| 6 C8(‖ξ‖2 + ‖ξ‖)
(постоянная C8 не зависит от δ и ξ).

3. Вывод формулы для производной. В механике разрушения часто используется
критерий Гриффитса, согласно которому тело начинает разрушаться в тот момент, когда
производная функционала энергии по длине трещины достигает некоторой критической

величины, зависящей от свойств материала пластины [1, 2].
Докажем существование производной функционала энергии

dΠ(Ωδ, ξδ)

dδ

∣∣∣
δ=0

= lim
δ→0

Π(Ωδ, ξδ)− Π(Ω0, ξ0)

δ
(17)

по отношению к параметру δ, описывающему изменение длины трещины, и получим со-
ответствующую формулу. Для упрощения записи формул целесообразно обозначить через
ξ = (u, v, w, ψ, ϕ) = ξ0 решение задачи (3), соответствующей параметру δ = 0 (невозму-
щенной трещине).

Сформулируем основной результат работы в виде следующего утверждения.
Теорема. Производная функционала энергии Π(Ωδ, ξδ) по отношению к параметру δ

существует и находится по формуле
dΠ(Ωδ, ξδ)

dδ

∣∣∣
δ=0

=
3D

h2
g(θ, u, v) +Dg(θ, ψ, ϕ)−

− J

2

∫
Ω0

{
(θ,1 (w,21−w,22 ) + 2θ,2w,1w,2 ) + 2(θ,2w,1 ϕ− θ,1w,2 ϕ)

}
dΩ0 +

+
J

2

∫
Ω0

θ,1 (ψ2 + ϕ2) dΩ0 −
∫
Ω0

(F θ),1 ξ dΩ0, (18)

где ξ = ξ0 = (u, v, w, ψ, ϕ) — решение задачи (3), соответствующей параметру δ = 0;
функция g определяется формулой

g(θ, t, s) = −1

2

∫
Ω0

θ,1

(
t,21−s,22 +

1

2
(1− k)(s,21−t,22 )

)
dΩ0 −

− 1

2

∫
Ω0

θ,2 (2s,1 s,2 + (1 + k)s,1 t,1 + (1− k)t,1 t,2 ) dΩ0.
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Доказательство. Решение ξ = ξ0 задачи равновесия для невозмущенной трещины

удовлетворяет соотношению

Π(Ω0, ξ) = min
η∈K0(Ω0)

Π(Ω0,η). (19)

Аналогично для решений ξδ получаем

Π(Ωδ, ξδ) = min
η∈Kδ(Ωδ)

Π(Ωδ,η). (20)

Поскольку при преобразовании (11) множества K0(Ω0) и Kδ(Ωδ) отображаются взаимно
однозначно, имеем равенства

min
η∈Kδ(Ωδ)

Π(Ωδ,η) = min
η∈K0(Ω0)

Πδ(Ω0,η). (21)

Далее, не нарушая общности, будем считать, что δ > 0. С учетом (19)–(21) получаем
следующие неравенства:

Π(Ωδ, ξδ)− Π(Ω0, ξ)

δ
6

Πδ(Ω0, ξ)− Π(Ω0, ξ)

δ
; (22)

Πδ(Ω0, ξ̂δ)− Π(Ω0, ξ̂δ)

δ
6

Π(Ωδ, ξδ)− Π(Ω0, ξ)

δ
. (23)

Осуществим предельный переход в (22) и оценим правую часть с помощью представле-
ния (16). В результате получаем

lim
δ→0

sup
Π(Ωδ, ξδ)− Π(Ω0, ξ)

δ
6

3D

h2
g(θ, u, v) +Dg(θ, ψ, ϕ)−

− J

2

∫
Ω0

{
(θ,1 (w,21−w,22 ) + 2θ,2w,1w,2 ) + 2(θ,2w,1 ϕ− θ,1w,2 ϕ)

}
dΩ0 +

+
J

2

∫
Ω0

θ,1 (ψ2 + ϕ2) dΩ0 −
∫
Ω0

(F θ),1 ξ dΩ0.

В то же время вследствие сильной сходимости ξ̂δ → ξ в H(Ω0) и согласно оценке (23) и
представлению (16) имеем

lim
δ→0

inf
Π(Ωδ, ξδ)− Π(Ω0, ξ)

δ
>

3D

h2
g(θ, u, v) +Dg(θ, ψ, ϕ)−

− J

2

∫
Ω0

{
(θ,1 (w,21−w,22 ) + 2θ,2w,1w,2 ) + 2(θ,2w,1 ϕ− θ,1w,2 ϕ)

}
dΩ0 +

+
J

2

∫
Ω0

θ,1 (ψ2 + ϕ2) dΩ0 −
∫
Ω0

(F θ),1 ξ dΩ0.

Из последних двух неравенств следует существование предела справа

lim
δ→0+0

Π(Ωδ, ξδ)− Π(Ω0, ξ0)

δ
.

При отрицательных параметрах δ неравенства (22), (23) будут выполняться с обратными
знаками. Аналогично можно установить существование предела слева. Таким образом,
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производная функционала энергии по отношению к параметру δ, описывающему изменение
длины трещины, существует и определяется по формуле (18). Теорема доказана.

Заметим, что производная функционала энергии не зависит от θ. Действительно, в
предельном соотношении для производной (17) правая часть не зависит от θ.

Сравним полученную выше формулу (18) с формулой для производной функционала
энергии пластины Кирхгофа — Лява по длине плоской трещины (см. [5]). В отличие от
модели пластины Кирхгофа — Лява модель Тимошенко содержит функции ϕ, описываю-
щие углы поворота нормальных сечений, а функционал энергии пластины (1) учитывает
энергию, соответствующую деформации поперечного сдвига. Следует отметить, что в
рассматриваемой модели пластины Тимошенко функционал энергии пластины содержит

слагаемое вида
1

2

∫
Ωδ

σij(W )εij(W ) dΩδ, представляющее собой энергию деформаций гори-

зонтальных перемещений. Это слагаемое входит также в функционал энергии пластины
Кирхгофа — Лява [13], что обусловливает наличие одинаковых слагаемых 3Dg(θ, u, v)/h2

в обеих формулах для производной функционала энергии (см. [5]). Поскольку выражение

для интеграла
1

2

∫
Ωδ

mij(ϕ)αij(ϕ) dΩδ, представляющего собой энергию деформации изги-

ба, аналогично выражению для рассмотренного выше интеграла, формула (18) содержит
слагаемое Dg(θ, ψ, ϕ). Остальные слагаемые формулы (18) обусловлены наличием инте-

гралов
J

2

∫
Ωδ

(w,i + ϕi)(w,i + ϕi) dΩδ и

∫
Ωδ

F · ξ dΩδ в выражении для функционала Π(Ωδ, ξ)

в (1).
В заключение отметим, что полученная формула для производной (18) справедлива

также в случае однородной трансверсально-изотропной пластины, содержащей плоскую
сквозную трещину. При этом коэффициент J определяется по формуле J = 2κ2Gh, где
G — модуль сдвига на площадках, перпендикулярных срединной плоскости пластины.
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