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вектора частот вещественного двумерного сигнала с медленно изменяющимися парамет-
рами, наблюдаемого при наличии аддитивного гауссовского шума. Для уточнения грубой
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дискретного преобразования Фурье. Приведены результаты компьютерного моделирова-
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Введение. Алгоритмы оценивания локального вектора частот двумерного (2D) ква-
зигармонического сигнала с медленно изменяющимися параметрами используются в зада-
чах прогнозирования характеристик каналов связи с переменными параметрами [1], сег-
ментации изображений [2], анализа характеристик и обнаружения квазипериодических
текстур [3–5] и т. п.

Значение частоты в некоторой точке 2D-сигнала определяется пространственным рас-
пределением его значений в окрестности этой точки. Оценка локального вектора частот
вычисляется для каждого фрагмента 2D-сигнала, формируемого скользящим окном разме-
ром N ×N отсчётов, последовательно занимающим все возможные значения на плоскости
аргументов сигнала. При этом полагается, что в пределах окна частота сигнала практи-
чески постоянна, т. е. модель анализируемого фрагмента

z = s + w = {z(i1, i2) = s(i1, i2) + w(i1, i2)), i1 = 0, N − 1, i2 = 0, N − 1 }, (1)

где

s(i1, i2) = A cos(2π(f1i1 + f2i2) + φ) (2)

— вещественный двумерный гармонический сигнал; f = (f1, f2)
T — вектор частот, ком-

поненты которого |fl| < 0,5, l = 1, 2, начальная фаза φ ∈ [0, 2π) и амплитуда A > 0 —

∗Работа выполнена при финансовой поддержке Министерства образования и науки РФ (государствен-
ное задание № 2014/138, проект № 1176).
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неизвестные параметры сигнала s, T — символ транспонирования; w — аддитивный дис-
кретный белый гауссовский шум с нулевым математическим ожиданием и дисперсией σ2.

Известен ряд алгоритмов для оценивания частоты двумерной комплексной экспонен-
ты Aejφ+ j2π(f1i1+ f2i2) или вещественного гармонического сигнала (2), наблюдаемых в
присутствии гауссовского шума [6–9]. Для модели (1) максимально правдоподобной (МП)
оценкой f является оценка, равная координатам максимума амплитудного спектра (AC)
|Z(k)| = |F2{z}| анализируемого фрагмента [10]

_
fМП=

1

N
arg max

k
|Z(k)|. (3)

Здесь F2{·} — двумерное дискретное преобразование Фурье (ДПФ); k = {(k1, k2)T , k1 =
= 0, N − 1, k2 = 0, N − 1} — целочисленный вектор.

Методическая ошибка
_
fМП определяется расстоянием между отсчётами дискретного

АС, которое, в свою очередь, обратно пропорционально N . Увеличение размеров сколь-

зящего окна в целях повышения точности
_
fМП приводит к снижению вычислительной

эффективности алгоритма оценивания. Кроме того, в задачах оценивания медленно из-
меняющихся параметров сигналов и текстурной сегментации размеры скользящего окна

ограничены размерами участков стационарности 2D-сигнала. В этих задачах анализиру-
емый фрагмент, как правило, содержит от двух до четырёх периодов сигнала, т. е. длина
вектора частот f = (f1, f2)

T удовлетворяет условию

2/N ≤
√
f21 + f22 ≤ 4/N, (4)

а параметр окна N не превышает несколько десятков отсчётов.
Чтобы уменьшить методическую ошибку МП-оценки частоты одномерных сигналов,

применяются различные интерполяционные алгоритмы (ИА), учитывающие коэффициен-
ты ДПФ [11–13]. Среди них наиболее эффективными являются трёхточечные алгоритмы
Маклеода [11] и Якобсена [13], сочетающие высокую точность и низкую вычислительную
сложность.

Для оценивания вектора частот 2D-сигнала (2) или комплексной экспоненты в алго-
ритме PUMA [6, 14] использовано сингулярное разложение (SVD — Singular Value Decom-
position) матриц. Основная идея алгоритма PUMA состоит в приближении матрицы z
размера N×N матрицей первого ранга, т. е. представление z в виде произведения вектор-
столбца (N × 1) и вектор-строки (1 × N). Далее для уточнения оценки частоты приме-
няются одномерные алгоритмы линейного предсказания и взвешенный метод наименьших

квадратов. Вычислительная сложность алгоритма PUMA обусловлена двумя факторами.
Во-первых, необходимо для каждого положения окна выполнять SVD матриц достаточно

больших размеров. Во-вторых, алгоритмы уточнения оценки частоты являются итераци-
онными.

В [7] предложен двухэтапный итерационный алгоритм оценивания вектора частот

комплексной экспоненты. На первом этапе вычисляется грубая МП-оценка частоты (3).
На втором этапе в целях повышения её точности поочерёдно используются два одномер-
ных итерационных алгоритма для двухточечной интерполяции 2D-спектра вдоль строк
и столбцов. Как и в алгоритме PUMA, итерационный алгоритм приводит к увеличению
объёма вычислений. Кроме того, в алгоритме [7] применяются лишь пять из девяти ко-

эффициентов двумерного ДПФ в окрестности
_
fМП размером 3 × 3, что снижает точность

оценки f.
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Целью данной работы является построение экономичного алгоритма оценивания ло-
кального вектора частоты f вещественного двумерного гармонического сигнала (2) по ана-
лизируемому фрагменту z на основе SVD матриц размера 3×3 и одномерных трёхточечных
ИА двумерного дискретного спектра. Размеры анализируемого фрагмента соизмеримы с
периодом гармонического сигнала.

Оценивание вектора частот f с помощью одномерных трёхточечных алго-
ритмов аппроксимации. Как и в [7, 12], предложенный алгоритм оценивания f состоит
из двух этапов. На первом этапе вычисляется грубая МП-оценка (3), на втором — по-
правка с использованием интерполяции двумерного дискретного спектра. Пусть истинное
значение вектора частот

f =
1

N
(m + δ) =

1

N
(m1 + δ1,m2 + δ2)

T , (5)

гдеm = (m1,m2)
T — целочисленный вектор, компоненты которого 1 < ml < N−2, l = 1, 2;

δ = (δ1, δ2)
T — вектор поправок, компоненты которого — вещественные числа |δl| < 0,5,

l = 1, 2.
С учётом (5) нетрудно показать, что спектр фрагмента z размером N × N отсчётов

для вещественного сигнала (2) имеет вид

Z(k) =
{
Z(k1, k2) = S(k1, k2) +W (k1, k2) =

A

2

(
ejφ

2∏
l=1

ej2π(ml + δl − kl) − 1

ej(2π/N)(ml + δl − kl) − 1
+

+ e−jφ
2∏

l=1

e−j2π(ml + δl + kl) − 1

e−j(2π/N)(ml + δl + kl) − 1

)
+W (k1, k2), k1 = 0, N − 1, k2 = 0, N − 1

}
, (6)

где S(k1, k2) и W (k1, k2) — комплексные коэффициенты ДПФ вещественного двумерного

гармонического сигнала (2) и шума w соответственно.
Отметим, что при отсутствии шума компоненты вектора m = (m1,m2)

T равны ко-
ординатам максимального значения двумерного дискретного АС |Z(k)| фрагмента z. В

соответствии с (3)
_
fМП = m/N .

Применяя приближение дискретного спектра (6) в окрестности m, аналогичное при-
ближению, предложенному в работах [12, 15] для одномерных сигналов, получим

Z(m + n) ≈
{A

2
ejφN2

2∏
l=1

1

(δl − nl)
+W (m1 + n1,m2 + n2), n1 = −1, 1, n2 = −1, 1

}
. (7)

В соотношении (7) фрагмент спектра Z(m+n) представляет собой матрицу размера 3×3.
Коэффициенты двумерного ДПФ вертикального и горизонтального сечений, проходящих
через точку с координатами m, имеют вид

Z(m1 + n1,m2) ≈
C1

(δ1 − n1)
+W (m1 + n1,m2), n1 = −1, 1, (8)

Z(m1,m2 + n2) ≈
C2

(δ2 − n2)
+W (m1,m2 + n2), n2 = −1, 1. (9)
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С точностью до значений комплексных констант C1 = (A/2)ejφN2(1/δ2) и C2 =
= (A/2)ejφN2(1/δ1) отсчёты сечений (8) и (9) при отсутствии шума приближённо равны
отсчётам спектра одномерного гармонического сигнала (2) в окрестности максимума его
АС. Следовательно, компоненты δ1 и δ2 вектора поправок δ можно вычислить независимо
по сечениям (8) и (9) соответственно, применив одномерные трёхточечные интерполяци-
онные алгоритмы Якобсена [13]

_
δJ, 1 = −Υ

{ Z(m1 + 1,m2)− Z(m1 − 1,m2)

2Z(m1,m2)− Z(m1 + 1,m2)− Z(m1 − 1,m2)

}
, (10)

_
δJ, 2 = −Υ

{ Z(m1,m2 + 1)− Z(m1,m2 − 1)

2Z(m1,m2)− Z(m1,m2 + 1)− Z(m1,m2 − 1)

}
(11)

или Маклеода [11]

_
δM, l =

√
1 + 8γ2l − 1

4γl
, γl =

Rl,−1 −Rl, 1
2Rl, 0 +Rl,−1 +Rl, 1

, l = 1, 2, (12)

R1, n = Υ(Z(m1 + n,m2)Z
∗(m1,m2)), R2, n = Υ(Z(m1,m2 + n)Z∗(m1,m2)), n = −1, 1,

где Υ(·) — вещественная часть комплексного числа, «∗» — символ комплексного сопря-
жения. Оценки вектора частот, использующие ИА Якобсена и Маклеода, имеют вид

_
fJ = (1/N)(m + δJ),

_
fM = (1/N)(m + δM ).

Оценивание вектора частот f с помощью сингулярного разложения и одно-
мерных трёхточечных алгоритмов аппроксимации. Очевидным недостатком по-

лученных оценок
_
fJ и

_
fM является использование лишь пяти из девяти коэффициентов

Z(m + n). Из (7) следует, что

Z(m + n) ≈ A

2
ejφN2G1G

T
2 + W(m + n),

где Gl = ((δl + 1)−1, δ−1
l , (δl − 1)−1)T . Поэтому комплексную матрицу Z(m + n) размера

3× 3 можно достаточно точно приблизить этой же матрицей ранга 1:

_
Z (m + n) ≈ λ1U1V

T
1 ,

где U1 и V1 — левый и правый сингулярные векторы, соответствующие наибольшему

сингулярному числу λ1 матрицы Z(m + n). Отметим, что матрица
_
Z (m + n) является

наилучшим одноранговым приближением Z(m + n) по норме Фробениуса комплексными
трёхмерными векторами U1 и V1 [16]. Подставив в формулы (10)–(12) вместо отсчётов
одномерных сечений (8), (9) компоненты сингулярных векторов U1 и V1 и применив алго-
ритмы интерполяции Якобсена и Маклеода, получим оценки

_
f SVD, J = (1/N)(m + δSVD, J),

_
f SVD,M = (1/N)(m + δSVD,M ).
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Результаты экспериментальных исследований. Для анализа эффективности

предложенных оценок
_
fJ ,

_
fM ,

_
f SVD, J и

_
f SVD,M было проведено два эксперимента методом

компьютерного моделирования. В обоих экспериментах вычисление среднеквадратической
ошибки (СКО) оценивания

ε =

√√√√ 1

V

V∑
v=1

(f1, v −
_
f1, v)2 + (f2, v −

_
f2, v)2

выполнялось по V = 104 статистически независимым тестовым фрагментам размером
N × N элементов. Компоненты вектора частот и начальная фаза в (2) от фрагмента к
фрагменту менялись случайным образом в соответствии с равномерным законом распре-
деления вероятностей. Длина вектора частот удовлетворяла условию (4).

Задача первого эксперимента состояла в определении потерь, связанных с использо-
ванием вместо всех N ×N коэффициентов двумерного ДПФ анализируемого фрагмента z
лишь девяти элементов матрицы Z(m + n) размера 3× 3.

Оптимальные оценки параметров сигнала (2) получены методом наименьших квад-
ратов путём минимизации квадратичной функции потерь, заданной в области всех комп-
лексных коэффициентов ДПФ:

(
_
Aopt,

_
f opt,

_
ϕopt) = arg min

A, f, ϕ

N − 1∑
k1=0

N − 1∑
k2=0

|Z(k1, k2)− S(k1, k2)|2,

или квадратичной функции для окрестности точки m:

(
_
A3× 3,

_
f 3× 3,

_
ϕ3× 3) = arg min

A, f, ϕ

1∑
n1=−1

1∑
n2=−1

|Z(m1 + n1,m2 + n2)− S(m1 + n1,m2 + n2)|2.

На рис. 1 приведены зависимости СКО от отношения сигнал/шум (в децибелах) q2 =

= 10 log10(A
2/2σ2) (штриховые линии соответствуют СКО оптимальной оценки

_
f opt,

сплошные линии— СКО оценки
_
f 3× 3). Среднеквадратическая ошибка грубой МП-оценки

N = 16

N = 32

q2

e . 10-3
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0

1

2

3

0

Рис. 1
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Рис. 2 Рис. 3

(3), используемой на первом этапе, ≈(12,8 · 10−3) при N = 32 и ≈(25,6 · 10−3) при N = 16.

Следует подчеркнуть, что СКО
_
f 3× 3 является границей снизу, а СКО

_
f МП — границей

сверху для оценок по матрице Z(m + n) размера 3× 3.
Задача второго эксперимента состояла в сравнении эффективности предложенных

оценок по элементам матрицы Z(m + n) с границей снизу. На рис. 2 и 3 приведены за-
висимости ∆ = ε − ε3× 3 от q

2 при N = 16 и N = 32 соответственно, где кривые 1 —

зависимости для ИА Маклеода
_
fM и

_
f SVD,M , 2 — ИА Якобсена

_
fJ и

_
f SVD, J ; штриховые

линии соответствуют оценкам
_
fJ и

_
fM по пяти элементам матрицы Z(m+n) размера 3×3,

сплошные — оценкам
_
f SVD, J и

_
f SVD,M по всем девяти элементам Z(m + n) c использова-

нием SVD.
Показанные зависимости содержат три области. В левой области для малых значе-

ний отношения сигнал/шум увеличение СКО по сравнению с границей снизу обусловлено
аномальными ошибками МП-оценки, когда принятие побочных (шумовых) выбросов АС
за основной максимум АС оказывается достаточно вероятным событием. В правой облас-
ти увеличение ∆ = ε − ε3× 3 при повышении q2 обусловлено смещением трёхточечных

алгоритмов интерполяции. В центральной области СКО оценки
_
f SVD,M близка к границе

снизу и практически совпадает с ней при N ≥ 32. Применение сингулярного разложения
существенно снижает уровень СКО алгоритмов оценивания, использующих ИА Маклеода
и Якобсена. При q2 ≥ 25 оба интерполяционных алгоритма обеспечивают практически
одинаковую точность оценивания вектора частот, однако ИА Якобсена обладает меньшей
вычислительной сложностью.

Заключение. Для повышения точности грубой МП-оценки вектора частот двумер-
ного вещественного гармонического сигнала предложено применять трёхточечные алго-
ритмы одномерной интерполяции вертикального и горизонтального сечений 2D-спектра,
проходящих через точку с координатами максимума амплитудного спектра, и сингулярное
разложение матрицы Z(m + n) размера 3× 3.

Методом компьютерного моделирования показано, что наименьшей среднеквадрати-

ческой ошибкой среди предложенных оценок обладает оценка
_
f SVD,M , использующая алго-

ритм интерполяции Маклеода левого и правого сингулярных векторов, соответствующих

наибольшему сингулярному числу матрицы Z(m + n). Точность оценки
_
f SVD,M близка
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к точности оптимальной оценки, полученной методом наименьших квадратов по матрице
Z(m + n) размера 3× 3 коэффициентов двумерного ДПФ.
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