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Решена двумерная задача деформирования слоя вязкоупругого материала, приклеенного
к твердому основанию, бегущей волной касательного напряжения. Получены аналити-
ческие выражения для двух компонент сдвиговой податливости, соответствующих двум
компонентам смещения поверхности. Показано, что безразмерные компоненты податли-
вости зависят только от вязкоупругих свойств материала, отношения длины волны к
толщине слоя λ/H и отношения скорости волны к скорости распространения сдвиго-
вых колебаний V/C0

t . Представлены данные о динамической податливости в диапазонах
0,2 < λ/H < 60,0 и 0,2 < V/C0

t < 5,0. Установлено, что в диапазоне 1,5 < λ/H < 5,0
нормальная компонента сдвиговой податливости резко уменьшается. Приведены гра-
фики сдвига фаз компонент смещения относительно фаз приложенных пульсационных
сдвиговых напряжений, а также графики смещений и сдвига их фаз по толщине вязко-
упругого слоя.

Ключевые слова: вынужденные колебания, пульсации трения, динамическая подат-
ливость, модуль упругости, коэффициент потерь, коэффициент Пуассона.

В данной работе выполнен расчет комплексной податливости слоя вязкоупругого ма-
териала толщиной H с плотностью ρ, коэффициентом Пуассона σ и комплексным модулем
упругости E∗ = E(1−iµ) (µ — коэффициент потерь), приклеенного к твердому основанию.
Рассмотрен установившийся режим деформации этого покрытия под действием плоской

монохроматической волны давления, распространяющейся вдоль оси x со скоростью V .
Смещение частиц среды определяется зависимостью

ξ = iζ + jη = f(y) eiω(x/V−t),

где ζ, η — компоненты смещения, направленные соответственно вдоль покрытия и пер-
пендикулярно ему.

Уравнение движения имеет вид [1]

∂2ξ

∂t2
= C2

t ∆ξ + (C2
l − C2

t ) grad div ξ, (1)

где Cl = [E∗(1− σ)/(ρ(1 + σ)(1− 2σ))]1/2 — скорость волны сжатия-растяжения в безгра-

ничном пространстве; Ct = [E∗/(2ρ(1+σ))]1/2 — скорость сдвиговой волны в безграничном

пространстве.
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Граничными условиями являются условие отсутствия смещения на твердой стенке

ζ = η = 0, y = H (2)

и условия для напряжений на внешней границе:

σyy =
E∗

(1 + σ)(1− 2σ)

(
(1− σ)

∂η

∂y
+ σ

∂ζ

∂x

)
= 0, y = 0; (3)

σxy =
E∗

2(1 + σ)

(∂ζ

∂y
+

∂η

∂x

)
= −τ eiω(x/V−t), y = 0,

где τ eiω(x/V−t) — внешнее воздействие.
Для решения уравнения (1) используем метод разделения вектора смещения на гра-

диентную и роторную части. Введем две скалярные функции Φ и Ψ, такие что

ζ =
∂Φ

∂x
+

∂Ψ

∂y
, η =

∂Φ

∂y
− ∂Ψ

∂x
. (4)

Подставляя эти функции в (1), получаем два уравнения

∂2Φ

∂t2
− C2

l ∆Φ = 0,
∂2Ψ

∂t2
− C2

t ∆Ψ = 0,

решения которых имеют вид

Φ =
(
A1

sh (ωαy/V )

ωα/V
+ B1 ch (ωαy/V )

)
eiω(x/V−t),

Ψ =
(
A2

sh (ωβy/V )

ωβ/V
+ B2 ch (ωβy/V )

)
eiω(x/V−t) .

Здесь α = [1− (V/Cl)
2]1/2; β = [1− (V/Ct)

2]1/2.
Используя граничные условия (2), (3), получаем систему четырех уравнений для опре-

деления A1, A2, B1, B2:

A1 =
−2i(1 + σ)F

1 + β2 − 2F

λ

2π

τ

E∗ , A2 =
2(1 + σ)S

1 + β2 − 2F

λ

2π

[
1− 1

2(1− iµ)

( V

C0
t

)2] τ

E∗ ,

B1 =
2i(1 + σ)S

1 + β2 − 2F

( λ

2π

)2 τ

E∗ , B2 =
−2(1 + σ)

1 + β2 − 2F

( λ

2π

)2 τ

E∗ .

Здесь

S =
β sh (2πβH/λ)− (F/α) sh (2παH/λ)

D
, F =

ch (2πβH/λ) + (βD1/D) sh (2πβH/λ)

sh (2παH/λ) + (D1/(αD)) sh (2παH/λ)
,

D =
[
1− 1

2(1− iµ)

( V

C0
t

)2]
ch

(2πβH

λ

)
− ch

(2παH

λ

)
, C0

t =
[ E

2ρ(1 + σ)

]1/2
,

D1 = α sh
(2παH

λ

)
− 1

β

[
1− 1

2(1− iµ)

( V

C0
t

)2]
sh

(2πβH

λ

)
,

λ = 2πV/ω — длина волны.
Используя соотношения (4), получаем выражения для компонент смещения поверхно-

сти покрытия

η
∣∣
y=0

=
(
A1 − i

2π

λ
B2

)
eiω(x/V−t), ζ

∣∣
y=0

=
(
i
2π

λ
B1 + A2

)
eiω(x/V−t) .
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Податливость есть отношение деформации к приложенному напряжению.
Сдвиговая податливость покрытия, так же как и податливость под действием вол-

ны давления [2], имеет две компоненты: перпендикулярную поверхности Cn = |Cn| eiθn и

параллельную ей Ct = |Ct| eiθt . Здесь |Cn|, |Ct| — модули соответствующих компонент

динамической податливости; θn, θt — фазовые отставания соответствующих компонент

смещения поверхности от действующего напряжения.
При расчетах и анализе целесообразно использовать безразмерные комплексы

C∗
n =

Cn

H/G∗ =
i(1− F )

2π(1− iµ)(1 + β2 − 2F )

λ

H
,

C∗
t =

Ct

H/G∗ = − S

4π(1− iµ)2(1 + β2 − 2F )

λ

H

( V

C0
t

)2
,

зависящие только от отношения длины волны к толщине покрытия λ/H и отношения

скорости волны к скорости распространения сдвиговых возмущений V/C0
t в безгранич-

ной среде, не имеющей потерь, обусловленных наличием вязкости (µ = 0). Величина G∗

есть динамический модуль сдвига. Предполагается, что потери при сдвиге и объемной де-
формации равны (при этом коэффициент Пуассона является действительной величиной),
поэтому G∗ = E∗/[2(1 + σ)]. Это допущение основано на экспериментальных данных, по-
казывающих, что отношение мнимой части коэффициента Пуассона к его действительной
части очень мало (10−3 ÷ 10−2), а для некоторых материалов равно нулю [3–5].

Для большинства резин значения коэффициента Пуассона находятся в диапазоне

σ = 0,47 ÷ 0,48, поэтому расчеты проведены при σ = 0,475. На рис. 1 показана зави-
симость продольной компоненты безразмерной податливости от длины волны. Видно, что
с увеличением отношения длины волны к толщине слоя до значения λ/H ≈ 10 продоль-
ная компонента податливости увеличивается, а затем выходит на режим насыщения (см.
рис. 1,а). При V/C0

t < 0,75 величина |C∗
t | слабо зависит от коэффициента потерь для

реальных материалов во всем диапазоне его значений (0,02 < µ < 0,50).
При скорости волны, приближенно равной скорости распространения сдвиговых коле-

баний, при λ/H = 1,35 на кривой |C∗
t |(λ/H) появляется пик (кривая 3), высота которого
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Рис. 1. Зависимости продольной компоненты безразмерной податливости (а) и
компоненты, нормальной к поверхности (б), от отношения длины волны к тол-
щине слоя при σ = 0,475:
сплошные и пунктирные линии — µ = 0,02, штриховые — µ = 0,5; 1 — V/C0

t = 0,5,
2 — V/C0

t = 0,75, 3 — V/C0
t = 1, 4 — V/C0

t = 1,5, 5 — V/C0
t = 2
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Рис. 2. Фазовый сдвиг продольных смещений относительно пульсаций трения
при V/C0

t 6 1 (a) и V/C0
t > 1 (б) в случае σ = 0,475:

сплошные линии — µ = 0,02, штриховые — µ = 0,5; 1 — V/C0
t = 0,5, 2 — V/C0

t = 0,75,
3 — V/C0

t = 1, 4 — V/C0
t = 1,5, 5 — V/C0

t = 2

увеличивается с уменьшением коэффициента потерь. При V/C0
t > 1,5 кривая продольной

податливости приобретает колебательный характер при достижении определенной часто-
ты (кривая 5). Так, при V/C0

t = 2 первый пик податливости появляется при λ/H = 4,5,
а при V/C0

t > 2 сдвигается в сторону низких частот. C уменьшением потерь в материале

амплитуда колебаний увеличивается.

При всех скоростях волны и частоте воздействия, равной нулю (квазиравновесный
режим деформирования), значение безразмерной продольной податливости равно единице.

Основными отличиями нормальной компоненты податливости от продольной являют-
ся наличие “провала” в диапазоне 1,5 < λ/H < 5,0 и монотонное уменьшение нормальной
компоненты при больших значениях λ/H. Так, в случае V/C0

t 6 1 (см. рис. 1,б) минималь-
ное значение |C∗

n| достигается при λ/H = 2,14, а в случае V/C0
t = 1,5 — при λ/H = 3.

Слева от “провала” наблюдается расслоение кривых, соответствующих различным зна-
чениям V/C0

t и коэффициента потерь, а справа — незначительный сдвиг этих кривых,
обусловленный различием значений величины потерь в материале.

На рис. 2 показано фазовое отставание смещений от приложенного напряжения. Фаза
продольного смещения (см. рис. 2,а) не зависит от λ/H в области низких частот (напри-
мер, при V/C0

t = 1 и λ/H > 2). В этой области ее значение зависит только от коэффициен-
та потерь и при достаточно малых потерях равно 90◦. С увеличением потерь продольные
смещения отстают от пульсаций напряжения на угол θ > 90◦. В высокочастотной области
на фазовое отставание влияет скорость волны, особенно в случае V/C0

t = 1 (кривая 3 на
рис. 2,а).

При V/C0
t > 1,5 зависимость θ(λ/H) имеет колебательный характер (см. рис. 2,б).

При прохождении каждого максимума и минимума продольной податливости (см. рис. 1,а)
фаза изменяется на 180◦ (в диапазоне θ = 90÷ 270◦). С увеличением коэффициента потерь
кривые θ(λ/H) становятся более плавными.

На участке, где имеет место “провал” нормальной компоненты податливости, фаза
этой компоненты (рис. 3,а) при малых потерях и скоростях волны изменяется в диапазоне
от −90 до 90◦. С увеличением коэффициента потерь фазовое отставание коротковолновых
деформаций уменьшается, а длинноволновых — увеличивается.
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Рис. 3. Фазовый сдвиг нормальных к поверхности смещений относительно пуль-
саций трения при V/C0

t 6 1 (a) и V/C0
t > 1 (б) в случае σ = 0,475 (обозначения

те же, что на рис. 2)

При V/C0
t = 1 фаза коротковолновых деформаций является положительной (кривые 3

на рис. 3,а), при V/C0
t = 1,5 (кривая 4 на рис. 3,б) уменьшение фазы в области “провала”

податливости происходит в узком диапазоне длин волн в окрестности значения λ/H = 5,1.
При V/C0

t > 1,5 изменение фазы нормальной компоненты смещения имеет колебательный
характер: колебания увеличиваются с увеличением скорости распространения волны и

уменьшаются с увеличением коэффициента потерь.
Описанное поведение продольных и нормальных смещений можно объяснить тем, что

величина и фаза смещения изменяются по толщине слоя вязкоупругого материала [6].
Так, наличие первого пика справа на кривой 5 рис. 1,а объясняется тем, что продоль-
ное смещение монотонно увеличивается по толщине покрытия и достигает максимума на

внешней границе слоя. При уменьшении λ максимальное смещение достигается внутри
покрытия. При дальнейшем уменьшении λ точка, в которой достигается максимальное
смещение, будет сдвигаться вглубь слоя, а смещение внешней поверхности — уменьшать-
ся. Наконец, при некоторой частоте нормальное смещение будет равно нулю и на внешней,
и на внутренней поверхностях слоя, т. е. по толщине слоя реализуется “полуволна” сме-
щения. В этом случае наблюдается минимум податливости (антирезонанс). На частоте,
соответствующей резонансному пику, по толщине покрытия укладывается целое число
“полуволн” и 1/4 “волны”.

На рис. 4 представлены профили смещений при V/C0
t = 1. При больших длинах волн

распределение продольного смещения по толщине слоя (см. рис. 4,а) приближается к ли-
нейному (кривая 5), что соответствует режиму квазистационарного сдвига. При уменьше-
нии длины волны профиль становится нелинейным (кривая 4), а затем внутри покрытия
появляется точка, в которой смещение равно нулю. Эта точка сдвигается к внешней по-
верхности слоя (кривые 1–3).

При больших значениях λ/H профиль нормального смещения (см. рис. 4,б) имеет
монотонный характер (кривые 4, 5). С уменьшением длины волны внутри слоя появляется
точка перегиба, при этом нормальное смещение на внешней поверхности стремится к нулю
(кривая 3), а затем увеличивается и достигает максимума (кривая 2) (ср. со сплошной
кривой 3 на рис. 1,б).

На рис. 5 представлено распределение фазы смещений по толщине слоя. В случае длин-
новолновых возмущений фаза продольных смещений постоянна по толщине слоя и рав-
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Рис. 4. Профили продольных (а) и нормальных к поверхности (б) смещений по
толщине слоя при V/C0

t = 1, µ = 0,2, σ = 0,475:
1 — λ/H = 0,2, 2 — λ/H = 1,25, 3 — λ/H = 2,5, 4 — λ/H = 5, 5 — λ/H = 10
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Рис. 5. Фазовый сдвиг продольных (а) и нормальных к поверхности (б) смеще-
ний по толщине слоя при V/C0

t = 1, µ = 0,2, σ = 0,475 (обозначения те же, что
на рис. 4)

на 90◦. На частоте, соответствующей “провалу”, фаза изменяется от 90 до −90◦ в окрест-
ности значения y/H ≈ 0,3 (кривая 3). При максимальной податливости (кривая 2) на
большем участке слоя (0,2 < y/H < 1,0) фаза остается равной нулю. С увеличением ча-
стоты точка, в которой фаза становится равной нулю, сдвигается к внешней поверхности
(кривая 1).

В области максимальной податливости фаза нормальных смещений (см. рис. 5,б) оста-
ется равной нулю по всей толщине слоя (кривая 2), а в области “провала” приближенно
равна −90◦ (кривая 3). На больших длинах волн (кривые 4, 5) фаза внутри слоя увеличи-
вается от 90 до 270◦.

Анализ результатов, полученных в данной работе, показывает, что сдвиговая подат-
ливость определяется двумя параметрами: отношением скорости волны к скорости сдви-
говых колебаний и отношением длины волны к толщине слоя. Продольная компонента
сдвиговой податливости больше ее нормальной компоненты, особенно в случае длинно-



В. М. Кулик 151

волновых возмущений при λ/H > 5. Нормальная компонента имеет “провал” в области
1,5 < λ/H < 5,0. В случае если скорость волны в 1,5 раза больше скорости распростра-
нения сдвиговых колебаний, зависимости обеих компонент податливости от длины волны
имеют колебательный характер.

Деформации, обусловленные пульсациями трения [7], необходимо учитывать при вы-
яснении причин уменьшения трения в турбулентном течении на податливом покрытии [8].
Уменьшение трения зависит от продольных и вертикальных возмущений, вносимых по-
крытием в пристенную область течения, при этом весьма существенны фазовые соотно-
шения между этими возмущениями.
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