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Ðàññìîòðåíà ìåòîäèêà ðåøåíèÿ çàäà÷è ðàññåÿíèÿ ñâåòà â íàïðàâëåíèè ðàññåÿíèÿ íàçàä ìåòîäîì ôèçè-
÷åñêîé îïòèêè. Äàþòñÿ ðåêîìåíäàöèè ïî ïðîâåäåíèþ ïðåäâàðèòåëüíîé îöåíêè âêëàäà ãåîìåòðîîïòè÷åñêèõ 
ïó÷êîâ, ïîçâîëÿþùåé ñîêðàòèòü ñïèñîê íåîáõîäèìûõ äëÿ ðàñ÷åòà ïó÷êîâ â ñîòíè ðàç. Ïðåäñòàâëåííûå ýì-
ïèðè÷åñêèå îöåíî÷íûå ôîðìóëû è ðåêîìåíäàöèè ïî âûáîðó îïòèìàëüíîãî øàãà ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ 
ïîçâîëÿþò çíà÷èòåëüíî ñíèçèòü ðåñóðñîåìêîñòü ìåòîäà ôèçè÷åñêîé îïòèêè äëÿ óêàçàííûõ ìèêðîôèçè÷åñêèõ 
ìîäåëåé ãåêñàãîíàëüíûõ êðèñòàëëè÷åñêèõ ÷àñòèö. Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ðåøåíèÿ çàäà÷è ðàññåÿíèÿ ñâåòà 
äîñòóïíû â âèäå áàíêà äàííûõ ìàòðèö Ìþëëåðà â ñâîáîäíîì äîñòóïå. 

 

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ôèçè÷åñêàÿ îïòèêà, àëãîðèòì òðàññèðîâêè ïó÷êîâ, ðàññåÿíèå ñâåòà, ëåäÿíûå êðè-
ñòàëëû; phisical optics, beams splitting algorithm, light scattering, ice crystals. 

 

Ââåäåíèå 
 

Îïòè÷åñêèå ñâîéñòâà ïåðèñòûõ îáëàêîâ ÿâëÿþò-
ñÿ îáúåêòîì àêòèâíîãî èçó÷åíèÿ êàê â Ðîññèè [1–4], 
òàê è çà ðóáåæîì [5–7]. Ýòî ñâÿçàíî, âî-ïåðâûõ, ñî 
çíà÷èòåëüíûì âëèÿíèåì ýòèõ îáëàêîâ íà ðàäèàöèîí-
íûé áàëàíñ ïëàíåòû [8], à âî-âòîðûõ, ñ îòñóòñòâèåì 
îáùåïðèçíàííîãî ìåòîäà ðåøåíèÿ çàäà÷è ðàññåÿíèÿ 

ñâåòà íà ëåäÿíûõ êðèñòàëëàõ îáëàêîâ äëÿ èíòåðïðå-
òàöèè ëèäàðíîãî ñèãíàëà. Ïîïûòêè íàéòè ðåøåíèå 
ïðåäïðèíèìàëèñü êàê òî÷íûìè ìåòîäàìè [9, 10], 
òàê è â ðàìêàõ ïðèáëèæåíèÿ ãåîìåòðè÷åñêîé îïòè-
êè [11–13]. Îäíàêî òîëüêî ñ ðàçâèòèåì â 2010-õ ãã. 
ìåòîäà ôèçè÷åñêîé îïòèêè [14–16] óäàëîñü ðåøèòü 
çàäà÷ó äëÿ êëàññè÷åñêèõ ãåêñàãîíàëüíûõ ëåäÿíûõ 
êðèñòàëëîâ ïåðèñòûõ îáëàêîâ â íàïðàâëåíèè ðàñ-
ñåÿíèÿ íàçàä [17–19]. 

Â íàñòîÿùåé ñòàòüå ïðåäñòàâëåíî ðåøåíèå çà-
äà÷è ðàññåÿíèÿ ìåòîäîì ôèçè÷åñêîé îïòèêè, ïîä-
ðîáíî èçëîæåííûì â ñòàòüå [14]. Ìåòîä çàêëþ÷àåò-
ñÿ â òðàññèðîâêå âñåõ ãåîìåòðîîïòè÷åñêèõ ïó÷êîâ 
âíóòðè êðèñòàëëà, êîòîðûå ïðè âûõîäå èç ÷àñòèöû 
èñïûòûâàþò äèôðàêöèþ. Î÷åâèäíî, ÷òî ïðè ðåøå-
íèè çàäà÷è íà êðèñòàëëè÷åñêîé ÷àñòèöå, íàïðèìåð 
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ãåêñàãîíàëüíîì ñòîëáèêå èëè ïëàñòèíêå, îáðàçóåòñÿ, 
âîîáùå ãîâîðÿ, áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî òàêèõ ïó÷-
êîâ, ìíîãèå èç êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ íåñóùåñòâåííûìè 
[20, 21]. Â ñâÿçè ñ ýòèì ïðÿìîå ïðèìåíåíèå ìåòîäà 
ôèçè÷åñêîé îïòèêè äëÿ òàêèõ ðàñ÷åòîâ ÿâëÿåòñÿ íå-
îïòèìàëüíûì. Êðîìå òîãî, â ñòàòüå ïðèâîäèòñÿ ðÿä 
óïðîùåíèé, êîòîðûå ïîçâîëÿþò ñóùåñòâåííî ïîâû-
ñèòü ýôôåêòèâíîñòü ìåòîäà ôèçè÷åñêîé îïòèêè äëÿ 

ðåøåíèÿ çàäà÷è îáðàòíîãî ðàññåÿíèÿ ñâåòà íà ãåêñà-
ãîíàëüíûõ ëåäÿíûõ ÷àñòèöàõ. 

 

Ìèêðîôèçè÷åñêèå ïàðàìåòðû 
êðèñòàëëè÷åñêîé ÷àñòèöû 

 

Ëåäÿíàÿ êðèñòàëëè÷åñêàÿ ÷àñòèöà â ïåðèñòîì 
îáëàêå õàðàêòåðèçóåòñÿ ñâîèìè ðàçìåðàìè, ôîðìîé 
è îðèåíòàöèåé â ïðîñòðàíñòâå. Ýêñïåðèìåíòàëüíûå 
èññëåäîâàíèÿ óêàçûâàþò íà ñóùåñòâîâàíèå íåêîòî-
ðîé çàâèñèìîñòè ìåæäó ãåîìåòðè÷åñêèìè ðàçìåðàìè 
÷àñòèöû. Òàê, â ðàáîòàõ [22, 23] óòâåðæäàåòñÿ, ÷òî 
âûñîòà ãåêñàãîíàëüíîé ïëàñòèíêè h ñâÿçàíà ñ äèà-
ìåòðîì îñíîâàíèÿ D (ðèñ. 1) ñëåäóþùèì ñîîòíîøå-
íèåì: 

 0,4492,02 .h D=  (1) 

Ñîîòíîøåíèå ìåæäó âûñîòîé ãåêñàãîíàëüíîãî 

ñòîëáèêà L è äèàìåòðîì D åãî îñíîâàíèÿ îïðåäåëÿ-
åòñÿ ðàçëè÷íûìè àâòîðàìè ïî-ðàçíîìó. Â ÷àñòíîñòè, 
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íèæå ïðåäñòàâëåíû çàâèñèìîñòè, èñïîëüçóåìûå â ðà- 
áîòàõ Mitchell [22]: 
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Ðèñ. 1. Ðàçìåðû è îðèåíòàöèÿ ãåêñàãîíàëüíîé ïëàñòèíêè (à) 
  è ñòîëáèêà (á) 

 

Auer [23]: 
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è Okamoto [24]: 
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Óêàçàííûå çàâèñèìîñòè ïðåäñòàâëåíû íà ðèñ. 2. 

Ñòîèò îòìåòèòü, ÷òî èñïîëüçóåìàÿ Okamoto ìîäåëü (4) 

ñóùåñòâåííî îòëè÷àåòñÿ îò äâóõ äðóãèõ, ïîñêîëüêó  
â îòëè÷èå îò ïåðâûõ äâóõ ðàáîò, ãäå êðèñòàëëû äëÿ 
èññëåäîâàíèÿ ñîáèðàëèñü â ãîðàõ, â ïîñëåäíåé èñ-
ïîëüçîâàëèñü ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå íà àýðîñòàòå 
â ðàáîòå [25]. Ýòè òðè ìîäåëè ÿâëÿþòñÿ îñíîâîïî-
ëàãàþùèìè äëÿ áîëüøèíñòâà ñîâðåìåííûõ òåîðåòè-
÷åñêèõ èññëåäîâàíèé îïòè÷åñêèõ ñâîéñòâ ãåêñàãî-
íàëüíûõ êðèñòàëëîâ. 

 

 
Ðèñ. 2. Ñðàâíåíèå òðåõ ìîäåëåé çàâèñèìîñòè äèàìåòðà ãåê- 
  ñàãîíàëüíîãî ñòîëáèêà îò åãî âûñîòû 

 
Ïîìèìî ðàçìåðîâ ÷àñòèöà â îáëàêå õàðàêòåðè-

çóåòñÿ çàêîíîì, îïèñûâàþùèì åå ïðîñòðàíñòâåííóþ 
îðèåíòàöèþ. Êàê ïðàâèëî, ïðåäïîëàãàþò, ÷òî ÷àñòè-
öà èìååò èëè õàîòè÷åñêóþ [26], èëè ïðåèìóùåñòâåí-
íî ãîðèçîíòàëüíóþ [27, 28] îðèåíòàöèþ. Îïðåäåëèâ 
îðèåíòàöèþ ÷àñòèöû òðåìÿ óãëàìè Ýéëåðà (α, β, γ), 
êàê ïîêàçàíî íà ðèñ. 1, ìîæíî îõàðàêòåðèçîâàòü 

ïðîñòðàíñòâåííóþ îðèåíòàöèþ ÷àñòèöû ôóíêöèåé 
ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòåé íàõîæäåíèÿ ÷àñòèöû â òîì 
èëè èíîì ïîëîæåíèè p(α, β, γ). 

Äëÿ ëåäÿíîé ïëàñòèíêè, êàê ïðàâèëî, ïðåä- 
ïîëàãàþò, ÷òî îíà îðèåíòèðîâàíà ïî óãëàì α è γ 
ðàâíîâåðîÿòíî; ïî óãëó β ÷àñòî ïðåäïîëàãàåòñÿ ñó-
ùåñòâîâàíèå íîðìàëüíîãî çàêîíà ðàñïðåäåëåíèÿ, ÷òî 
ñîîòâåòñòâóåò ñëó÷àþ ïðåèìóùåñòâåííî ãîðèçîí-
òàëüíîé îðèåíòàöèè (êâàçèãîðèçîíòàëüíîé îðèåí-
òàöèè). Â íåêîòîðûõ ðàáîòàõ äåëàåòñÿ ïðåäïîëîæå-
íèå, ÷òî ÷àñòèöà òàêæå èìååò âûðàæåííóþ àçèìó-
òàëüíóþ îðèåíòàöèþ [29, 30], ò.å. èìååò íåêîòîðûé 
çàêîí ðàñïðåäåëåíèÿ ïî óãëó α, îäíàêî â íàñòîÿùåé 
ñòàòüå òàêîé ñëó÷àé íå ðàññìàòðèâàåòñÿ. 

Ââèäó òîãî ÷òî ðåøåíèå çàäà÷è ðàññåÿíèÿ ñâåòà 
â ðàìêàõ íàñòîÿùåé ñòàòüè áóäåò îïèñûâàòüñÿ ìàò-
ðèöåé Ìþëëåðà, óêàçàííàÿ ïðîñòðàíñòâåííàÿ îðè-
åíòàöèÿ ïðèâîäèò ê óñðåäíåíèþ ìàòðèöû Ìþëëåðà 
äëÿ îòäåëüíîé ÷àñòèöû ñëåäóþùèì îáðàçîì: 

 < > ( , , ) ( , , ) sin( ) ,p d d d

α β γ

= α β γ α β γ β α β γ∫∫∫M M  (5) 

ãäå <Ì> – óñðåäíåííàÿ ìàòðèöà Ìþëëåðà, Ì – 
ìàòðèöà Ìþëëåðà äëÿ îòäåëüíîé ôèêñèðîâàííîé  
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îðèåíòàöèè ÷àñòèöû. Çàêîí ðàñïðåäåëåíèÿ äëÿ ñëó-
÷àÿ ïîëíîñòüþ õàîòè÷åñêîé îðèåíòàöèè èìååò âèä 
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ãäå βeff – ýôôåêòèâíûé óãîë íàêëîíà ÷àñòèöû,  
à t = β äëÿ ïëàñòèíîê è t = π/2 – β äëÿ ñòîëáèêîâ. 
Çàìåòèì, ÷òî ïðè βeff → ∞ ôîðìóëà (7) ïåðåõîäèò  
â (6). Â ñëó÷àå ñèììåòðèè ÷àñòèöû, õàðàêòåðíîé 
äëÿ èäåàëüíûõ ãåêñàãîíàëüíûõ êðèñòàëëîâ, ìîæíî 
ïðîâîäèòü óñðåäíåíèå ïî óãëó γ â ïðåäåëàõ [0…π/3], 
à ïî óãëó β â ïðåäåëàõ [0…π/2]. 

Îòëè÷èå â îïðåäåëåíèè t äëÿ ñòîëáèêîâ è ïëà-
ñòèíîê çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî ïðè ãîðèçîíòàëüíîé 
îðèåíòàöèè ñòîëáèêà åãî ãëàâíàÿ îñü íàïðàâëåíà íå 
âåðòèêàëüíî, êàê ó ïëàñòèíêè, à ãîðèçîíòàëüíî (ñì. 
ðèñ. 1, á). Çäåñü ìû íå áóäåò ðàññìàòðèâàòü ïðå-
èìóùåñòâåííóþ àçèìóòàëüíóþ îðèåíòàöèþ è Parry-
îðèåíòàöèþ, ïîñëåäíÿÿ ñîîòâåòñòâóåò ñëó÷àþ, êîãäà 
ñòîëáèê íå âðàùàåòñÿ âîêðóã ñâîåé îñè. 

Âî âñåõ ðàñ÷åòàõ ïîêàçàòåëü ïðåëîìëåíèÿ n ïðè- 
íèìàëñÿ ðàâíûì 1,3249, 1,3116 è 1,3004 äëÿ äëèí 
âîëí 0,355, 0,532 è 1,064 ìêì ñîîòâåòñòâåííî. 

 

Ìåòîäèêà ðåøåíèÿ çàäà÷è ðàññåÿíèÿ 
 

Îáùèé õîä ðåøåíèÿ èìååò ñëåäóþùèé âèä: 
1) ìåòîäîì òðàññèðîâêè ïó÷êîâ ïðîèçâîäèòñÿ îöåí- 

êà âêëàäà ðàçëè÷íûõ ãåîìåòðîîïòè÷åñêèõ ïó÷êîâ; 
  2) ôîðìèðóþòñÿ êàðòû äëÿ ðàñ÷åòà; 

3) ìåòîäîì ôèçè÷åñêîé îïòèêè ñòðîèòñÿ ðåøå-
íèå äëÿ ñëó÷àÿ α = 0 äëÿ âñåõ β è γ. Ïðîèçâîäèòñÿ 
óñðåäíåíèå ìàòðèö ïî óãëó γ, ðåçóëüòàò çàíîñèòñÿ  
â áàçó äàííûõ ÷àñòè÷íî óñðåäíåííûõ ìàòðèö; 

4) íà îñíîâå ÷àñòè÷íî óñðåäíåííîé ìàòðèöû ïðî- 
âîäèòñÿ óñðåäíåíèå ïî óãëó α äëÿ çàäàííîãî óãëà 
íàêëîíà ëèäàðà θ, ðåçóëüòàò çàíîñèòñÿ âî âòîðóþ 
áàçó äàííûõ; 

5) íà îñíîâå âòîðîé áàçû äàííûõ ïðîâîäèòñÿ 
óñðåäíåíèå ïî óãëó β. 

 

Îöåíêà èíòåíñèâíîñòè ïó÷êîâ 
 

Íà ïåðâîì ýòàïå ïðîèçâîäèòñÿ ðàñ÷åò èíòåí-
ñèâíîñòè ïîêèäàþùèõ ÷àñòèöó ãåîìåòðîîïòè÷åñêèõ 
ïó÷êîâ ìåòîäîì òðàññèðîâêè ïó÷êîâ [31]. Èç ýòèõ 
ïó÷êîâ âûáèðàþòñÿ òîëüêî ïó÷êè, âûøåäøèå â êî-
íóñ 20°, ïîñòðîåííûé âîêðóã íàïðàâëåíèÿ ðàññåÿ-
íèÿ íàçàä. Äèôðàêöèîííûé âêëàä îò âñåõ îñòàëü-
íûõ ïó÷êîâ ìîæíî ñ÷èòàòü íåçíà÷èòåëüíûì (ðèñ. 3). 
Òàêîé ðàñ÷åò âûïîëíÿåòñÿ ñ äîñòàòî÷íî ãðóáûì øà-
ãîì ïî óãëàì γ è β. 

Äëÿ ó÷åòà îöåíî÷íîãî âêëàäà èíòåíñèâíîñòè 
âìåñòî ðàñ÷åòà äèôðàêöèîííîãî èíòåãðàëà èñïîëü-
çóåòñÿ îöåíî÷íàÿ ôóíêöèÿ. Êàæäûé âûøåäøèé 
ãåîìåòðîîïòè÷åñêèé ïó÷îê ïðåäïîëàãàåòñÿ êðóãëûì, 
ïðè ýòîì ðàäèóñ êðóãà âûáèðàåòñÿ òàêèì, ÷òîáû 

ïëîùàäü ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ ïó÷êà ñîõðàíèëàñü. 
Îöåíêà âûïîëíÿåòñÿ íà îñíîâå ôóíêöèè 
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Ðèñ. 3. Èëëþñòðàöèÿ ïîêèäàþùèõ ÷àñòèöó ãåîìåòðîîïòè÷åñêèõ ïó÷êîâ 
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êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ îãèáàþùåé ê òî÷íîìó ðåøåíèþ 
äèôðàêöèè íà êðóãëîì îòâåðñòèè â ïðèáëèæåíèè 
Êèðõãîôà 
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1
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2 ( )
( ) ,

J x
I x I

x

⎛ ⎞
= ⎜ ⎟

⎝ ⎠
 (9) 

ãäå 

 sin( ),x ak= θ  (10) 

I0 – èíòåíñèâíîñòü â öåíòðå äèôðàêöèîííîé êàðòè-
íû; a – ðàäèóñ êðóãà; k – âîëíîâîå ÷èñëî; θ – óãîë 
ìåæäó òî÷êîé íàáëþäåíèÿ è íàïðàâëåíèåì âûõîäà 
ïó÷êà; J1 – ôóíêöèÿ Áåññåëÿ. 

Ñðàâíåíèå ðàñ÷åòà ïî ôîðìóëå (8) ñî çíà÷åíè-
åì äèôðàêöèîííîãî èíòåãðàëà (9) ïðåäñòàâëåíî íà 
ðèñ. 4. Òàêàÿ ôîðìóëà íå ñîäåðæèò îñöèëëÿöèé  
è îöåíèâàåò âêëàä ïó÷êîâ «ñ çàïàñîì», ïîýòîìó ìû 
ãàðàíòèðîâàííî íå òåðÿåì ñëàáûå ïó÷êè. 

 

 
  

Ðèñ. 4. Ñðàâíåíèå îãèáàþùåé ôóíêöèè ñ òî÷íûì ðåøåíèåì 
  äèôðàêöèîííîãî èíòåãðàëà 

 

Äàëåå íà îñíîâå ïîëó÷åííîé ïî îöåíî÷íîé ôîð-
ìóëå èíòåíñèâíîñòè îòäåëüíîãî j-ãî ïó÷êà ïðîèçâî-
äèòñÿ ðàñ÷åò ñðåäíåãî âêëàäà ïó÷êà â èíòåíñèâ-
íîñòü ðàññåÿííîãî íàçàä ñâåòà äëÿ äàííîãî çàêîíà 
ðàñïðåäåëåíèÿ îðèåíòàöèè 

 
0

< > ( , , ) ( , , ) sin( ) .j jI I p d d d
α =

β γ

= α β γ α β γ β α β γ∫∫ (11) 

Íà ýòîì ýòàïå îðèåíòàöèÿ ïî óãëó α íå ó÷èòû-
âàåòñÿ, ïîñêîëüêó îíà íå îêàçûâàåò âëèÿíèÿ íà èí-
òåíñèâíîñòü. Äàëåå äëÿ óêàçàííîãî çàêîíà ðàñïðåäå-
ëåíèÿ ïî îðèåíòàöèÿì ïðîèñõîäèò ñîðòèðîâêà ïó÷-
êîâ ïî èíòåíñèâíîñòè âêëàäà è âûáèðàþòñÿ òîëüêî 
ïó÷êè, âíîñÿùèå 99,9% (äëÿ íåêîòîðûõ ñëó÷àåâ 

99,5%) âêëàäà â èíòåíñèâíîñòü. Íà ýòîì æå ýòàïå 
îïðåäåëÿþòñÿ è ãðóïïèðóþòñÿ âçàèìíûå òðàåêòîðèè, 
ïîäðîáíî îïèñàííûå â ðàáîòàõ [32, 33]. 

Äëÿ ñïðàâêè: äëÿ ïëàñòèíêè ðàçìåðîì D = 
= 794 ìêì, h = 40 ìêì èç 24224 òðàåêòîðèé, âû-
øåäøèõ â êîíóñ 20° íàïðàâëåíèÿ ðàññåÿíèÿ íàçàä, 
òîëüêî 289 âíîñÿò 99,9% èíòåíñèâíîñòè ïðè õàîòè-
÷åñêîé îðèåíòàöèè ÷àñòèöû. 

Ýòàï ôîðìèðîâàíèÿ êàðò 
 

Ðàññìîòðèì â êà÷åñòâå ïðèìåðà äèôôåðåíöèàëü-
íîå ñå÷åíèå ðàññåÿíèÿ (Ì11) îäíîãî èç ïó÷êîâ â íà-
ïðàâëåíèè ðàññåÿíèÿ íàçàä â çàâèñèìîñòè îò óãëîâ γ 
è β (ðèñ. 5). Âèäíî, ÷òî ýòà âåëè÷èíà îñöèëëèðóåò 
ïî óãëó γ. Òàêæå âèäíî, ÷òî ìàñøòàá ýòèõ îñöèëëÿ-
öèé ìåíÿåòñÿ ñ óãëîì β. Áîëåå òîãî, ñ óâåëè÷åíèåì 
ðàçìåðà êðèñòàëëà ìàñøòàá ýòèõ äèôðàêöèîííûõ 

îñöèëëÿöèé áóäåò óìåíüøàòüñÿ. 
 

 
Ðèñ. 5. Çàâèñèìîñòü äèôôåðåíöèàëüíîãî ñå÷åíèÿ ðàññåÿíèÿ 

îäíîãî èç ïó÷êîâ â íàïðàâëåíèè ðàññåÿíèÿ íàçàä îò óãëîâ 
γ è β äëÿ ÷àñòèöû äèàìåòðîì 25,6 ìêì è âûñîòîé 51,2 ìêì 

 
Íà ðèñ. 5 ïðåäñòàâëåí äèàïàçîí óãëîâ γ îò 0 äî 

60°, òàê êàê ââèäó ñèììåòðèè ÷àñòèöû ýòî ïîçâîëÿåò 
çíà÷èòåëüíî ñîêðàòèòü ðàñ÷åò. Îäíàêî ïðè ðåøåíèè 

çàäà÷è äëÿ íåèäåàëüíîé ÷àñòèöû (êàê, íàïðèìåð,  
â [34]) íåîáõîäèìî ðàññìàòðèâàòü âåñü äèàïàçîí îò 
0 äî 360°, êîëè÷åñòâî òðàåêòîðèé óâåëè÷èòñÿ ñîîò-
âåòñòâåííî â 6 ðàç. 

Äëÿ òîãî ÷òîáû ïðîâåñòè òî÷íîå óñðåäíåíèå ïî 
óãëó γ, íåîáõîäèìî, ÷òîáû íà îäíî äèôðàêöèîííîå 
êîëüöî (ðèñ. 5) ïðèõîäèëîñü íå ìåíåå 15 øàãîâ. Ïî-
ñêîëüêó ìàñøòàá êîëåö äëÿ ðàçëè÷íûõ ïó÷êîâ ñóùå-
ñòâåííî îòëè÷àåòñÿ, ïðèìåíÿòü ðàâíîìåðíûé ìåëêèé 
øàã íà âñåì äèàïàçîíå íåýôôåêòèâíî. Ïîýòîìó íà 
âòîðîì ýòàïå ñîñòàâëÿåòñÿ êàðòà ðàçìåðîâ øàãîâ ïî γ. 
Äëÿ ýòîãî èñïîëüçóåòñÿ ôîðìóëà, ïîçâîëÿþùàÿ îï-
ðåäåëèòü ïðèáëèæåííûé íîìåð äèôðàêöèîííîãî 

êîëüöà: 

 ,N ab= λ�  (12) 

ãäå λ – äëèíà âîëíû; | ab | – ðàçìåð ïîïåðå÷íîãî 
ñå÷åíèÿ ïó÷êà C â ïëîñêîñòè S, îáðàçîâàííîé âåê-
òîðàìè k (íàïðàâëåíèå ðàñïðîñòðàíåíèÿ ñâåòà) è s 
(íàïðàâëåíèå, â êîòîðîì íåîáõîäèìî îïðåäåëèòü 

íîìåð êîëüöà) (ðèñ. 6). 
Äëÿ ðàñ÷åòà âàæíî òî÷íî óñðåäíèòü ïåðâûå 4–5 

äèôðàêöèîííûõ êîëåö, ïîýòîìó ìû âûáèðàåì øàã 
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Ðèñ. 6. Ïîïåðå÷íîå ñå÷åíèå ïó÷êà Ñ â ïëîñêîñòè S 
 

ïî óãëó γ òàêîé, ÷òîáû â ïðåäåëàõ ýòîãî èíòåðâàëà 
íàõîäèëîñü íå ìåíåå 90 øàãîâ. Òàêàÿ ïðîöåäóðà ïðî-
âîäèòñÿ äëÿ âñåõ ïó÷êîâ, è âñå êàðòû îáúåäèíÿþòñÿ. 
Ïîëó÷åííàÿ åäèíàÿ êàðòà íåñåò èíôîðìàöèþ î âå-
ëè÷èíå øàãà â êàæäîé îáëàñòè, ÷òî ïîçâîëÿåò ïðî-
èçâîäèòü óñðåäíåíèå ïî óãëó γ ìàêñèìàëüíî ýôôåê-
òèâíî. 

 

Óñðåäíåíèå ìàòðèö ïî óãëó γ.  
Ìåòîä ôèçè÷åñêîé îïòèêè 

 

Ïåðåõîäèì ê ðàñ÷åòó ìåòîäîì ôèçè÷åñêîé îïòè-
êè. Êîãäà êàðòû øàãîâ ïî γ ãîòîâû, ñòðîèòñÿ ðåøå-
íèå ìåòîäîì ôèçè÷åñêîé îïòèêè äëÿ ñëó÷àÿ α = 0. 
Äëÿ êàæäîãî ïó÷êà, âûáðàííîãî íà ïåðâîì ýòàïå, 
ðàññ÷èòûâàåòñÿ ìàòðèöà Ìþëëåðà M(α, β, γ) è ïðî-
âîäèòñÿ åå óñðåäíåíèå ïî óãëó γ äëÿ ôèêñèðîâàííî-
ãî óãëà β: 
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π ∫M M  (13) 

Äëÿ äàëüíåéøåãî óñðåäíåíèÿ ìàòðèöû ïî óãëó β òàê-
æå ýôôåêòèâíî èñïîëüçîâàòü ïåðåìåííûé øàã, ïî-
ñêîëüêó òèïè÷íàÿ çàâèñèìîñòü ìàòðèöû èìååò òðè 
ðàçëè÷íûå îáëàñòè. 

Íà ðèñ. 7 ïðåäñòàâëåíà òèïè÷íàÿ çàâèñèìîñòü 
ýëåìåíòà M11 ìàòðèöû 

0
( )γ

α =
βM  îò óãëà β. Çäåñü 

ìîæíî âûäåëèòü òðè îáëàñòè: äèôðàêöèîííûé âêëàä 
çåðêàëüíûõ ïó÷êîâ, îòðàæåííûõ îò øåñòèóãîëüíîãî 
îñíîâàíèÿ ÷àñòèöû (îáëàñòü r2); äèôðàêöèîííûé 
âêëàä óãîëêîâûõ òðàåêòîðèé (îáëàñòü ξ); äèôðàê-
öèîííûé âêëàä çåðêàëüíûõ ïó÷êîâ, îòðàæåííûõ îò 
ïðÿìîóãîëüíûõ áîêîâûõ ãðàíåé êðèñòàëëà (îáëàñòü 
R2). Î÷åâèäíî, ÷òî ñ óâåëè÷åíèåì ðàçìåðà ÷àñòèöû 
ïðîèñõîäèò óìåíüøåíèå ðàçìåðà äèôðàêöèîííûõ 
êîëåö (r1, R1) è ðàçìåð ïåðâîé (r2) è òðåòåé (R2) 
îáëàñòåé áóäåò óìåíüøàòüñÿ. Êàê óæå îòìå÷àëîñü 
ðàíåå, äëÿ ïðîâåäåíèÿ ïðîöåäóðû óñðåäíåíèÿ íå-
îáõîäèìî, ÷òîáû íà îäíî äèôðàêöèîííîå êîëüöî 
ïðèõîäèëîñü íå ìåíåå 15 òî÷åê ïðîñòðàíñòâåííîé 
îðèåíòàöèè, â äàííîì ñëó÷àå ïî óãëó β. Ïðè ýòîì 
âî âòîðîé îáëàñòè ξ, íå èìåþùåé îñöèëëÿöèé, ìîæ-
íî èñïîëüçîâàòü ãðóáûé øàã. 

Ïðîâåäåííûå íàìè èññëåäîâàíèÿ ïîçâîëèëè óñ-
òàíîâèòü îöåíî÷íûå ôîðìóëû, îïðåäåëÿþùèå ðàç- 

ìåðû óêàçàííûõ îáëàñòåé è äèôðàêöèîííûõ êîëåö  
â íèõ. 

 

 

Ðèñ. 7. Òèïè÷íûé ïðîôèëü äèôôåðåíöèàëüíîãî ñå÷åíèÿ ðàñ- 
ñåÿíèÿ â çàâèñèìîñòè îò óãëà íàêëîíà ÷àñòèöû β íà ïðè- 
  ìåðå ãåêñàãîíàëüíîãî ñòîëáèêà ðàçìåðîì 16 × 11 ìêì 

 

Äëÿ ãåêñàãîíàëüíûõ ïëàñòèíîê, óäîâëåòâîðÿþ-
ùèõ ìèêðîôèçè÷åñêîé ìîäåëè (1), 
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Äëÿ ãåêñàãîíàëüíûõ ñòîëáèêîâ, óäîâëåòâîðÿþùèõ 

ìîäåëÿì (2) è (3): 
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Äëÿ ãåêñàãîíàëüíûõ ñòîëáèêîâ, óäîâëåòâîðÿþùèõ 
ìîäåëè Îkàmîtî (4): 
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Ñîïîñòàâëåíèå îöåíîê ïî ïðèâåäåííûì ôîðìóëàì 

ñ íàáëþäàåìûìè íàìè â ÷èñëåííîì ñ÷åòå ðàçìåðàìè 

îáëàñòåé ïðèâåäåíî íà ðèñ. 8–10, à ïîñêîëüêó òî÷íî 

îïðåäåëèòü ãðàíèöû îáëàñòåé íåâîçìîæíî, òî ïðèâå-
äåíû ëèøü èíòåðâàëû, â êîòîðûõ ëåæàò ãðàíèöû. 
  Âèäíî, ÷òî óêàçàííûå ôîðìóëû äàþò âåðõíþþ 
îöåíêó, ïðèãîäíóþ â áîëüøèíñòâå ïðèêëàäíûõ çà-
äà÷. Òàêæå âèäíî, ÷òî äëÿ çàäà÷, íå òðåáóþùèõ îñî-
áîé òî÷íîñòè, ðàñ÷åòíûå èíòåðâàëû ìîæíî óìåíü-
øèòü íà 30%. 

 
 

 
 

 
 

 

Ðèñ. 8. Ñîïîñòàâëåíèå ìîäåëüíûõ îöåíîê ñ ðåçóëüòàòàìè íàáëþäåíèé äëÿ ïëàñòèíîê. Ìèêðîôèçè÷åñêàÿ ìîäåëü (1) 
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Ðèñ. 9. Ñîïîñòàâëåíèå ìîäåëüíûõ îöåíîê ñ ðåçóëüòàòàìè íàáëþäåíèé äëÿ ñòîëáèêîâ. Ìèêðîôèçè÷åñêàÿ ìîäåëü Mitchell 

 

Ìåòîäèêà ðàñ÷åòà ìàòðèöû Ìþëëåðà 
äëÿ ñëó÷àÿ íàêëîííîãî ëèäàðà 

 

Â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå ïîëó÷åíî óñðåäíåííîå 
ðåøåíèå çàäà÷è ðàññåÿíèÿ ñâåòà äëÿ êàæäîãî ôèêñè-
ðîâàííîãî óãëà β ïðè α = 0, ïðåäñòàâëåííîå â âèäå 
áàçû äàííûõ ìàòðèö Ìþëëåðà Mγ(β) ñ ïåðåìåííûì 
øàãîì ïî óãëó β â óêàçàííîé íà ðèñ. 11, à ñèñòåìå 
êîîðäèíàò. Áàçèñ äëÿ ìàòðèöû Ìþëëåðà îïðåäåëåí 
òðåìÿ âåêòîðàìè: íàïðàâëåíèåì ïàäåíèÿ ñâåòà i, âåê-
òîðîì, ïåðïåíäèêóëÿðíûì ïëîñêîñòè ðàññåÿíèÿ 

 1
– , 0,

{0,1,0}, 0,

⊥

⎧ ×
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i nE

i n

 (26) 

è âåêòîðîì 1 1
,⊥= ×E i E�  îáðàçóþùèì ïðàâóþ òðîé-

êó, ãäå n – íîðìàëü ê øåñòèóãîëüíîé ãðàíè êðè-
ñòàëëà. 

Íåîáõîäèìî ïîëó÷èòü ðåøåíèå äëÿ ñëó÷àÿ íà-
êëîííîãî ëèäàðà äëÿ ÷àñòèöû ñ ïðîèçâîëüíûì óã-
ëîì íàêëîíà β è ïîâîðîòà α (ðèñ. 11, á). Ïîëîæèì, 
÷òî ëèäàð íàêëîíÿåòñÿ â ïëîñêîñòè xOz íà óãîë θ.  
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Ðèñ. 10. Ñîïîñòàâëåíèå ìîäåëüíûõ îöåíîê ñ ðåçóëüòàòàìè íàáëþäåíèé äëÿ ñòîëáèêîâ. Ìèêðîôèçè÷åñêàÿ ìîäåëü Okamoto 

 

Â ýòîì ñëó÷àå ìàòðèöà Ìþëëåðà äëÿ ëèäàðà îïðåäå-
ëåíà áàçèñîì â ïëîñêîñòè xOz, çàäàííûì òðåìÿ âåê-
òîðàìè, îáðàçóþùèìè ïðàâóþ òðîéêó: 2 1

,⊥= ×E i E�  ãäå 
 

 2 (– )
{0,1,0}.

(– )
⊥

×

= ≡ =

×

z i
E y

z i
 (27) 

Íà ðèñ. 11, á òàêæå óêàçàí âåêòîð 
1

⊥E  è äâà óãëà 
�2 1

, ,⊥ ⊥ϕ = E E  
�

– , .σ = i n  Âèäíî, ÷òî óêàçàííóþ çàäà÷ó 

ìîæíî âûðàçèòü ÷åðåç ðåøåíèå, ïîëó÷åííîå â ïðåäû- 

äóùåì ðàçäåëå. Äëÿ ýòîãî ñíà÷àëà íóæíî ïåðåéòè 

îò áàçèñà 
2

⊥E  ê áàçèñó 
1

⊥E  ìàòðèöåé ïîâîðîòà L1(ϕ), 
çàòåì èñïîëüçîâàòü èìåþùååñÿ ðåøåíèå, çàìåíèâ 

óãîë β óãëîì σ â ìàòðèöå Mγ, çàòåì âåðíóòüñÿ îá-
ðàòíî ê áàçèñó 1

⊥E  ìàòðèöåé ïîâîðîòà L2(ϕ), ÷òî 
ñîîòâåòñòâóåò âûðàæåíèþ 

 1 2( , , ) ( ) ( ) ( ),α β θ = ϕ σ ϕM L M L  (28) 

ãäå ìàòðèöû L1(ϕ) è L2(ϕ) ñîâïàäàþò â ñèëó ñìåíû 
íàïðàâëåíèÿ äâèæåíèÿ ñâåòà, à óãëû σ è ϕ ÿâëÿþòñÿ  
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Ðèñ. 11. Ñèñòåìû êîîðäèíàò äëÿ Mγ(β) (à) è äëÿ ñëó÷àÿ 
  íàêëîííîãî ëèäàðà (á) 

 

íåÿâíûìè ôóíêöèÿìè óãëîâ α, β, θ è ìîãóò áûòü 
âû÷èñëåíû ïî ôîðìóëàì 

 

2 1

2 1

arccos( ) , 0 ,

– arccos( ) , 2 ,

⊥ ⊥

⊥ ⊥

⎧ ⋅ ≤ α < π⎪
ϕ = ⎨

⋅ π ≤ α < π⎪⎩

E E

E E

 (29) 

 arccos(– ).σ = ⋅i n  (30) 

Ìàòðèöû L(ϕ) è M(σ) èìåþò âèä 

 

1 0 0 0

0 cos(2 ) sin(2 ) 0
( ) ,

0 –sin(2 ) cos(2 ) 0

0 0 0 1

⎛ ⎞
⎜ ⎟

ϕ ϕ⎜ ⎟
ϕ = ⎜ ⎟

ϕ ϕ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

L  (31) 

 
( ), 0 2,

( )
( – ), 2 ,

γ

γ

σ ≤ σ ≤ π⎧⎪
σ = ⎨

π σ π < σ ≤ π⎪⎩

M
M

M
 (32) 

ïîñêîëüêó Mγ â ñèëó ñèììåòðèè ÷àñòèöû ðàññ÷èòû-
âàåòñÿ òîëüêî äëÿ óãëîâ ìåíüøå π. 

Ïîëó÷åííàÿ ìàòðèöà (28) óñðåäíÿåòñÿ ïî óãëàì 
ïîâîðîòà ÷àñòèöû α ñîãëàñíî âûðàæåíèþ 

 

2

0

1
( , ) ( , , ) .

2
d

π

αγ β θ = α β θ α
π ∫M M  (33) 

Îòìåòèì, ÷òî â ñëó÷àå âåðòèêàëüíîãî ëèäàðà 
(θ = 0) èìååì σ = β, ϕ = α è âûðàæåíèå (33) ïðè-
ìåò êëàññè÷åñêèé âèä óñðåäíåíèÿ ïî óãëó ïîâîðîòà 
 

 

2

0

1
( , 0) ( ) ( ) ( ) .

2
d

π

αγ γβ θ = = α β α α
π ∫M L M L  (34) 

 

Óñðåäíåíèå ïî óãëó íàêëîíà ÷àñòèöû. 
Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû 

 
Íà ïîñëåäíåì ýòàïå ïðîèçâîäèòñÿ óñðåäíåíèå 

ìàòðèöû Mαγ ñîãëàñíî âûáðàííîìó çàêîíó ðàñïðå-
äåëåíèÿ ïî óãëàì íàêëîíà p(β): 

 

2

0

< ( )> ( , ) ( ) sin( ) ,p d

π

αγθ = β θ β β β∫M M  (35) 

ãäå p(β) ñîãëàñíî (7) èìååò âèä 

 

–1
2

2 2

2 2

0

– –
( ) exp exp sin( ) ,

2 2eff eff

t t
p d

π⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟β = β β
⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟β β⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠
∫  (36) 

ïðè ýòîì t = β äëÿ ïëàñòèíîê è t = π/2 – β äëÿ 
ñòîëáèêîâ. 

Íàìè ðàññ÷èòàíû ìàòðèöû Ìþëëåðà äëÿ ãåêñà-
ãîíàëüíûõ ïëàñòèíîê è ñòîëáèêîâ, ñîîòâåòñòâóþùèõ 
ìèêðîôèçè÷åñêèì ìîäåëÿì (1) è (2), äëÿ ÷àñòèö 
ðàçìåðàìè îò 10 äî 1000 ìêì. Ðåçóëüòàòû ïîëó÷åíû 
äëÿ òðåõ äëèí âîëí 0,355, 0,532, 1,064 ìêì, äëÿ óã-
ëîâ íàêëîíà ëèäàðà 0 è 5°, äëÿ ýôôåêòèâíûõ óãëîâ 
íàêëîíà ÷àñòèöû βeff îò 0 äî 90°, à òàêæå äëÿ ïîë-
íîñòüþ õàîòè÷åñêè îðèåíòèðîâàííûõ ÷àñòèö. Ðå-
çóëüòàòû äîñòóïíû â áàíêå äàííûõ ïî ññûëêå [35]. 
Â êà÷åñòâå ïðèìåðà íà ðèñ. 12 ïðåäñòàâëåíî äåïîëÿ-
ðèçàöèîííîå îòíîøåíèå äëÿ ãåêñàãîíàëüíîãî ñòîë-
áèêà äëÿ ìèêðîôèçè÷åñêîé ìîäåëè (2). 

 

Çàêëþ÷åíèå 

 
Ïðåäñòàâëåííàÿ ìåòîäèêà ðåøåíèÿ çàäà÷è ðàñ-

ñåÿíèÿ ñâåòà íà ëåäÿíûõ êðèñòàëëè÷åñêèõ ÷àñòèöàõ 
â íàïðàâëåíèè ðàññåÿíèÿ íàçàä ìåòîäîì ôèçè÷åñêîé 
îïòèêè ïîçâîëÿåò ñóùåñòâåííî óñêîðèòü ïðîöåññ ïî-
ëó÷åíèÿ ðåøåíèÿ. Ïðåäëîæåííàÿ àâòîðàìè ôóíê-
öèÿ îöåíêè äèôðàêöèîííîãî âêëàäà ïîçâîëÿåò ýô-
ôåêòèâíî ïîëó÷èòü ïðåäâàðèòåëüíóþ èíôîðìàöèþ 
î ñïèñêå ãåîìåòðîîïòè÷åñêèõ ïó÷êîâ, âíîñÿùèõ îñ-
íîâíîé âêëàä â îáðàòíîå ðàññåÿíèå. 
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7. Îïòèêà àòìîñôåðû è îêåàíà, ¹ 1. 

 

 
Ðèñ. 12. Äåïîëÿðèçàöèîííîå îòíîøåíèå (DR) äëÿ ãåêñàãîíàëüíîãî ñòîëáèêà â çàâèñèìîñòè îò ýôôåêòèâíîãî óãëà íàêëîíà 
  è ðàçìåðà ÷àñòèöû 

 
Â ñòàòüå ïîäðîáíî èññëåäîâàíû óãëîâûå ðàçìå-

ðû òðåõ õàðàêòåðíûõ îáëàñòåé â ïðîôèëå èíòåíñèâ-
íîñòè â çàâèñèìîñòè îò óãëà íàêëîíà ÷àñòèöû. Óñòà-
íîâëåííûå ýìïèðè÷åñêèå çàêîíîìåðíîñòè äàþò âîç-
ìîæíîñòü ïðîèçâåñòè âûáîð îïòèìàëüíîãî øàãà ïî 
óãëó íàêëîíà íà ýòàïå ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ, 
÷òî çíà÷èòåëüíî óñêîðÿåò ïðîöåññ ðåøåíèÿ áåç ñíè-
æåíèÿ åãî òî÷íîñòè. 

Ïðåäëîæåííàÿ àíàëèòè÷åñêàÿ ôîðìóëà, ñ ïî-
ìîùüþ êîòîðîé ìîæíî ïîëó÷àòü ðåøåíèÿ äëÿ íà-
êëîííîãî ëèäàðà íà îñíîâå èçâåñòíîãî ðåøåíèÿ äëÿ 
âåðòèêàëüíîãî ëèäàðà, ïîçâîëÿåò çíà÷èòåëüíî (â ñîò-
íè ðàç) ñîêðàòèòü òðóäîåìêîñòü ïîëó÷åíèÿ ðåøåíèÿ. 
  Ïðåäñòàâëåííûé àâòîðàìè áàíê äàííûõ ìàòðèö 
Ìþëëåðà äëÿ ãåêñàãîíàëüíûõ ëåäÿíûõ êðèñòàëëè-
÷åñêèõ ÷àñòèö, ðàçìåùåííûé â îòêðûòîì äîñòóïå, 
ïîçâîëÿåò ñòðîèòü ýôôåêòèâíûå àëãîðèòìû èíòåð-
ïðåòàöèè ëèäàðíîãî ñèãíàëà, ÷òî èìååò âàæíîå çíà-
÷åíèå äëÿ çàäà÷ àòìîñôåðíîé îïòèêè. 
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A.V. Konoshonkin, N.V. Kustova, V.A. Shishko, A.G. Borovoi. Method of solving the problem of the light 
backscattering by ice crystals of cirrus clouds within the physical optics approximation for a lidar with zenith 
scanning. 

The method of solving the light scattering problem in the backscattering direction within the framework 
of physical optics approximation has been considered. The recommendations on preliminary estimate of the 
contribution geometrical optics beams to the backward direction that can reduce the number of the beams for 
the calculation has been given. Presented empirical estimates and the guidelines for choosing the optimal step 
of numerical integration can significantly reduce the resource consumption of the physical optics method. The 
results of the solutions of the light scattering problem are available free in the form of a data bank of the 
Mueller matrices. 
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