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Рассматривается задача о сжатии изотропной среды с периодической системой щелей
переменной ширины, сравнимой с упругими перемещениями. Берега щелей находятся
под действием внутреннего давления. Считается, что на концах щелей имеются зоны
пластической деформации. Исследован случай наличия нескольких участков контакта
берегов каждой щели в предположении, что на одной части площадки контакта име-
ет место сцепление берегов, на остальной части возможно проскальзывание. Задача о
равновесии периодической системы щелей с частично контактирующими берегами под
действием сжимающей нагрузки сводится к задаче линейного сопряжения аналитиче-
ских функций. Определены контактные напряжения, размеры участков контакта, зон
сцепления и концевых зон пластических деформаций.
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Введение. Рассматривается однородная изотропная среда, ослабленная периодиче-
ской системой прямолинейных щелей переменной ширины h(x). Считается, что на концах
каждой щели имеются зоны пластической деформации. При наличии вблизи трещины зон
с нарушенной структурой в процесс разрушения вовлекается достаточно большая часть

трещины. В этом случае область разрушения рассматривается как примыкающий к тре-
щине слой (концевая зона), материал которого частично разрушен. Используется модель
Леонова — Панасюка — Дагдейла, согласно которой область пластичности находится на
продолжении трещины. Пусть в среде, располагающейся в плоскости xOy, имеется перио-
дическая система щелей длиной 2l = b−a. Считается, что среда находится под действием
сжимающей нагрузки.

В процессе нагружения среды при некотором соотношении ее физических и геометри-
ческих параметров появляются зоны, в которых берега щелей могут войти в контакт, что
приведет к возникновению контактных напряжений на данном участке берегов щели. Тела
с трещинами, между берегами которых действуют когезионные силы, с учетом контакта
берегов исследовались в работах [1–14].
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Рис. 1. Положение щели на одном периоде

1. Постановка задачи. Пусть бесконечная изотропная плоскость ослаблена периоди-
ческой системой прямолинейных щелей переменной ширины h(x), сравнимой с упругими
перемещениями. Плоскость находится в поле сжимающих напряжений (главные напряже-
ния на бесконечности равны N1 и N2). Рассматривается периодическая задача о плоскости
с одинаковыми щелями, расположенными вдоль оси x с некоторым периодом ω. На рис. 1
показано положение щели на одном периоде.

В процессе деформации берега щелей вступают в контакт на участках (αk +mω, βk +
mω) (k = 1, 2, . . . , n; m = 0,±1,±2, . . .). Будем полагать, что каждая площадка контакта
состоит из участка сцепления берегов (ck+mω, dk+mω) и двух участков (αk+mω, ck+mω)
и (dk + mω, βk + mω), на которых возможно проскальзывание.

Обозначим через L′
1 совокупность участков сцепления, L′

2 — совокупность участков

проскальзывания, L′
3 — совокупность участков, на которых действует давление p(x), L′

4 —
совокупность концевых участков пластических деформаций (a1+mω, a+mω)∪(b+mω, b1+
mω).

В процессе нагружения изотропной среды в зонах, где берега щелей входят в контакт,
возникают нормальные py(x) и касательные pxy(x) напряжения, значения которых заранее
неизвестны и подлежат определению. В рассматриваемом случае каждая щель состоит из
областей трех типов. В областях первого типа противоположные берега щели находятся
под действием давления газа, в областях второго типа (αk + mω, βk + mω) берега щели
входят в контакт, области третьего типа представляют собой концевые зоны (a1 +mω, a+
mω) и (b + mω, b1 + mω), в которых имеет место пластическое течение материала при
постоянных напряжениях.

Для рассматриваемой задачи граничные условия на берегах периодической системы

щелей с концевыми зонами имеют вид

σy − iτxy = py − ipxy на L′
1, σy − iτxy = (1− if(x))py на L′

2,

σy − iτxy = −p(x) на L′
3, σy − iτxy = σs − iτs на L′

4;
(1)

∂

∂x
(v+ − v−) = −h′(x) на L′

1 + L′
2,

∂

∂x
(u+ − u−) = 0 на L′

1, (2)

где f(x) — коэффициент трения; σs, τs — пределы текучести материала на растяжение и

сдвиг соответственно; u+−u−, v+− v− — касательная и нормальная составляющие вели-
чины раскрытия берегов щели. Полагается, что на участках проскальзывания действуют
силы сухого трения (закон трения принимается в форме Амонтона — Кулона).

Модель контакта с трением и сцеплением впервые рассмотрена в работах [15, 16].
Размеры контактных зон заранее неизвестны и подлежат определению.
2. Метод решения. Напряженное состояние в плоскости с периодической системой

прямолинейных щелей представим в виде

σx = σ0
x + σ1

x, σy = σ0
y + σ1

y , τxy = τ0
xy + τ1

xy, (3)
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где σ0
x, σ0

y , τ0
xy — решение уравнений плоской теории упругости для плоскости без щелей

при сжатии главными напряжениями N1 и N2 на бесконечности:

σ0
x = [N1 + N2 + (N1 −N2) cos 2α]/2, σ0

y = [N1 + N2 − (N1 −N2) cos 2α]/2,

τ0
xy = −(N1 −N2) sin 2α/2,

α — угол между осью x и направлением главного напряжения N1; σ1
x, σ1

y , τ1
xy — решение

уравнений плоской теории упругости для плоскости с периодической системой прямоли-
нейных щелей с концевыми зонами, в которых напряжения на бесконечности обращаются
в нуль.

С учетом формул (3) граничные условия (1) запишем в виде

σ1
y − iτ1

xy = py − ipxy − (σ0
y − iτ0

xy) на L′
1,

σ1
y − iτ1

xy = (1− if)py − (σ0
y − iτ0

xy) на L′
2,

σ1
y − iτ1

xy = −p(x)− (σ0
y − iτ0

xy) на L′
3,

(4)

σ1
y − iτ1

xy = σs − iτs − (σ0
y − iτ0

xy) на L′
4.

Компоненты тензора напряжений σ1
x, σ1

y , τ1
xy и компоненты вектора перемещений u1,

v1 выразим через две кусочно-аналитические функции комплексной переменной Φ(z) и
Ω(z) [17]:

σ1
y − iτ1

xy = Φ(z) + Ω(z̄) + (z − z̄) Φ′(z),

2µ
∂

∂x
(u1 + iv1) = κΦ(z)− Ω(z̄)− (z − z̄)Φ′(z)

(5)

(µ — модуль сдвига материала пластины; κ = 3 − 4ν в случае плоской деформации,
κ = (3−ν)/(1+ν) в случае плоского напряженного состояния; ν — коэффициент Пуассона).

Следуя работе [17], на основе граничных условий (4) получаем задачу линейного со-
пряжения с разрывными коэффициентами

[Φ(t) + Ω(t)]+ + [Φ(t) + Ω(t)]− = 2f1(t), [Φ(t)− Ω(t)]+ − [Φ(t)− Ω(t)]− = 0, (6)

где

f1(t) = py − ipxy − (σ0
y − iτ0

xy) на L′
1, f1(t) = (1− if)py − (σ0

y − iτ0
xy) на L′

2,

f1(t) = −p(x)− (σ0
y − iτ0

xy) на L′
3, f1(t) = σs − iτs − (σ0

y − iτ0
xy) на L′

4.

С помощью конформного преобразования w = sin (πz/ω) перейдем от физической плос-
кости z = x + iy к параметрической плоскости комплексной переменной w = η + iξ. Тогда
внешность периодической системы щелей физической плоскости z переходит на бесконеч-
нолистную риманову поверхность w, разрезанную вдоль отрезка (η1, η2) действительной
оси η на всех листах (η1 = sin (πa1/ω), η2 = sin (πb1/ω)).

Так как напряжения в плоскости ограничены, то решение краевой задачи (6) следу-
ет искать в классе всюду ограниченных функций. Искомое решение задачи (6) с учетом
преобразования w = sin (πz/ω) запишем в виде

Φ(z) = Ω(z) =
X(z)

2iω

η2∫
η1

f1(sin (πt/ω) cos (πt/ω)

X+(t)(sin (πt/ω)− sin (πz/ω))
dt. (7)

При z →∞
X(z) =

√
(sin (πz/ω)− sin (πa1/ω))(sin (πz/ω)− sin (πb1/ω)) = sin (πz/ω) + O(1/z2).
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Корень под знаком интеграла в (7) представляет собой ветвь соответствующей функ-
ции, выделяемой приведенным условием на верхнем берегу щели.

Для определения a1 и b1 имеем два соотношения

η2∫
η1

f1(sin (πt/ω)) cos (πt/ω)

X+(t)
dt = 0,

η2∫
η1

sin (πt/ω)f1(sin (πt/ω)) cos (πt/ω)

X+(t)
dt = 0, (8)

где

X+(t) =
√

(sin (πt/ω)− sin (πa1/ω))(sin (πb1/ω)− sin (πt/ω)) .

В соотношения (7), (8) входят неизвестные контактные напряжения py(x) и pxy(x).
Построим интегральные уравнения для нахождения неизвестных функций py(x) и

pxy(x). Эти функции определяются из граничных условий (2).
Используя второе соотношение в (5) и граничные значения функций Φ(z), Ω(z), на

отрезке y = 0, a1 6 x 6 b1 получаем

Φ+(x)− Φ−(x) =
2µ

1 + κ

[ ∂

∂x
(u+

1 − u−1 ) + i
∂

∂x
(v+

1 − v−1 )
]
. (9)

Используя формулы Сохоцкого — Племеля [17], с учетом (7) находим

Φ+(x)− Φ−(x) = −iX+(x)

ω

η2∫
η1

f1(sin (πt/ω)) cos (πt/ω)

X+(t)(sin (πt/ω)− sin (πx/ω))
dt. (10)

Учитывая соотношения (2), (9), (10), после ряда преобразований получаем систему
сингулярных интегральных уравнений относительно неизвестных функций py(x) и pxy(x)

X+(x)

ω

( ∫
L1+L2

py(sin (πt/ω)) cos (πt/ω)

X+(t)(sin (πt/ω)− sin (πx/ω))
dt−

−
η2∫

η1

σ0
y cos (πt/ω)

X+(t)(sin (πt/ω)− sin (πx/ω))
dt−

∫
L3

p(sin (πt/ω)) cos (πt/ω)

X+(t)(sin (πt/ω)− sin (πx/ω))
dt +

+

∫
L4

σs cos (πt/ω)

X+(t)(sin (πt/ω)− sin (πx/ω))
dt

)
=

2µ

1 + κ
h′(x); (11)

∫
L1

pxy(sin (πt/ω)) cos (πt/ω)

X+(t)(sin (πt/ω)− sin (πx/ω))
dt +

∫
L2

fpy(sin (πt/ω)) cos (πt/ω)

X+(t)(sin (πt/ω)− sin (πx/ω))
dt−

−
η2∫

η1

τ0
xy cos (πt/ω)

X+(t)(sin (πt/ω)− sin (πx/ω))
dt +

∫
L4

τs cos (πt/ω)

X+(t)(sin (πt/ω)− sin (πx/ω))
dt = 0. (12)

Здесь L1 — совокупность участков сцепления берегов для одной щели (c∗k, d
∗
k); L2 — со-

вокупность участков проскальзывания берегов для одной щели (α∗
k, c

∗
k) и (d∗k, β

∗
k); c∗k =

sin (πck/ω); d∗k = sin (πdk/ω); α∗
k = sin (παk/ω); β∗

k = sin (πβk/ω); L3 — совокупность участ-
ков щели, нагруженной давлением газа; L4 — совокупность концевых зон пластических

деформаций одной щели (a∗1, a
∗) ∪ (b∗, b∗1); a∗ = sin (πa/ω); b∗ = sin (πb/ω); a∗1 = η1; b∗1 = η2.
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Решение сингулярного интегрального уравнения (11) можно получить, решив соот-
ветствующую задачу Римана [17]. Интегральное уравнение (11) представим в виде∫

L1+L2

p∗(η)

η − t∗
dη = f∗(t∗),

где

p∗y(η) =
py(sin (πτ/ω))

X+(η)
,

f∗(t∗) =
2µh′(sin (πt/ω))

(1 + κ)X+(t)
+

η2∫
η1

σ0
y

X+(η)(η − t∗)
dη+

∫
L3

p(η)

X+(η)(η − t∗)
dη−

∫
L4

σs

X+(η)(η − t∗)
dη,

η = sin (πτ/ω), t∗ = sin (πt/ω).

Введем кусочно-аналитическую функцию F∗(z), заданную интегралом Коши, плотно-
стью которого является искомое решение интегрального уравнения

F∗(z) =
1

2πi

∫
L1+L2

p∗y(η)

η − z
dη.

Аналитическая функция F∗(z) представляет собой решение задачи линейного сопряжения
граничных значений

F+
∗ (η) + F−

∗ (η) =
f∗(η)

πi
. (13)

Решение краевой задачи (13) в классе всюду ограниченных функций имеет вид

F∗(z) =
X1(z)

2πi

∫
L1+L2

f1
∗ (η)

X+
1 (η)(η − z)

dη,

где

X+
1 (η) =

n∏
k=1

√
(η − α∗

k)(η − β∗
k), X1(z) =

n∏
k=1

√
(z − α∗

k)(z − β∗
k), f1

∗ (η) =
f∗(η)

πi
.

С использованием формул Сохоцкого — Племеля находим решение интегрального

уравнения (11)

p∗y(t∗) = F+
∗ (t∗) + F−

∗ (t∗),

F+
∗ (t∗) = X+

1 (t∗)
(1

2

f1
∗ (t∗)

X+
2 (t∗)

+
1

2πi

∫
L1+L2

f1
∗ (η)

X+
1 (η)(η − t∗)

dη
)
,

F−
∗ (t∗) = X−

1 (t∗)
(
− 1

2

f1
∗ (t∗)

X+
1 (t∗)

+
1

2πi

∫
L1+L2

f1
∗ (η)

X+
1 (η)(η − t∗)

dη
)
.

Учитывая, что X−
1 (t∗)/X

+
1 (t∗) = −1, получаем равенство

p∗y(t∗) =
X+

1 (t∗)

πi

∫
L1+L2

f1
∗ (η)

X+
1 (η)(η − t∗)

dη,
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из которого следует

py(t∗) = X+(t∗)
X+

1 (t∗)

πi

∫
L1+L2

f1
∗ (η)

X+
1 (η)(η − t∗)

dη.

Для определения параметров α∗
k и β∗

k имеем уравнения∫
L1+L2

ηk−1f∗(η)

X+
1 (η)

dη = 0, k = 1, 2, . . . , n. (14)

Остальные n уравнений, необходимых для определения координат концов участков
контакта берегов щели, получаем из условий

v+(α∗
k)− v−(α∗

k) = −h(α∗
k), k = 1, 2, . . . , n, (15)

т. е.

v+(α∗
k)− v−(α∗

k) =
1

4πiγ

η∫
α∗1

G(t) dt,

где γ = µ/(π(1 + κ)); G(t) = [Φ + Φ ]+ − [Φ + Φ ]−.
Из приведенных выше формул следуют искомые уравнения

a∗1∫
α∗1

G(t) dt = −4πiγh(α∗
1),

α∗k+1∫
β∗1

G(t) dt = −4πiγ[h(α∗
k+1)− h(β∗

k+1)], k = 1, 2, . . . , n− 1.

Аналогично, решая сингулярное интегральное уравнение (12), получаем

pxy(η) =
X+(η)X+

2 (η)

π2

∫
L1

fxy(t∗)

X+
2 (η)(t∗ − η)

dt∗,

где

X+
2 (η) =

m∏
k=1

√
(η − c∗k)(η − d∗k),

fxy(η) = −
∫
L2

fpy(t∗)

X+
1 (t∗)(t∗ − η)

dt∗ +

η2∫
η1

τ0
xy(t∗)

X+
1 (t∗)(t∗ − η)

dt∗ −
∫
L4

τs

X+
1 (t∗)(t∗ − η)

dt∗.

Неизвестные c∗k и d∗k определяются из уравнений∫
L1

ηk−1fxy(η)

X+
2 (η)

dη = 0, k = 1, 2, . . . ,m. (16)
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Остальные m уравнений, необходимых для определения коэффициентов координат
концов участков контакта, получаем из условий

u+(c∗k)− u−(c∗k) =

c∗k∫
η1

∂

∂t
(u+ − u−) dt = 0, k = 1, 2, . . . ,m,

т. е.
c∗k∫

η1

[Φ+ − Φ−] dt = −2πiγh(c∗1),

c∗k+1∫
d∗1

[Φ+ − Φ−] dt = −2πiγ[h(c∗k+1)− h(d∗k)], k = 1, 2, . . . ,m− 1.

(17)

Для определения участков сцепления имеем полную систему уравнений. Для вычисле-
ния интегралов, содержащих функции X+(t), X+

1 (t) и X+
2 (t), использовался прием, пред-

ложенный Н. И. Мусхелишвили [17, § 110].
При определении предельного состояния среды под действием внешней нагрузки в ка-

честве критерия разрушения использовался критерий критического раскрытия щели [18]

|(u+ − u−) + i(v+ − v−)| = δc,

где δc — трещиностойкость материала.
На основе полученного решения при x = a находим

1 + κ
2µ

∣∣∣ a∗∫
a∗1

[Φ+ − Φ−] dη
∣∣∣ = δc, (18)

при x = b —

1 + κ
2µ

∣∣∣ b∗1∫
b∗

[Φ+ − Φ−] dη
∣∣∣ = δc.

При вычислении интеграла в левой части (18), выполнив замену переменных, пере-
ходим к отрезку интегрирования [−1, 1], далее интеграл вычисляется с использованием
квадратурной формулы Гаусса — Чебышева. Применение полученных выше уравнений
позволяет при заданных характеристиках материала найти критическое напряженное со-
стояние, при котором происходит увеличение щели.

3. Анализ результатов. Проведен параметрический анализ зависимости контакт-
ных напряжений py(x) и pxy(x) от размеров щели. При вычислении контактных напря-
жений и размеров концевых и контактных зон полагалось, что на берега щели действует
постоянное давление. Результаты расчета абсолютных величин контактных напряжений
py/N1 в зоне контакта при α = π/4, p(x)/N1 = 0,25 и различных значениях относительного
размера щели приведены на рис. 2.

При расчетах использована безразмерная координата x′, связанная с x соотношением

x =
α1 + β1

2
+

β1 − α1

2
x′.

Ширина щели изменяется по параболическому закону.
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Рис. 2. Распределение контактных напряжений вдоль зоны контакта при раз-
личных значениях относительного размера щели:
1 — l∗ = 0,02, 2 — l∗ = 0,05

Рис. 3. Зависимость размеров зоны пластических деформаций от безразмерной
внешней силы при различной длине щели:
1 — l∗ = 0,02, 2 — l∗ = 0,05, 3 — l∗ = 0,10

Наибольшие значения контактных напряжений достигаются в средней части контакт-
ной зоны, где берега щели смыкаются. С увеличением размера концевой зоны пластиче-
ских деформаций контактные напряжения уменьшаются. Характер изменения касатель-
ных напряжений pxy(x) вдоль контактной зоны подобен характеру изменения нормальных
контактных напряжений py(x), но абсолютные значения касательных напряжений суще-
ственно меньше.

На рис. 3 приведены зависимости размеров зоны пластических деформаций

(b1 − b)/(b − a) от безразмерной внешней силы N1/σs при ν = 0,3, числе чебышевских
узлов разбиения интервала интегрирования M = 30, α = π/4, p(x)/N1 = 0,25 и различной
длине щели: l∗ = (b− a)/ω = 0,02; 0,05; 0,10.

Рассмотрим контактную задачу для периодической системы щелей переменной шири-
ны, изменяющейся по линейному закону

h(x) = h2 + (h1 − h2)
b− x

b− a
, h′(x) = −h1 − h2

b− a
,

в случае α = π/2, f(x) = f0, p(x) = 0.

Координаты области контакта определяются из решения уравнений (14), (15).

При вступлении берегов щели в контакт α1 = β1. Переходя в полученных выше реше-
ниях к пределу при α1 → β1 → a∗0, находим точку контакта и соответствующую нагрузку:

a0 =
h1b

∗ + h2a
∗

h1 + h2
,

N2
1√

(N1)2 + (N2)2
= 4γπ

√
h1h2

b∗ − a∗
.

Для вычисления координат концов зоны сцепления используем уравнения (16), (17).
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Рис. 4. Распределение нормальных контактных напряжений вдоль зоны кон-
такта при различных значениях N1/E:
1 — N1/E = 2 · 10−4, 2 — N1/E = 3 · 10−4, 3 — N1/E = 4 · 10−4

Рис. 5. Распределение касательных контактных напряжений вдоль зоны кон-
такта при различных значениях N2/N1:
1 — N2/N1 = 0,1, 2 — N2/N1 = 0,3

Выполняя предельный переход c → d → c∗, определяем нагрузку и положение зоны
сцепления:

c∗ =
h1b

∗ + h2a
∗

h1 + h2
,

N1(N1f0 −N2)√
N2

1 + N2
2

= 4γπ

√
h1h2

b∗ − a∗
.

На рис. 4, 5 представлены распределения нормальных и касательных контактных на-
пряжений в случае h1 = 0,0007(b− a), h2 = 0,15h1, x∗ = x/(b− a) (E — модуль упругости

материала). На рис. 4 для всех кривых N2 = 0,15N1, на рис. 5 — N1 = 2 · 10−4E.
Заключение. Предложена схема расчета напряженно-деформированного состояния

периодической системы щелей, на берегах которых действует внутреннее давление. Зада-
ча сводится к параметрическому исследованию системы сингулярных интегральных урав-
нений при различных физических параметрах среды и геометрических параметрах щелей.
Из решения полученных уравнений определены контактные напряжения py(x), pxy(x), а
также размеры контактных и концевых зон пластических деформаций.

Полученные соотношения позволяют найти решение обратной задачи, т. е. опреде-
лить параметры внешних сил и напряженное состояние изотропной среды, при которых
имеет место заданная область контакта берегов периодической системы щелей переменной

ширины.
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