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Рассматривается плоская упругопластическая задача о распределении напряжений в
тонкой пластине с круговым отверстием с учетом зарождения и развития трещин в зоне
упругости. Считается, что круговое отверстие находится в зоне пластических деформа-
ций. Предполагается, что в процессе нагружения в зоне упругой деформации пластины
происходит зарождение трещин и разрушение материала пластины. Задача решает-
ся с использованием методов теории возмущений и теории сингулярных интегральных
уравнений.
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Введение. Плоское напряженное состояние имеет место в тонкой пластине, нагружен-
ной силами, действующими в ее плоскости. Так как толщина пластины мала по сравнению
с поперечными размерами и лицевые поверхности пластины свободны от внешних нагру-
зок, то компоненты тензора напряжений σz, τxz, τyz малы по сравнению с компонентами

тензора напряжений σx, σy, τxy, которые незначительно изменяются по толщине. Напря-
жения σx, σy, τxy можно заменить их средними значениями по толщине, а напряжения σz,
τxz, τyz можно положить равными нулю. Далее толщина пластины принимается равной
единице. При достаточно больших внешних растягивающих нагрузках вокруг отверстия
возникает область пластических деформаций.

Учет зон пластической деформации имеет большое значение при расчете конструк-
ций и сооружений на прочность. Сложность упругопластических задач состоит в том,
что форма и размеры пластической области неизвестны и подлежат определению. Реше-
ния упругопластических задач для тел, ослабленных отверстиями, находящимися в зоне
пластических деформаций, приведены в работах [1–4].

В работах [5, 6] получено точное решение упругопластической задачи для тонкой пла-
стины с одним круговым отверстием при условии пластичности Треска — Сен-Венана.
Показано, что граница между зонами упругой и пластической деформации представля-
ет собой овал. Функция напряжений U , через которую выражаются напряжения в зоне

пластической деформации, не является бигармонической.
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В работах [7–9] рассмотрены задачи определения границ, разделяющих зоны упругой
и пластической деформации неограниченной тонкой пластины, находящейся в условиях
плоского напряженного состояния и ослабленной двумя (периодической и двоякопериоди-
ческой) системами одинаковых круговых отверстий.

При эксплуатации элементов конструкций в виде тонких пластин установлено, что
в материале пластины происходит зарождение трещины, приводящее к его разрушению.
Поэтому при проектировании таких конструкций необходимо учитывать возможность воз-
никновения трещины. При этом представляет интерес решение упругопластической зада-
чи для пластины с круговым отверстием с учетом трещинообразования в зоне упругой

деформации. До настоящего времени такие исследования не проводились.
Постановка задачи. Пусть в неограниченной пластине, находящейся в плоско-

напряженном состоянии, имеется круговое отверстие радиусом R с центром в начале ко-
ординат. К контуру отверстия приложена постоянная нормальная нагрузка

σr = p, τrθ = 0.

В бесконечно удаленной точке имеет место однородное напряженное состояние:

σx = σ∞x , σy = σ∞y , τxy = 0.

Предполагается, что под действием заданной системы внешних нагрузок зона пласти-
ческой деформации включает все круговое отверстие. В качестве условия пластичности в
зоне пластической деформации примем условие пластичности Треска — Сен-Венана. Как
известно, плоская задача идеальной пластичности является статически определимой, если
граничные условия заданы в напряжениях [1–4, 10].

Пусть в зоне пластической деформации выполняется неравенство σθ > σr > 0. В этом
случае характеристики в зоне пластической деформации представляют собой радиальные

прямые, а напряжение определяется формулами [10]

σp
r = σs + (p− σs)R/r, σp

θ = σs, τp
rθ = 0,

где σs — постоянная материала.
Предположим, что при нагружении пластины в зоне упругой деформации возника-

ют концентраторы напряжений (области, в которых ослаблены межчастичные связи ма-
териала). При нагружении в них (прослойках перенапряженного материала) образуются
зоны пластического течения. Пусть нагрузка изменяется таким образом, что в областях
с ослабленными межчастичными связями материала в зоне упругой деформации проис-
ходит пластическое деформирование. Через некоторое число циклов нагружения возмож-
ность пластического деформирования в области с ослабленными межчастичными связями

материала исчерпывается и расстояние между берегами зоны предразрушения (пластиче-
ского течения) резко увеличивается. Если расстояние между берегами зоны предразруше-
ния в точке максимальной концентрации достигает критического значения δc для данного
материала, то в этой точке зарождается трещина [11].

Таким образом, при нагружении в зоне упругой деформации в материале пластины
возникает зона предразрушения, которая моделирует область с ослабленными межчастич-
ными связями материала. Взаимодействие берегов зоны предразрушения будем моделиро-
вать, вводя силы сцепления ее берегов (вырожденная полоса пластических деформаций).
Положение и размеры зоны предразрушения материала при постоянном напряжении за-
висят от вида материала, заранее неизвестны и подлежат определению. Таким образом,
зона зарождения трещины в зоне упругой деформации моделируется зоной предразруше-
ния (зоной с ослабленными межчастичными связями материала). Так как зона предраз-
рушения мала по сравнению с зоной упругой деформации пластины, ее можно заменить
разрезом, поверхности которого взаимодействуют по некоторому закону, моделирующему
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Рис. 1. Схема упругопластической задачи

действие удаленного материала. В рассматриваемом случае трещинообразование пред-
ставляет собой процесс перехода области предразрушения в область разорванных связей

между поверхностями материала пластины в зоне упругой деформации [11, 12].
Исследование [3, 12, 13] процесса возникновения областей с нарушенной структурой

материала показывает, что на начальной стадии деформирования зоны предразрушения
представляют собой узкий вытянутый слой, в материале которого частично нарушены
связи. Берега зоны предразрушения взаимодействуют, препятствуя зарождению трещи-
ны. При действии на пластину внешних нагрузок в связях, соединяющих берега зоны
предразрушения, возникают нормальные σy1 = σs и касательные τx1y1 = τs напряжения
(σs, τs — пределы текучести материала при растяжении и сдвиге соответственно).

В центр зоны предразрушения O1 с координатой z
0
1 (неизвестной заранее) поместим

начало локальной системы координат x1O1y1. Вдоль оси x1, образующей угол α1 с осьюOx,
расположена зона предразрушения (рис. 1). Угол α1 подлежит определению в ходе решения

задачи.
На неизвестном заранее контуре L, разделяющем зоны упругой и пластической дефор-

мации, все напряжения непрерывны. Граничные условия на L записываются в виде

σe
r = σp

r , σe
θ = σp

θ , τ e
rθ = τp

rθ.

С учетом сказанного выше на берегах прямолинейной зоны предразрушения имеют

место равенства

σe
y1

= σs, τ e
x1y1

= τs при y1 = 0, |x1| 6 l1, (1)

где 2l1 — неизвестная длина зоны предразрушения.
Следовательно, при определении напряженного состояния в зоне упругой деформации

пластины задаются граничные условия

σe
r − iτ e

rθ = σp
θ − iτp

rθ на L

и условие (1) на берегах зоны предразрушения. Неизвестная граница L раздела зон упругой
и пластической деформации определяется из условия

σe
θ = σp

θ на L. (2)
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Для вычисления значения внешней нагрузки, при котором происходит трещинообразо-
вание, необходимо дополнить постановку задачи критерием появления трещины (разрыва
межчастичных связей материала). В качестве такого условия используем критерий кри-
тического раскрытия берегов зоны предразрушения [11]

|(v+ − v−)− i(u+ − u−)| = δc,

где δc — характеристика сопротивления материала пластины трещинообразованию. Это
дополнительное условие позволяет определить параметры тонкой пластины, при которых
в зоне упругой деформации происходит зарождение трещины.

Метод решения. Пусть в зоне упругой деформации упругопластической тонкой пла-
стины с круговым отверстием зона предразрушения представляет собой отрезок прямой

длиной 2l1 (см. рис. 1). Длина l1, угол α1 и координаты z0
1 центра зоны предразрушения

заранее неизвестны и подлежат определению.
Уравнение неизвестного заранее контура L, разделяющего зоны упругой и пластиче-

ской деформации, будем искать в виде

r = ρ(θ) = a0 + εH(θ),

где ρ(θ) — функция, подлежащая определению; r, θ — полярные координаты; ε = R0/a0 —
малый параметр, характеризующий отклонение формы профиля L от окружности r = a0.

Не уменьшая общности постановки рассматриваемой упругопластической задачи, бу-
дем считать, что искомую функцию H(θ) можно представить в виде тригонометрического
ряда Фурье

H(θ) =
∞∑

k=1

(ak cos kθ + bk sin kθ).

Искомые функции (напряжения, перемещения и др.) будем искать в виде разложений
по малому параметру ε:

σe
r = σ

(0)
r + εσ

(1)
r + . . . , σe

θ = σ
(0)
θ + εσ

(1)
θ + . . . , τ e

rθ = τ
(0)
rθ + ετ

(1)
rθ + . . . ,

ue = u(0) + εu(1) + . . . , ve = v(0) + εv(1) + . . . , (3)

l1 = l01 + εl11 + . . . , α1 = α0
1 + εα1

1 + . . . ,

в которых членами, содержащими ε в степени выше первой, пренебрегается.

Каждое приближение σ
(j)
r , σ

(j)
θ , τ

(j)
rθ , u(j), v(j) (j = 0, 1) удовлетворяет системе диффе-

ренциальных уравнений плоской задачи теории упругости. Далее используем метод воз-
мущений. Значения компонент тензора напряжений при r = ρ(θ) находим, разлагая в ряд
выражения для напряжений в окрестности r = a0.

Используя известные формулы теории упругости [14] для компонент напряжений σe
n,

τ e
nt (n, t — естественные координаты), получаем граничные условия задачи определения
напряженного состояния в зоне упругой деформации, содержащей зону предразрушения,
в следующем виде:

— для нулевого приближения

σ
(0)
r = σp

r , τ
(0)
rθ = τp

rθ при |z| = a0 (z = x+ iy),

σ
(0)
y1 = σs, τ

(0)
x1y1 = τs при y1 = 0, |x0

1| 6 l01;
(4)

— для первого приближения

σ
(1)
r = N, τ

(1)
rθ = T при |z| = a0 (z = x+ iy),

σ
(1)
y1 = 0, τ

(1)
x1y1 = 0 при y1 = 0, |x1

1| 6 l11.
(5)
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Здесь

N = 2
τ

(0)
rθ

a0

dH(θ)

dθ
−H(θ)

∂σ
(0)
r

∂r
при r = a0,

T = (σ
(0)
θ − σ

(0)
r )

1

a0

dH(θ)

dθ
−H(θ)

∂τ
(0)
rθ

∂r
.

(6)

Справедливы следующие основные соотношения плоской теории упругости [14]:

σe
x + σe

y = σe
r + σe

θ = 2[Φ(z) + Φ(z) ],

σe
y − σe

x + 2iτ e
xy+ = e−2iθ(σe

θ − σe
r + 2iτ e

rθ) = 2[Φ′(z) + Ψ(z)], (7)

2µ(ue + ive) = 2µ eiθ(ur + ivθ) = κϕ(z)− zΦ(z)− ψ(z).

Здесь ϕ′(z) = Φ(z); ψ′(z) = Ψ(z); i =
√
−1; κ = (3− ν)/(1+ ν); ν — коэффициент Пуассона

материала; µ — модуль сдвига материала пластины.
С использованием соотношений (7) граничные условия задачи (4) в нулевом прибли-

жении записываются в виде

Φ0(z) + Φ0(z)− e2iθ[z̄Φ′
0(z) + Ψ0(z)] = σp

r − iτp
rθ при z = a0 eiθ,

Φ0(x
0
1) + Φ0(x0

1) + x0
1 Φ′

0(x
0
1) + Ψ0(x0

1) = σs − iτs при y1 = 0, |x0
1| 6 l01,

(8)

где Φ0(z), Ψ0(z) — комплексные потенциалы Колосова — Мусхелишвили в нулевом при-
ближении; x0

1 — аффикс точек берегов зоны предразрушения в нулевом приближении.
Комплексные потенциалы Φ0(z) и Ψ0(z) в области, занятой упругим материалом, бу-

дем искать в виде [14, 15]

Φ0(z) = Φ0
0(z) + Φ1

0(z), Ψ0(z) = Ψ0
0(z) + Ψ1

0(z); (9)

Φ0
0(z) =

∞∑
k=0

a0
kz

−k, Ψ0
0(z) =

∞∑
k=0

b0kz
−k; (10)

Φ1
0(z) =

1

2π

l01∫
−l01

g0
1(t) dt

t− z1
+

+
1

2π

l1∫
−l1

[(
− 1

z
− T̄1

t− zT̄1

)
eiα0

1 g0
1(t) + g0

1(t) e−iα0
1

1− T1T̄1

T̄1(1− zT̄1)2

]
dt,

Ψ1
0(z) =

1

2π
e−2iα0

1

l01∫
−l01

( g0
1(t)

t− z1
− T̄1 eiα0

1

(t− z1)2
g0
1(t)

)
dt+ (11)

+
1

2πz

l01∫
−l01

[
g0
1(t) eiα0

1

( 1

zT1
− 2

z2
− T̄1

z(1− zT̄1)
+

T̄ 2
1

(1− zT̄1)2

)
+

+ e−iα0
1 g0

1(t)
( 1− T1T̄1

zT̄1(1− zT̄1)2
− 1

1− zT1
− 2(1− T1T̄1)

(1− zT̄1)2

)]
dt.
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Здесь T1 = t eiα0
1 +z0

1 ; z1 = e−iα0
1(z − z0

1); z0
1 = x̄0

1 + iȳ0
1; g

0
1(x1) — искомая функция, харак-

теризующая расстояние между берегами зоны предразрушения в нулевом приближении:

g0
1(x1) =

2µ

i(1 + κ)

d

dx
{(u0

1)
+ − (u0

1)
− + i[(v0

1)
+ − (v0

1)
−]}.

Применяя метод степенных рядов (метод Мусхелишвили) для граничного условия (8)
при |z| = a0, находим

a0
0 =

1

2
(σ∞x + σ∞y ), b00 =

1

2
(σ∞y − σ∞x ), a0

1 =
A0

1a0

1 + κ
, b01 = −κA0

1a0

1 + κ
,

a0
2 =

1

2
(σ∞y − σ∞x )a0

1 + Ā0
2a

2
0, b02 =

1

2
(σ∞y − σ∞x )a0 − A0

0a
2
0, a0

n = Ā0
na

n
0 (n > 3),

b0n = (n− 1)a2
0a

0
n−2 − an

0A
0
−n+2 (n > 3), σp

r − iτp
rθ =

∞∑
k=−∞

A0
k eikθ .

Задавая условие, чтобы комплексные потенциалы Φ0(z) и Ψ0(z) удовлетворяли крае-
вому условию (8) на берегах зоны предразрушения в зоне упругой деформации в нулевом
приближении, получаем сингулярное интегральное уравнение относительно неизвестной
функции g0

1(x1):

l01∫
−l01

[
R0

11(t, x
0
1)g

0
1(t) + S0

11(t, x
0
1) g

0
1(t)

]
dt = πF0(x

0
1), |x0

1| 6 l01. (12)

Здесь F0(x
0
1) = σs − iτs − [Φ0

0(x
0
1) + Φ0

0(x
0
1) + x0

1 Φ′
0(x

0
1) + Ψ0(x0

1) ]; x0
1, t, l

0
1 — безразмерные

величины, отнесенные к a0; величины R0
11, S

0
11 определяются по известным формулам

(формулы (VI.62) в [15]).
Для обеспечения однозначности перемещений при обходе внутренней зоны предразру-

шения к сингулярному интегральному уравнению необходимо добавить условие

l01∫
−l01

g0
1(t) dt = 0. (13)

В результате дискретизации задачи сингулярное интегральное уравнение (12) при
дополнительном условии (13) сводится к системе M алгебраических уравнений для опре-
деления M неизвестных g0

1(tm) (m = 1, 2, . . . ,M) [3, 15, 16]:

1

M

M∑
k=1

l01[R
0
11(l

0
1x

0
m, l

0
1x

0
r)g

0
1(tm) + S0

11(l
0
1x

0
m, l

0
1x

0
r) g

0
1(tm) ] = F0(x

0
r),

M∑
m=1

g0
1(tm) = 0,

(14)

где tm = cos ((2m− 1)π/(2M)) (m = 1, 2, . . . ,M); x0
r = cos (πr/M) (r = 1, 2, . . . ,M − 1).

Переходя в системе (14) к комплексно-сопряженным величинам, получаем еще M ал-
гебраических уравнений.
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Напряжения в зоне упругой деформации всюду ограничены, поэтому решение сингу-
лярного интегрального уравнения (13) будем искать в классе всюду ограниченных функ-
ций (напряжений). В этом случае к системе (14) необходимо добавить условия ограничен-
ности напряжений на концах зоны предразрушения в нулевом приближении x0

1 = ±l01:
M∑

m=1

(−1)M+mg0
1(tm) tg

(2m− 1

4M
π
)

= 0,

M∑
m=1

(−1)mg0
1(tm) ctg

(2m− 1

4M
π
)

= 0.

(15)

Поскольку положение и размер зоны предразрушения, т. е. параметры l01, α
0
1 и z

0
1 = x̄0

1+iȳ0
1,

неизвестны, алгебраическая система (14), (15) является нелинейной.
Из двух дополнительных комплексных уравнений (15) определяются координаты вер-

шин зоны предразрушения. Зная координаты вершин зоны предразрушения, с помощью
известных формул аналитической геометрии можно найти длину зоны предразрушения l01,
координаты центра x̄0

1, ȳ
0
1, а также угол наклона α

0
1 зоны предразрушения к оси Ox.

В результате совместного решения полученных алгебраических уравнений определя-
ются приближенные значения функций v0

1(tm), u0
1(tm) (m = 1, 2, . . . ,M) и координаты

вершин зоны предразрушения. Для решения используется метод последовательных при-
ближений. Система (14), (15) решается при некоторых выбранных значениях l0∗1 , α0∗

1 , x̄0∗
1 ,

ȳ0∗
1 относительно остальных неизвестных v0

1(tm), u0
1(tm), которые входят в систему (14),

(15) линейно. Значения l0∗1 , α0∗
1 , x̄0∗

1 , ȳ0∗
1 и соответствующие им значения остальных неиз-

вестных, вообще говоря, не удовлетворяют уравнениям (15). Поэтому, подбирая новые
значения l0∗1 , α0∗

1 , x̄0∗
1 , ȳ0∗

1 , уточненные методом Ньютона — Рафсона для системы (15),
будем повторять вычисления до тех пор, пока уравнения (14), (15) не будут выполняться
с заданной точностью.

В каждом приближении алгебраическая система (14) решалась методом Гаусса с вы-
бором главного элемента. После решения алгебраических систем (14), (15) с помощью
формул (7), (9) определяются компоненты напряжений в зоне упругой деформации в нуле-
вом приближении. По формулам (6) находим функции N и T .

С использованием соотношений (7) краевые условия задачи (5) для определения на-
пряженного состояния в зоне упругой деформации в первом приближении записываются

в виде

Φ1(z) + Φ1(z)− e2iθ[z̄Φ′
1(z) + Ψ1(z)] = N − iT при z = a0 eiθ,

Φ1(x
1
1) + Φ1(x1

1) + x1
1 Φ′

1(x
1
1) + Ψ1(x1

1) = 0 при y1 = 0, |x1
1| 6 l11.

(16)

Решение краевой задачи (16) будем искать в виде, аналогичном виду решения в нулевом
приближении:

Φ1(z) = Φ0
1(z) + Φ1

1(z), Ψ1(z) = Ψ0
1(z) + Ψ1

1(z), (17)

где комплексные потенциалы Φ1
1(z) и Ψ1

1(z) определяются формулами, аналогичными (11),
в которых функции g0

1(t) следует заменить на g
1
1(t), а аналитические функции Φ0

1(z) и Ψ0
1(z)

записываются в виде степенных рядов

Φ0
1(z) =

∞∑
k=0

a1
kz

−k, Ψ0
1(z) =

∞∑
k=0

b1kz
−k. (18)
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Применяя метод степенных рядов для граничного условия (16) при |z| = a0, для коэф-
фициентов a1

k, b
1
k находим

a1
0 = 0, b10 = 0, a1

1 =
Ā1a0

1 + κ
, b11 = −κA1a0

1 + κ
, a1

n = Āna
n
0 (n > 2),

b12 = −A0a
2
0, b1n = (n− 1)a2

0a
1
n−1 − an

0A
0
−n+2 (n > 3), N − iT =

∞∑
k=−∞

Ak eikθ .

Задавая условие, чтобы комплексные потенциалы (17), (18) удовлетворяли краевому
условию на берегах зоны предразрушения в зоне упругой деформации, после ряда преобра-
зований получаем сингулярное интегральное уравнение относительно неизвестной функ-
ции g1

1(x1):

l11∫
−l11

[R1
11(t, x

1
1)g

1
1(t) + S1

11(t, x
1
1) g

1
1(t) ] dt = πF1(x

1
1), |x1

1| 6 l11. (19)

Здесь F1(x
1
1) = −[Φ0

1(x
1
1)+Φ0

1(x
1
1)+x

1
1 Φ0′

1 (x1
1)+Ψ0

1(x
1
1)]; x

1
1, t, l

1
1 — безразмерные переменные,

отнесенные к a0.
К сингулярному интегральному уравнению (19) следует добавить равенство

l11∫
−l11

g1
1(t) dt = 0, (20)

которое обеспечивает однозначность перемещений при обходе границы зоны предразру-
шения, расположенной в зоне упругой деформации, в первом приближении.

В результате дискретизации сингулярное интегральное уравнение (18) с учетом до-
полнительного условия (20) сводится к системе M алгебраических уравнений относитель-
но приближенных значений g1

1(tm) (m = 1, 2, . . . ,M) искомой функции в узловых точках
[3, 15, 16]:

1

M

M∑
k=1

l11[R
1
11(l

1
1x

1
m, l

1
1x

1
r)g

1
1(tm) + S1

11(l
1
1x

1
m, l

1
1x

1
r) g

1
1(tm) ] = F1(x

1
r),

M∑
m=1

g1
1(tm) = 0.

(21)

Здесь tm = cos ((2m− 1)π/(2M)) (m = 1, 2, . . . ,M); x1
r = cos (πr/M) (r = 1, 2, . . . ,M − 1).

Переходя в системе (21) к комплексно-сопряженным величинам, получаем еще M ал-
гебраических уравнений. Так как решение сингулярного интегрального уравнения (19)
ищем в классе всюду ограниченных функций (напряжений), то, как и в нулевом прибли-
жении, к системе (21) следует добавить условие ограниченности напряжений на концах
зоны предразрушения в первом приближении x1

1 = ±l11:
M∑

m=1

(−1)M+mg1
1(tm) tg

(2m− 1

4M
π
)

= 0,
M∑

m=1

(−1)mg1
1(tm) ctg

(2m− 1

4M
π
)

= 0. (22)

Аналогично могут быть построены решения задачи для зоны упругой деформации в по-
следующих приближениях.
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Система алгебраических уравнений (21), (22) не замкнута, в нее входят неизвестные
коэффициенты a0, ak, bk разложения искомой функции ρ(θ), определяющей контур L, раз-
деляющий зоны упругой и пластической деформации пластины. Для построения недостаю-
щих уравнений для нахождения искомых коэффициентов a0, ak, bk определяем нормальное
тангенциальное напряжение σe

θ на контуре L с помощью формул (3), (7), (9), (17).
На основе полученного решения находим σe

θ с точностью до величин первого порядка

относительно малого параметра ε:

σe
θ = σ

(0)
θ

∣∣
r=a0

+ ε
(
H(θ)

∂σ
(0)
θ

∂r
+ σ

(1)
θ

)∣∣∣
r=a0

.

Искомая функция ρ(θ) должна быть определена таким образом, чтобы выполнялось до-
полнительное условие (2) на L. Для определения коэффициентов a0, ak, bk (k = 1, 2, . . . ,m1)
используем метод наименьших квадратов.

Напряжение σe
θ на L есть функция независимой переменной полярного угла θ и 2m1+1

параметров a0, ak, bk (k = 1, 2, . . . ,m1). Неизвестные параметры a0, ak, bk постоянны и
подлежат определению. Для этого разбиваем отрезок [0, 2π] на M1 частей:

θj = θ1 + j∆θ (j = 0, 1, 2, . . . ,M1 − 1), ∆θ = 2π/M1, M1 > 2m1 + 1

и вычисляем нормальное тангенциальное напряжение σe
θ в точках разбиения:

σe
θ(θj) = F (θj , a0, ak, bk) (j = 0, 1, 2, . . . ,M1 − 1).

Неизвестные параметры a0, ak, bk определяются с использованием метода наименьших
квадратов:

U =
M−1∑
j=0

[F (θj , a0, ak, bk)− σp
θ(θj)] → min .

Записывая необходимое условие экстремума функции U , получаем 2m1 + 1 уравнений с
2m1 + 1 неизвестными:

∂U

∂a0
= 0,

∂U

∂ak
= 0,

∂U

∂bk
= 0 (k = 1, 2, . . . ,m1). (23)

Система уравнений (23) замыкает полученные алгебраические системы задачи (21), (22).
Эти системы должны решаться совместно.

Анализ результатов. Совместное численное решение полученных систем алгебраи-
ческих уравнений (21)–(23) позволяет при заданной внешней нагрузке найти приближен-
ные значения u1

1(tm), v1
1(tm) (m = 1, 2, . . . ,M), l11, α

1
1, x̄

1
1, ȳ

1
1 (координаты центра полосы

предразрушения) и коэффициенты a0, ak, bk (k = 1, 2, . . . ,m1). Поскольку величины l11,
α1

1, x̄
1
1, ȳ

1
1 неизвестны, объединенная система алгебраических уравнений является нелиней-

ной. Для ее решения используется метод последовательных приближений, суть которого
состоит в следующем. При некоторых выбранных значениях l1∗1 , α1∗

1 , x̄1∗
1 , ȳ1∗

1 решается

объединенная алгебраическая система уравнений относительно остальных неизвестных

(т. е. решаются системы (21), (22), являющиеся линейными при заданных l11, α
1
1, x̄

1
1, ȳ

1
1).

Линейная алгебраическая система уравнений решается методом Гаусса с выбором глав-
ного элемента. Вообще говоря, значения l1∗1 , α1∗

1 , x̄1∗
1 , ȳ1∗

1 и соответствующие им значения

остальных неизвестных не удовлетворяют уравнениям (23). Поэтому, подбирая методом
Ньютона — Рафсона уточненные значения параметров l11, α

1
1, x̄

1
1, ȳ

1
1, повторяем вычисле-

ния до тех пор, пока уравнения (23) не будут выполняться с заданной точностью.
На рис. 2 представлена зависимость относительной длины зоны предразрушения l1/R

от безразмерной нагрузки σ∞y /σs, на рис. 3 — распределения нормальных (v+
1 − v−1 )/R и
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Рис. 2. Зависимость относительной длины зоны предразрушения l1/R от без-
размерной нагрузки σ∞y /σs
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Рис. 3. Распределения нормальных (v+
1 − v−1 )/R (а) и тангенциальных (u+

1 −
u−1 )/R (б) компонент вектора перемещений вдоль зоны предразрушения

тангенциальных (u+
1 − u−1 )/R компонент вектора перемещений вдоль зоны предразруше-

ния.
При численном расчете принимались значения M = 30, M1 = 72. В качестве матери-

ала пластины рассматривался сплав марки D-16T. В результате расчетов коэффициентов
Фурье a0, ak, bk разложения функции ρ(θ) и параметров l1, α1 при значениях внешних

нагрузок p/σs = −0,5, σ∞x /σs = 0,7, σ∞y /σs = 0,85 и R = 1 получены следующие значения:
a0 = 1,832, a1 = 0,617, a2 = 0,493, a3 = 0,398, a4 = 0,369, a5 = 0,307, a6 = 0,286, a7 = 0,205,
a8 = 0,183, a9 = 0,144, α1 = 27◦, b1 = 0,503, b2 = 0,442, b3 = 0,307, b4 = 0,297, b5 = 0,211,
b6 = 0,197, b7 = 0,156, b8 = 0,129, b9 = 0,108, l1 = 0,023.

Используя полученное решение задачи, вычислим перемещения на берегах зоны

предразрушения:

−1 + κ
2µ

x1∫
−l1

g1(x1) dx1 = v1(x1, 0)− iu1(x1, 0).
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Полагая x1 = x0, выполняя замену переменных и заменяя интеграл суммой, находим

−1 + κ
2µ

πl1
M

M2∑
m=1

g1(tm) = v1(x0, 0)− iu1(x0, 0), (24)

где v1(x0, 0) = v+
1 (x0, 0)− v−1 (x0, 0); u1(x0, 0) = u+

1 (x0, 0)− u−1 (x0, 0); M2 — число узловых

точек, принадлежащих отрезку (−l1, x0). Напомним, что g1(x1) = g0
1(x1) + εg1

1(x1), l1 =
l01 + εl11.

После отделения в соотношении (24) действительной и мнимой частей получаем

v1(x0, 0) = −1 + κ
2µ

πl1
M

M2∑
m=1

v1(tm) = −1 + κ
2µ

πl1
M

M2∑
m=1

(v0
1(tm) + εv1

1(tm)),

u1(x0, 0) = −1 + κ
2µ

πl1
M

M2∑
m=1

u1(tm) = −1 + κ
2µ

πl1
M

M2∑
m=1

(u0
1(tm) + εu1

1(tm)).

Для модуля вектора перемещений на берегах зоны предразрушения при пластическом

течении при x1 = x0 находим

V01 =
1 + κ

2µ

πl1
M

√
d2
1 + d2

2 ,

где d1 =

M2∑
m=1

(v0
1(tm) + εv1

1(tm)); d2 =

M2∑
m=1

(u0
1(tm) + εu1

1(tm)).

Критическое значение внешней нагрузки, при котором появляется трещина, опреде-
ляется условием

V01 = δc. (25)

Совместное решение уравнений (21)–(23) с условием (25) позволяет при заданных ха-
рактеристиках материала пластины определить критическую величину внешней нагруз-
ки, положение и размер зоны предразрушения lc1 в состоянии предельного равновесия.

sy /ss1

1,000,750,500,25

0,18

0,36

0,54

d /l10 *

Рис. 4. Зависимость критического внешнего напряжения σ∞y /σs от относитель-
ного расстояния между берегами зоны предразрушения δ∗/l1 в ее центре
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На рис. 4 представлена зависимость критического внешнего напряжения σ∞y /σs от

относительного расстояния между берегами зоны предразрушения δ∗/l1 (δ∗ = πδcµ/[(1 +
κ)σs]) в ее центре.

Выводы. Предложен приближенный метод решения упругопластической задачи для
тонкой пластины с круговым отверстием с учетом зарождения трещины в зоне упругой

деформации. Получена замкнутая система нелинейных алгебраических уравнений. С ис-
пользованием численного решения этой системы исследовано напряженное состояние тон-
кой пластины с отверстием, находящимся в зоне пластической деформации, при наличии
зоны предразрушения в зоне упругой деформации. Предложенный подход позволяет при
заданных механических и геометрических характеристиках тонкой пластины прогнозиро-
вать процесс трещинообразования и определять предельные значения внешних нагрузок.
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