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Изучается динамика тяжелой частицы, прикрепленной к поверхности свободного газового 

пузырька в жидкости. Совершающий поверхностные колебания пузырек и обладающая мас-

сой частица рассматриваются как единая механическая система с геометрической связью. 

Предполагается, что основные силы, обеспечивающие взаимодействие этих объектов, — 

инерционная сила, обусловленная поверхностными колебаниями пузырька газа, и сила ка-

пиллярного прилипания. Описаны условия стабильности флотационного агрегата “частица –

 пузырек” при различных начальных возмущениях поверхности пузырька и массах частицы. 

Амплитуды скоростей мод поверхностных колебаний определяются энергией турбулентных 

пульсаций окружающей жидкости. 
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Важный фактор, обусловливающий эффективность флотационного процесса, — размер 

минеральных частиц. Увеличение крупности извлекаемых пенной флотацией частиц может по-

высить извлечение полезного компонента и сократить расходы на процесс измельчения руды. 

Например, расширение диапазона крупности флотируемых частиц 0.1 – 0.3 мм может дать эко-

номию 30 – 50 % энергии, затрачиваемой в наиболее энергоемком переделе обогащения — про-

цессе измельчения [1]. Поэтому изучение взаимодействия минеральной частицы с пузырьком 

газа и определение условий стабильности флотационного агрегата в турбулентном потоке 

пульпы имеют важное практическое значение. 

Поведение минеральной частицы на пузырьке рассматривается в исследованиях, посвя-

щенных условиям отрыва минеральной частицы от пузырька, имеющего недеформируемую 

сферическую поверхность [2, 3]. Согласно этим работам, разрушение флотационного агрегата 

происходит, если центробежные силы, действующие на частицу, превышают силы капилляр-

ного прилипания. Центробежные силы обусловлены попаданием флотационного агрегата 
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в турбулентный вихрь с диаметром, равным сумме диаметров пузырька и частицы. В инерци-

онном интервале спектра турбулентности вследствие измельчения крупных вихрей более веро-

ятно существование турбулентных пульсаций, а не подобных вихрям структур. Авторы прене-

брегают инерционной силой отрыва, генерируемой поверхностными колебаниями пузырька, 

поэтому предложенный ими механизм неадекватно отражает природу физического явления. 

Взаимодействие минеральной частицы с пузырьком газа и стабильность флотационного аг-

регата “частица – пузырек” с учетом упругости поверхности последнего описаны в [4, 5]. Со-

хранность флотационного агрегата рассматривается в предположении попадания агрегата “ча-

стица – пузырек” в турбулентный вихрь с размером, соизмеримым с параметрами агрегата. 

На воздействие турбулентных вихрей пузырек отвечает колебаниями с частотой, равной часто-

те вихревого движения окружающей жидкости. Минеральная частица, находящаяся на границе 

раздела “газ – жидкость”, совершает колебательное движение с соответствующей частотой. 

Амплитуда этих колебаний — функция скорости диссипации энергии в камере флотационной 

машины. 

В работе не принималось во внимание, что пузырек и частица на пузырьке имеют соб-

ственные частоты колебаний, превышающие частоты пульсаций окружающей их жидкости. 

На пульсационное воздействие окружающей жидкости пузырек отвечает собственными по-

верхностными колебаниями, что приводит к колебаниям частицы на пузырьке. При наборе 

минеральной нагрузки в системе “жидкость – пузырек – частица” могут возникнуть резонанс-

ные явления, увеличивающие инерционную силу отрыва. По этим причинам предложенный 

в [4, 5] механизм взаимодействия минеральной частицы с пузырьком недостаточно описывает 

природу физического явления и не может корректно раскрыть условия разрушения флотаци-

онного агрегата. 

В [6, 7] учитывается гибкость поверхности пузырька, рассматриваются его поверхностные 

колебания и колебания частички на поверхности пузырька. Для упрощения анализа в этих ра-

ботах поверхность пузырька аппроксимируется плоскостью, что также приводит к снижению 

точности получаемых результатов. В [8] дополнительно к силам инерции, капиллярного при-

липания и веса введены: сила Бассе; сила увлечения жидкости движущейся частицей; сила, 

обусловленная присоединенной массой частицы. Введение последней силы недостаточно 

обоснованно. Формирование флотационного агрегата подразумевает движение периметра кон-

такта трех агрегатных состояний по поверхности частицы и его закрепление в наиболее устой-

чивом состоянии, т. е. на ребрах. На поверхности пузырька закрепляются гидрофобные части-

цы. Закрепившаяся частица одновременно погружена в окружающую жидкость и расположена 

в пузырьке газа. Увлечение жидкости движущейся частицей сомнительно, так как пульсирую-

щее движение жидкости вокруг пузырька, совершающего поверхностные колебания, сохранит-

ся вне зависимости от наличия частицы. Большой объем гидрофобной частицы может нахо-

диться в объеме пузырька.  

Цель настоящей работы — изучение поведения минеральной частицы, закрепленной на по-

верхности свободного газового пузырька в жидкости, и условий разрушения агрегата “части-

ца – пузырек” в отсутствие поверхностно-активных веществ. 

ФОРМУЛИРОВКА ЗАДАЧИ 

Собственные моды поверхностных колебаний свободного газового пузырька в невязкой 

жидкости впервые получены Рэлеем [9]. Закрепление минеральной частицы, обладающей 

определенной массой, на поверхности пузырька приведет к изменению характеристик поверх-

ностных колебаний. Задача установления амплитуд и частот мод поверхностных колебаний пу-
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зырька с закрепленной на его поверхности минеральной частицей представляет практический 

интерес для флотационного способа обогащения, так как позволяет оценить достижимую 

крупность флотируемых частиц. 

Предположим, что газовый пузырек флотационной крупности вместе с прикрепленной 

к нему частицей находится в неограниченном объеме невязкой несжимаемой жидкости. Урав-

нение поверхности пузырька в сферической системе координат, связанной с центром пузырька, 

записывается в виде ( , ) r R t   , где R  — невозмущенный радиус пузырька; cos( )   , 

угол   отсчитывается от верхней части вертикальной оси; ( , )t   — возмущение поверхности, 

которое считается осесимметричным и малым. Возмущение ( , )t   может быть представлено 

рядом по многочленам Лежандра ( )jP   порядка j , 
1

( , ) ( ) ( ).
N

j j

j

t b t P  


  

Коэффициенты ( ), 1, ...,jb t j N , можно рассматривать как обобщенные координаты по-

верхности пузырька. К поверхности пузырька при 0 0( )    прикреплена цилиндрическая 

частица массой 2

0 pp r hm   , плотностью p , радиусом 0r  и высотой h . Минеральная части-

ца удерживается на поверхности капиллярной силой, приложенной вдоль линии трехфазного 

контакта и действующей по касательной к границе раздела фаз “жидкость – газ”. Частица за-

креплена в положении 0 180    и может колебаться в радиальном направлении. На рис. 1 по-

казана твердая частица, прикрепленная к границе раздела “газ – жидкость” и соответствующая 

пузырьку, имеющему бесконечно большой радиус. 

 

Рис. 1. Цилиндрическая частица массой 
2

0 pp r hm   , плотностью p , радиусом 0r  и высо-

той h  прикреплена к пузырьку с бесконечно большим радиусом:   — трехфазный контактный 

угол; F — капиллярная сила; ( )z   — уравнение мениска 

Примем следующие допущения [6]: 

— 0 / (1), / (1)r a o h a o  , здесь / ( )fa g   — капиллярная постоянная;   — поверх-

ностное натяжение; f  — плотность жидкости; g  — гравитационное ускорение; 

— поверхность пузырька “плоская” вблизи зоны контакта с частицей, т. е. радиус пузырь-

ка R  больше радиуса минеральной частицы. 

В этих предположениях, как показано в [10], поверхность мениска ( )z z   описывается 

уравнением Лапласа. Квазистационарное выражение формы мениска 

 0 0( ) tg(  )z K r   (1) 

демонстрирует хорошее совпадение с экспериментами [11], где 0 0ln( / 2 )K r a    , 0.5772   — 

постоянная Эйлера. 
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В каждый фиксированный момент времени положение частицы обусловливается “обоб-

щенной” координатой 
1( ) ( )Nz t b t  (в системе координат, связанной с центром пузырька, по-

ложение частицы определяется как ( )r R z t  ). В начальный момент положение частицы сов-

падает с поверхностью пузырька. В дальнейшем частица остается на поверхности пузырька  

и движется только по радиусу: 

 1 1 0 1

1

( , , , , ) ( ) ( ) ( ) 0.
N

N N j j N

j

g b b b t b t P b t 



     (2) 

Уравнение (2) накладывает геометрическую зависимость между обобщенными координа-

тами ( ), 1, ..., 1jb t j N  , механической системы, состоящей из пузырька с частицей, прикреп-

ленной в положении 0 0cos( )   . Изучение поведения минеральной частицы предполагает 

получение уравнений динамики, которым подчиняются “обобщенные” координаты, и анализ 

решения этих дифференциальных уравнений с учетом размеров минеральной частицы, газово-

го пузырька и начальных возмущений его поверхности. Динамические уравнения, описываю-

щие движение механической системы “пузырек – частица” и возникающие в невязкой несжи-

маемой жидкости, получаются с помощью лагранжевой механики [12]. Сначала вычисляется 

потенциальная и кинетическая энергия системы. Первая состоит из двух компонентов: 

— энергии, связанной с поверхностным натяжением и определяемой выражением s  , где 

Δs — изменение поверхностного натяжения в результате сокращения или растяжения поверх-

ности пузырька. Согласно [13], потенциальная энергия, обусловленная силой упругости по-

верхности пузырька, выражается следующим образом: 

 
2

2

2

2
2 ( )

2 1

N

f j

j

j j
U b t

j




 



 ; 

— потенциальной энергии осциллирующей частицы, связанной с капиллярной силой, ко-

торая действует подобно пружине: при удалении частицы от равновесного положения стремит-

ся возвратить частицу в исходное положение. Предположим, что на частицу действует только 

капиллярная сила: 02 sinF r   [6]. Потенциальная энергия частицы может быть представ-

лена как функция контактного угла   с использованием (1): 

 
2

2 2

0 0 0 0 0
2

tg ( )
· ( ) 2 sin( )· 2 sin( )·tg( ) 2 .

1 tg ( )
pU F z r z r K r K


      


   


 

Потенциальная энергия частицы, связанная с силой тяжести, может быть опущена ввиду ее 

малости. Кинетическая энергия безвихревого течения с потенциалом скорости   может быть 

получена интегрированием  
2

f   по всему объему жидкости вне пузырька. Согласно [13], 

кинетическая энергия выражается так: 

 
3 2

1

1
2 ( ).

( 1)(2 1)

N

f f j

j

T R b t
j j

 



 

  

Точка над символами — производная по времени. Дифференцируя (1) по времени, найдем, 

что 0 0(tg( ))z K r    (штрих обозначает дифференцирование). Кинетическая энергия частицы, 

совершающей колебательное движение, имеет вид  
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2 2

2 2

0 0

( ) (tg ) )

2 2

p p

p

m z m
T K r

 
  . 

Обозначив 
0 0( ) ( ( )), ( ( ) ( ))tgy t r t z t K y t  , получим 

 

2 2

0 ( )
.

2

p

p

m K y
T   

УРАВНЕНИЯ ЛАГРАНЖА 

Лагранжиан агрегата “пузырек – частица” в терминах кинетической и потенциальной энер-

гий    f p f p
L L L T U T U      : 

 
2

3 2 2

1 2

1 2
2 ( ) 2 ( ),

( 1)(2 1) 2 1

N N

f f j j

j j

j j
L R b t b t

j j j
  

 

   
  

   
   

 
2

0 2

0 0 0 02 2

0

2 ( ) .
2

p

p p j

m K y
L y K r m b P yK

r y
      


  (3) 

Последний член в (3) появляется, потому что частица привязана к движущейся поверхно-

сти пузырька, т. е. к подвижной неинерциальной системе координат. Сила тяжести и диссипа-

ция энергии в тепло не учитываются. 

Найденный лагранжиан используется для записи уравнений Эйлера – Лагранжа [13]: 

 1 1, 1,..., 1; ( , , , , ) 0N N

j jj

d L L g
j N g b b b t

dt b bb
 

  
     
 

, 

здесь   — множитель Лагранжа, позволяющий учитывать ограничение (2). В результате полу-

чается система нелинейных обыкновенных дифференциальных уравнений, состоящая из 2N   

уравнений и 2N   неизвестных. Решение этой системы уравнений определяет колебания по-

верхности пузырька ( ), 1, ,jb t j N  и движение частицы в терминах переменной ( )y t  (при-

меняя введенные обозначения, можно вернуться к z  или  ): 

 

2
3

0

3

2

0 0 0 0 0 02 2 2 2

0 0

0 0 0 0

1 1

2
4 4 ( ) ( ); 2, , ,

( 1)(2 1) 2 1

2 2 ( ) ,

( ) ( ) 0, ( ) ( ) 0 .

j

f j j

p p j

N N

j j j j

j j

b j j
R b t P j N

j j j

y y
m K y K r m K b P K

r y r y

b t P K y b t P K y

    

  

 
 

 
    

  

  
             

 
     

 



 

 (4) 

Запишем систему уравнений (4) для безразмерных параметров: 

   * * * *

3

1
, , , ,

4f

b y
t t b y

R R R R

 


  
     

здесь характерный период колебаний 
3 1/2/( )f R   используется в качестве масштаба времени. 

Уравнения, записанные в безразмерных переменных, имеют следующий вид: 
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2

0

3

0 0 0
0 02 2

2 20 0

2 2

0 0 0 0

1 1

2
( ) ( ); 1,2, , ,

( 1)(2 1) 2 1

1
( ) ,

3 2 3

( ) ( ) 0, ( ) ( ) .

j

j j

p p

j

fl fl

N N

j j j j

j j

b j j
b t P j N

j j j

m mK r y y K
y b P K

m R mr r
y y

R R

b t P K y b t P K y

 

 

 
 

 
    

  

  
  
          
      

 
    

 



 

 

В уравнения входят три безразмерных параметра: 0K , /p flm m  — отношение массы частиц 

к массе жидкости в объеме пузырька; 34 / 3fl flm R   и 0 /r R  — отношение радиуса частиц 

к радиусу пузырька. 

Используя ограничение (2), из системы уравнений можно исключить  : 

 

3

20

2 2
12 20 0

2 2

1

3 1
( 1)( 2)

2 2

.
3

( 1)(2 1)
2

N
fl

j j

jp

N
fl

j j

j p

m r y y
j j j b P

m R r r
y y

R R

m
j j P P

m







  
  
      
  
      

 
   

 





 

В результате получается система обыкновенных дифференциальных уравнений для векто-

ров ( ), 1, ,jb t j N   и ( )y t : 
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Решение системы обыкновенных дифференциальных уравнений (5) требует задание началь-

ных данных для функций и их первых производных. Начальные данные должны соответствовать 

ограничению (2): частица находится на поверхности пузырька. В начальный момент можно зада-

вать только ,j jb b . Пусть исходные данные определяются следующим образом: 
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Поведение пузырька и частицы полностью характеризуется уравнениями движения (5) 

с начальными условиями (6). Динамика формы пузырька и колебаний частицы получается 

из этих уравнений стандартным методом. 
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РЕЗУЛЬТАТЫ И ИХ ОБСУЖДЕНИЕ 

Численное решение задачи (5), (6) для оценки колебаний частицы и возмущений поверхно-

сти пузырька проводилось с использованием стандартного метода Рунге – Куэтта 4-го порядка. 

Оценка зависимости результатов от количества членов ряда по полиномам Лежандра, прове-

денная для 8,12, 20N  , показала, что достаточно применять 8N  . Расчеты проводились при 

параметрах, близких к реальным физическим размерам газового пузырька и флотируемой ча-

стицы в промышленных условиях: 0.00052 мR  , 4500p   кг/м3, 1000f   кг/м3, 

0.072   Н/м, 
0 0.0001 0.00030r   м, 

0 01.5 2.0h r r  . 

Средняя скорость турбулентных пульсаций в инерционном интервале спектра турбулент-

ности дается выражением 

 
1

3( )u C l  , (7) 

где C — постоянная, равная 1.37. При скорости диссипации энергии 15 м2/с3 и размере турбу-

лентного образования 0.002 м средняя пульсационная скорость пространственно-изотропных 

пульсаций составит 0.43 м/с [14 – 16]. Распределение вероятности относительной скорости 

между двумя точками, разделенными расстоянием l, нормально. Тогда максимальная скорость 

пульсаций турбулентных образований масштаба 0.002 м может достигнуть ~ 0.8 м/с. 

Скорость формирования флотационных агрегатов максимальна в области с высокой скоро-

стью диссипации энергии [17 – 19]. Можно ожидать, что и разрушение образовавшихся агрегатов 

наиболее вероятно в областях с высокой скоростью рассеивания энергии. В связи с этим в нашем 

расчете скорость диссипации энергии выбрана 15 м2/с3. 

Результаты расчетов приведены на рис. 2 – 5. На рис. 2 показаны колебания частицы вблизи 

положения равновесия 0z   для двух различных начальных скоростей, которые задавались со-

гласно (7) для производных от коэффициентов второй моды: 
02 0.1b   м/с, 

02 0.25b   м/с 

и 
02 0.5b  м/с, в уравнениях (6). Все остальные коэффициенты 0 0,j jb b  равнялись нулю. 

На рис. 2а изображены отклонения границы “жидкость – газ” от горизонтали в зависимости 

от времени. Сплошные линии, отмеченные кружками, соответствуют начальной скорости 

0.1  м/с, пунктирные — начальной скорости 0.25  м/с, а сплошные — начальной скорости 

0.5  м/с. Частица совершает колебательное движение по гармоническому закону. Максималь-

ное отклонение от положения равновесия составляет 14 % от радиуса пузырька при начальной 

скорости 0.5  м/с, 6 % — при начальной скорости 0.25  м/с и 0.5 % — при меньшей скорости 

0.1  м/с. 

Используя уравнение (1), можно получить зависимость от времени угла  , 

0 0( ) arctg( ( ) / ( ))t z t K r  (рис. 2б). Для заданных параметров расчета максимальное отклонение 

угла   от горизонтали составляет около 40 при начальной скорости 0.5  м/с, 18  — 0.25  м/с 

и 6  — 0.1  м/с. 

На рис. 3 демонстрируются колебания частицы цилиндрической формы, прогнозируемые 

для трех различных плотностей цилиндра: 3000p   кг/м3 (сплошная линия с кружками), 

4500p   кг/м3 (пунктирная линия) и 6000p   кг/м3 (сплошная линия). С ростом массы ча-

стицы наблюдается увеличение амплитуды колебаний, возрастание максимума отклонение уг-

ла   линии “жидкость – газ” от горизонтали и небольшой фазовый сдвиг. 
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Рис. 2. Колебания частицы около 0z   как функция времени: а — отклонение частицы от ради-

уса покоящегося пузырька (Mp = 2.1206e – 08, Mfl  = 5.8898e – 07, r0 / R = 0.19231); б — отклонение 

контактного угла   от горизонтали в зависимости от времени (
0 100r   мкм, 150h   мкм, 

0.00052R   м, 4500p   кг/м3, 1000f   кг/м3, 0.072   Н/м, 
02 0.1; 0.25; 0.5b   м/с) 

На рис. 2, 3а показаны результаты, полученные только для возмущений второй моды 2( )b t  

в начальный момент времени. Для оценки взаимодействия между различными модами 

на рис. 3б представлены результаты вычислений для начальных возмущений второй, третьей 

и четвертой мод (j = 2, 3, 4): 02 0.12b   м/с, 03 0.09b   м/с, 04 0.01b   м/с. Начальная скорость 

частицы составляла 0.2  м/с, 0.0008R   м, частица имела кубическую структуру 02h r . 

Остальные параметры идентичны рис. 2. Колебания частицы нелинейные, и наблюдается появ-

ление биений. 

 

Рис. 3. Отклонение контактного угла   от горизонтали в зависимости от времени для трех 

плотностей частицы: 3000; 4500; 6000p   кг/м3, обозначенных сплошной с кружками, пунк-

тирной и сплошной линиями соответственно: 0 100r   мкм/м, 150h   мкм, 0.00052R   м, 

1000f   кг/м3, 0.072   Н/м, 02 0.25b   м/с (а); колебания минеральной частицы в случае 

начального возмущения второй, третьей и четвертой мод: 02 0.12b   м/с, 03 0.09b   м/с, 

04 0.01b   м/с, 0.0008R   м, 0 100r   мкм, 200h   мкм (б) 
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На рис. 4 приводятся профили поверхности пузырька с закрепленной на ней частицей в мо-

менты времени. Начальная скорость частицы 0.25 м/с распределена по трем модам в соотноше-

нии 0.7; 0.2; 0.1 для мод 2, 3 и 4 соответственно. Из рисунка следует, что минеральная частица 

деформирует поверхность пузырька и имеет большие амплитуды. 

 

Рис. 4. Поверхностные колебания свободного газового пузырька в жидкости, содержащего  

на своей поверхности минеральную частицу, в зависимости от времени (а – д), показанного на е. 

Радиус пузырька 0.00052 м; частица цилиндрической формы с радиусом 0.0001 м и высотой 

0.00015 м; плотность частицы 4.5·103 кг/м3 

На рис. 5 показан контактный угол на поверхности основания цилиндрической частицы в за-

висимости от начальной скорости ее колебаний и крупности, которая определяется ее радиусом 

0r  и высотой h. Расчеты проведены для 48 10R    м; 
4 4

0 1.0 10 3.0 10r       м; 02h r , началь-

ная скорость частицы устанавливалась возмущением только второй моды и изменялась в преде-

лах 
02 0.1 0.8b    м/с. Плотности частицы и жидкости, коэффициент поверхностного натяжения 

соответствовали расчетам, представленным на рис. 2. Размеры флотируемой частицы ограниче-

ны отношением массы частицы к массе жидкости в объеме пузырька /p flm m  и отношением ра-

диуса частиц к радиусу пузырька. 

 

Рис. 5. Максимум контактного угла  : а — в зависимости от начальной скорости частицы; б — 

от размеров частицы, 02 0.5b   м/с 
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Если гидрофобность поверхности частицы можно характеризовать динамическим контакт-

ным углом в 60°, то при начальной скорости частицы 0.8 м/с контактный угол достигнет этой 

величины для частицы цилиндрической формы с радиусом 
4

0 2 10r    м. При таком отклоне-

нии произойдет смыкание периметра трехфазного контакта и отрыв частицы от пузырька. 

На рис. 5б показан контактный угол в зависимости от размеров частицы. Видно, что при 

размерах ~ 250 мкм угол отклонения границы раздела “газ – жидкость” от горизонта в точке, 

принадлежащей периметру трехфазного контакта, достигнет наступающего динамического уг-

ла 60  . Произойдет разрушение агрегата “частица – пузырек”. 

ВЫВОДЫ 

Во время колебаний частицы на поверхности пузырька, совершающего поверхностные ко-

лебания, контактный угол изменяется в широких пределах, что предполагает устойчивое за-

крепление периметра трехфазного контакта на ребрах частицы. 

При достижении контактным углом величины наступающего динамического контактного 

угла возможно смыкание линии смачивания на минеральной поверхности и отрыв частицы 

от пузырька. Крупность флотируемых частиц, гидрофобность поверхности которых можно ха-

рактеризовать наступающим контактным углом 60°, составляет ~ 250 мкм. 

Возбуждение различных мод поверхностных колебаний пузырька приводит к нелинейным 

колебаниям частицы и появлению биений с увеличенными амплитудами наступающего 

контактного угла. 
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