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Для сыпучих и других подобных материалов без сцепления основные экспериментальные 
исследования проводятся на приборах, реализующих тот или иной тип сдвиговой деформа-
ции. Описан прибор, реализующий сложное нагружение с непрерывным поворотом осей тен-
зора деформаций. Нагружение представляет собой суперпозицию плоскопараллельных тече-
ний Куэтта (простых сдвигов) между параллельными пластинами, вращающимися с посто-
янной угловой скоростью. Приведены экспериментальные данные по исследованию дилатан-
сии и напряжений при деформировании в созданном приборе кварцевого песка. Установле-
но, что при циклическом деформировании величины дилатансии и напряжений стремятся 
к стационарным значениям. С увеличением сдвиговой деформации стационарные значения 
дилатансии увеличиваются. Напряжения в стационарной стадии деформирования периоди-
чески изменяются. Их средние значения слабо зависят от величины деформации в цикле, 
а амплитуда их колебаний возрастает. 

Сдвиговая деформация, сложное нагружение, дилатансия, напряжения, неупругие среды, 
циклическое деформирование, однородное течение 
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Большинство математических моделей, которые используются для решения прикладных 
задач горного дела, носят феноменологический характер. Это означает, что определяющие 
уравнения строятся на основе экспериментальных данных. Какими должны быть соответству-
ющие эксперименты? Ответ на этот вопрос хорошо известен: в экспериментальных образцах 
должно быть реализовано однородное (или как можно ближе к однородному) распределение 
напряжений и деформаций. Процесс однородного деформирования можно представить как 
отображение области V (образца), заданной в декартовых координатах 1 2 3Ox x x , в область V ′  
с координатами 

 i i j jx a x′ = ,   consti ja = . (1) 

 

     Исследование выполнено за счет гранта Российского научного фонда № 21-17-00008, https://rscf.ru/project/21-
17-00008. 
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Согласно теории аффинных преобразований, область V  в форме шара переходит в об-
ласть V ′  в форме эллипсоида, плоскость переходит в плоскость, прямая — в прямую и т. д.  
По-видимому, на все вопросы теоретического характера ответы уже есть. 

Если посмотреть на равенства (1) как на “техзадание” для экспериментатора, то появляются 
вопросы практического характера. Первый вопрос: какую поверхность S , ограничивающую 
область V , необходимо выбрать, чтобы на ней можно было реализовать преобразования (1)? 
Второй вопрос связан со следующим обстоятельством. В теории аффинных преобразований 
условия constija =  означают, что данные коэффициенты не зависят от координат 1x , 2x , 3x . 
Вопрос об их зависимости от времени ( )ij ija a t=  даже не ставится. В геометрии понятия вре-
мени вообще нет. В механике ситуация другая. Выбор коэффициентов как функций времени — 
это выбор траектории нагружения. Для неупругих материалов напряжения зависят не только 
от самих деформаций, но и от истории их изменения, т. е. траектории нагружения. Поэтому 
в программу экспериментальных исследований обязательно входит вопрос о выборе траекто-
рии нагружения. Здесь возможно неограниченное число разных вариантов. В связи с этим все 
траектории принято делить на отдельные классы и исследовать поведение материала только 
для некоторых представителей этих классов [1]. Первый класс — простые нагружения, когда 
оси тензора деформаций не меняют своей ориентации в пространстве. Сюда относятся и про-
порциональные нагружения. Второй — сложные нагружения с поворотом осей тензора дефор-
маций. Для образцов горных пород эксперименты ставятся на простое нагружение: двухосное 
сжатие [2], одометрическое сжатие [3], срез [4, 5], кручение и сдвиг [6 – 9]. 

В настоящее время особый интерес вызывают испытания материалов с физической и наве-
денной анизотропией [10]. С этой целью проводят деформирование образцов с поворотом 
главных осей тензора напряжений и с изломами траекторий [11 – 13] в приборах трехосного 
сжатия. Такие испытания выполняют на полых образцах, нагруженных внешним давлением, 
сжимающей нагрузкой и дополнительно приложенным крутящим моментом [14, 15]. 

Для сыпучих материалов, грунтов и сложных реологических сред без сцепления экспери-
менты типа одноосного сжатия практически невозможны. Здесь в качестве базового условия 
нагружения удобнее взять простой сдвиг — плоскопараллельное течение Куэтта между парал-
лельными пластинами. Например, течение с распределением скоростей 

 1 2
.x xγ= ,   2

. 0x = ,   3
. 0x =  (2) 

между пластинами 2x Hγ= ± . На пластинах заданы скорости 

 1
.x Hγ= ± ,   2

. 0x = ,   3
. 0x = . (3) 

Реализуем нагружение (2) в течение времени tΔ . Затем остановим его и повернем материал 
между пластинами на угол αΔ  вокруг выбранного вектора 

1 1 2 2 3 3n n e n e n e= + + , 

1e , 2e , 3e  — единичные векторы вдоль осей координат. После этого снова осуществим 
сдвиг (2), (3) в течение некоторого времени, а затем поворот на некоторый угол и т. д. В ре-
зультате получим сложное нагружение с числом степеней свободы, определяемым тремя задан-
ными функциями ( )tγ , ( )tα , ( )n t . Если выбрать 3n e= , а ( )tα , ( )tγ  — кусочно-постоянными 
функциями, то придем к циклическому нагружению с изломами траекторий. 
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Случай 3n e= , ( )t tα ω= , constγ = , γ ω< ,   constω =  приводит к сложному нагружению 
с непрерывным поворотом осей тензора деформаций. Экспериментальные результаты для ука-
занных типов нагружения приведены в [16]. 

Рассмотрим тип сложного нагружения, когда поворот осуществляется вокруг оси 2Ox , т. е. 
положим 2n e= . Данный тип нагружения можно реализовать по схеме, представленной в [17]. 
На основе этой схемы в [17] описан прибор для определения вязкоупругих свойств полимер-
ных материалов. В [18] на основе анализа соотношений (1) независимо предложена другая реа-
лизация. Схема нагружения показана на рис. 1а. Образец имеет форму прямого наклонного ци-
линдра. Угол γ  между осью цилиндра и плоскостями оснований в процессе нагружения не ме-
няется, а каждая из образующих описывает в пространстве коническую поверхность так, что 
после выполнения полного цикла нагружения возвращается в первоначальное положение.  
Величина деформаций образца за цикл нагружения определяется углом наклона оси цилиндра 
к основаниям и равна tg 2γΓ = . 

 
Рис. 1. Схема однородного сдвигового нагружения пространственного типа (а) и стенд 
для его реализации (б) 

Устройство, реализующее данный способ нагружения, показано на рис. 1б. Камера нагружа-
ющего устройства состоит из закрепленного на платформе при помощи опор 5 верхнего непо-
движного основания 4 с отверстием для загрузки и выгрузки материала. Нижнее основание 2 
(дно камеры) эксцентрично закреплено на валу 1 и может вращаться на оси закрепления. Сталь-
ные спицы 3 образуют боковую поверхность камеры. Для герметичности спицы внутри камеры 
оклеены эластичным материалом. Угол наклона камеры задается смещением оси нижнего основа-
ния относительно оси вала 1. В движение вал 1 приводится с помощью электродвигателя. 

В процессе эксперимента горизонтальное сечение камеры остается постоянным, поэтому 
о дилатансии образца (изменении объема) можно судить по изменению его высоты. Для изме-
рения этого изменения высоты служит датчик перемещений 6, выполненный в виде консоль-
ной балки с тензорезисторами, соединенными в мостовую схему. На конце консольной балки 
закреплен щуп, который опирается на легкую пластину, установленную на свободной поверх-
ности образца. При деформировании высота образца изменяется, балка изгибается и на мосто-
вой схеме появляется напряжение, которое усиливается и выводится на самописец. 
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Конструкция датчика нормальных напряжений показана на рис. 2. Чувствительный элемент 
датчика состоит из двух упругих балок, припаянных концами к жесткой стальной рамке. 
На балках наклеено по два тензорезистора, соединенных в одну мостовую схему. Между боко-
выми сторонами балок и рамки имеется зазор, чтобы не препятствовать изгибу балок. На дат-
чик, помещенный в сыпучую среду, действует давление, которое деформирует чувствительный 
элемент (балки). В результате деформации изменяется сопротивление тензорезисторов и мо-
стовой схемой генерируется сигнал, пропорциональный деформации балок (давлению среды). 
Использование в конструкции датчика чувствительного элемента из двух балок, закрепленных 
на противоположных сторонах, позволяет уменьшить погрешность измерения, обусловленную 
влиянием сил трения среды, действующих на его боковые поверхности. Для предотвращения 
попадания частиц сыпучего в зазоры между чувствительным элементом и рамкой датчик оклеен 
снаружи тонкой лавсановой пленкой. Размеры датчика 30 × 20 × 5 мм. 

 
Рис. 2. Датчик нормальных напряжений: 1 — упругие балки; 2 — стальной каркас датчика 
(рамка); 3 — тензорезисторы; 4 — зазор; 5 — соединительные провода 

Эксперименты проводились на кварцевых песках со средним диаметром частиц 0.28, 0.36, 
0.80 мм и плотностью частиц 2.57 г/см3. Образцы песка просеивались через набор сит, а плот-
ность частиц определялась пикнометрическим методом по ГОСТ 5180-2015. Нижнее основание 
камеры закреплялось, и в нее засыпался кварцевый песок. Засыпка осуществлялась через во-
ронку с определенной высоты сканированием потока по поперечному сечению камеры. Такой 
способ засыпки позволял получить заданную и воспроизводимую пористость исходного образ-
ца. Пористость образца рассчитывалась по формуле 

 п тв1V V
V V

Π = = − , 

где пV  — объем пор; тв /V m ρ=  — объем твердой фазы, m  — масса образца, ρ  — плотность 
частиц; 2( / 4)V D Hπ=  — объем образца, D  — внутренний диаметр камеры, H  — высота  
образца. 

В первой серии опытов исследовалось влияние крупности песка и угла наклона оси ци-
линдра к основанию, т. е. величины сдвига за один цикл нагружения на дилатансию образца. 
Песок заданной фракции и массой 3 кг засыпался в камеру так, чтобы исходная высота  
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образца составляла 139 мм, что соответствовало пористости 38 %. Затем на свободную по-
верхность образца помещалась легкая пластинка, на которую опирался щуп датчика переме-
щений 6 (рис. 1б). При включении электродвигателя вал 1 начинал вращаться и образец  
деформировался. 

На рис. 3 показаны диаграммы изменения высоты образцов для песка со средним диамет-
ром частиц 0.8 мм при деформировании с разными углами наклона камеры. По оси ординат от-
ложены высоты образцов, по оси абсцисс — число циклов деформирования (число полных 
оборотов). С увеличением числа циклов деформирования высота образцов уменьшается, стре-
мясь к определенному стационарному значению. С увеличением γ  уплотнение происходит бо-
лее интенсивно, при этом стационарное значение высоты растет, предельная степень уплотне-
ния образцов уменьшается. 

 
Рис. 3. Зависимость высоты образцов кварцевого песка со средним диаметром частиц 0.8 мм 
от числа циклов деформирования при различных углах наклона камеры 

Аналогичный вид имеют зависимости и для песка другой крупности. На рис. 4 представле-
ны кривые изменения высоты образцов песка трех фракций для двух углов наклона камеры. 
Отличие зависимостей заключается в скорости выхода процесса уплотнения на стационарное 
состояние и значении пористости в стационарном состоянии. 

 
Рис. 4. Зависимость высоты образцов кварцевого песка со средним диаметром частиц 0.80, 0.36 
и 0.28 мм от числа циклов деформирования при различных углах наклона камеры 
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На рис. 5 приведены значения стационарной высоты образцов разной крупности в зависи-
мости от угла наклона камеры γ . При одном и том же значении угла стационарная высота тем 
больше, чем крупнее частицы материала. Эти результаты согласуются с [7], где установлено 
существование стационарной пористости при циклических сдвигах. 

 
Рис. 5. Зависимость стационарной высоты образцов от угла наклона камеры для образцов 
с разным размером частиц 

Во второй серии опытов исследовалось поведение нормальных напряжений в образцах 
песка при деформировании в зависимости от крупности песка и угла наклона камеры. Датчик 
напряжений 1 с помощью растяжек 2, 3 устанавливался между верхним и нижним основани-
ем вдоль оси камеры (рис. 6). Нижняя растяжка 2 из тонкого витого провода крепилась кон-
цами к торцу датчика и центру нижнего основания. Верхняя растяжка 3 представляла собой 
витой провод, закрепленный одним концом на верхнем торце датчика 1, а другим — на пере-
кладине 5, жестко связанной с верхним основанием 4. Растяжка и часть сигнальных проводов 
датчика, находящаяся в камере, помещались в эластичную поливинилхлоридную трубку  
диаметром 3 мм. 

 
Рис. 6. Схема установки датчика напряжений 
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Формирование исходных образцов осуществлялось по тем же режимам, что и в первой се-
рии опытов. Все опыты проводились с одним и тем же количеством материала — вес образцов 
3 кг. Расстояние от дна камеры до центра датчика h равнялось 60 мм, а начальная высота H  
образцов 6 составляла 139 мм. В процессе деформирования непрерывно записывались показа-
ния датчика напряжений. 

На рис. 7 показаны диаграммы напряжений для песка крупностью частиц 0.8d =  мм 
и 1.6γ = °  для начальной стадии эксперимента (рис. 7а) и после выхода на стационарное состо-
яние (рис. 7б). 

 
Рис. 7. Зависимости нормальных напряжений в образце крупностью частиц 0.8 мм и углом 
наклона камеры 1.6° от числа циклов: а — режим уплотнения материала; б — стационар-
ный режим 

Графики изменения напряжений за один цикл деформирования имеют четыре экстремума: 
два соответствуют минимальным и два — максимальным значениям. С увеличением числа 
циклов нагружения амплитуда колебаний напряжений увеличивается, постепенно стремясь 
к постоянному стационарному значению. 

На амплитуду изменения напряжений влияет угол наклона камеры. На рис. 8 приведены 
огибающие максимальных и минимальных напряжений для двух углов наклона. Видно возрас-
тание амплитуды колебаний напряжений с увеличением γ . Отметим, что среднее значение 
напряжений мало зависит от угла наклона камеры и стремится к величине давления вышерас-
положенных слоев материала. 

 
Рис. 8. Зависимость средних значений и огибающих нормальных напряжений от числа циклов 
деформирования при различных углах наклона камеры 
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В стационарном состоянии при фиксированном угле наклона камеры значение средних 
нормальных напряжений и их огибающих слабо зависит от крупности материала. Это видно 
по диаграммам напряжений для песка двух калибров (рис. 9). 

 
Рис. 9. Зависимость средних значений и огибающих нормальных напряжений от числа циклов 
деформирования для 1.5γ = °  при различных размерах частиц кварцевого песка 

ВЫВОДЫ 

При циклическом деформировании сыпучих материалов на приборе, реализующем слож-
ное нагружение с непрерывным поворотом осей тензора деформаций, с увеличением числа 
циклов деформирования пористость материала стремится к стационарному значению, которое 
зависит от крупности частиц материала и величины деформации за один цикл нагружения. 
Напряжения изменяются периодически, их амплитуда стремится к стационарному значению, 
а средняя величина — к значению давления, соответствующего закону Паскаля. 

Авторы выражают благодарность А. П. Бобрякову и М. В. Ведерникову за ценные об-
суждения. 
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