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Ðàññìîòðåíà çàäà÷à îöåíèâàíèÿ ïàðàìåòðîâ ðåãðåññèîííûõ ìîäåëåé. Ïðåäëî-
æåí íîâûé ìåòîä îöåíèâàíèÿ ïàðàìåòðîâ äëÿ ðàñïðåäåëåíèé ñëó÷àéíîé îøèá-
êè, îòëè÷àþùèõñÿ îò íîðìàëüíîãî è ïðåäñòàâèìûõ â âèäå ðÿäà Ãðàìà – Øàðëüå
òèïà A. Ñ ïîìîùüþ âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ ïðîâåäåíî èññëåäîâàíèå
ðàçðàáîòàííîãî ìåòîäà â ñðàâíåíèè ñ òðàäèöèîííûì ìåòîäîì íàèìåíüøèõ
êâàäðàòîâ è çíàêîâûì ìåòîäîì.

Ââåäåíèå. Êîëè÷åñòâî èíôîðìàöèè, ïðèâëåêàåìîé äëÿ ïðèêëàäíîãî ñòà-
òèñòè÷åñêîãî àíàëèçà, îêàçûâàåò íåïîñðåäñòâåííîå âëèÿíèå íà òî÷íîñòü ðå-
çóëüòàòîâ (îöåíîê) è êà÷åñòâî âûâîäîâ. Çíàíèå ïåðâîãî ìîìåíòà (ìàòåìàòè-
÷åñêîãî îæèäàíèÿ) ïîçâîëÿåò ãîâîðèòü î ñðåäíèõ âåëè÷èíàõ, â òîì ÷èñëå è î
ðåãðåññèÿõ (ðåãðåññèÿ îïðåäåëÿåòñÿ êàê óñëîâíîå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäà-
íèå) [1, 2]. Ïðåäåëüíûå òåîðåìû â ýòîì ñëó÷àå ïîìîãàþò äåëàòü âûâîäû î
òî÷íîñòè ïîëó÷àåìûõ ðåçóëüòàòîâ [2]. Âòîðîé ìîìåíò (äèñïåðñèÿ) äàåò âîç-
ìîæíîñòü ó÷åñòü íåîäíîðîäíîñòü óñëîâèé ïðîâåäåíèÿ íàáëþäåíèé, ñâÿçàí-
íóþ, íàïðèìåð, ñ âëèÿíèåì íåó÷òåííûõ â ìîäåëè ôàêòîðîâ ëèáî ñ èñïîëüçî-
âàíèåì äðóãèõ èçìåðèòåëåé (ïðèáîðîâ), èìåþùèõ îòëè÷àþùèåñÿ íàñòðîéêè
èëè îáåñïå÷èâàþùèõ íåñêîëüêî äðóãóþ òî÷íîñòü èçìåðåíèé. Òðåòèé è ÷åò-
âåðòûé ìîìåíòû ëèáî îïðåäåëÿåìûå íà èõ îñíîâå êîýôôèöèåíòû àñèììåò-
ðèè è ýêñöåññà íåñóò â ñåáå èíôîðìàöèþ î ôîðìå ðàñïðåäåëåíèÿ. Èçâåñòíî,
÷òî çíàíèå êîýôôèöèåíòà àñèììåòðèè ïðè óíèìîäàëüíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ
ïîçâîëÿåò óòî÷íèòü íåðàâåíñòâî ×åáûøåâà [3].

Â äàííîé ðàáîòå ñäåëàíà ïîïûòêà îöåíèâàíèÿ ïàðàìåòðîâ ðåãðåññèîí-
íûõ çàâèñèìîñòåé ñ èñïîëüçîâàíèåì êîýôôèöèåíòîâ àñèììåòðèè è ýêñöåññà.
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* Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå Ìèíèñòåðñòâà îáðàçîâàíèÿ è íàóêè ÐÔ (ïðîåêò
ÐÍÏ.2.1.2.43).



Ïîñòàíîâêà çàäà÷è è îñíîâíûå ïðåäïîëîæåíèÿ. Ðàññìîòðèì ðåãðåñ-
ñèîííîå óðàâíåíèå âèäà
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T – âåêòîð íåèçâåñòíûõ ïàðàìåòðîâ, ïîä-

ëåæàùèõ îöåíèâàíèþ; p – êîëè÷åñòâî íåèçâåñòíûõ ïàðàìåòðîâ; N – êîëè-

÷åñòâî ïðîâåäåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ; f x f x f xp
T( ) ( ( ), ... , ( ))� 1 – âåêòîð èç-

âåñòíûõ äåéñòâèòåëüíûõ ôóíêöèé; x ij � çàäàííûå çíà÷åíèÿ âõîäíûõ ôàê-
òîðîâ â N íàáëþäåíèÿõ; y y y N

T� �( , ... , )1 âåêòîð çíà÷åíèé îòêëèêà; � �
� ( , ... , )� �1 N

T – âåêòîð îøèáîê íàáëþäåíèé.

Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî îøèáêè � i íàáëþäåíèé ÿâëÿþòñÿ íåçàâèñè-
ìûìè îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûìè ñëó÷àéíûìè âåëè÷èíàìè ñ ïëîòíîñòüþ

( ),x äëÿ êîòîðûõ âåðíî

E Di i( ) , ( ) .� � �� �0 2

Òàêæå áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ñóùåñòâóþò òðåòèé è ÷åòâåðòûé öåíòðàëü-
íûå ìîìåíòû.

Àïïðîêñèìàöèÿ Ãðàìà – Øàðëüå. Ñëåäóÿ [2, 4], îòìåòèì, ÷òî ïðè óñëî-
âèè ñóùåñòâîâàíèÿ òðåáóåìûõ ìîìåíòîâ ðàññìàòðèâàåìîé ñëó÷àéíîé âåëè-
÷èíû ïëîòíîñòü
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Î÷åâèäíî, ÷òî ðåçóëüòàòû äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ïî-
ëèíîìû îò x , óìíîæåííûå íà èñõîäíóþ ôóíêöèþ 
0 ( ),x ò. å. òàê íàçûâàåìûå
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ïîëèíîìû ×åáûøåâà – Ýðìèòà H xr ( ),îïðåäåëÿåìûå â îáùåì ñëó÷àå òîæäå-
ñòâîì [4]

d

dx

r

r

r
r r

r

i

r

x H x x H x x
 
0 0

1

2

1 1( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

[ ]

� � � � �
�
�èëè i

r
i r ii C x( )!! ,2 1 2 2� �

ïðè ýòîì î÷åâèäíî, ÷òî H x0 1( ) .� Êðîìå òîãî, ïîëèíîìû ×åáûøåâà – Ýðìèòà
îáëàäàþò âàæíûì óñëîâèåì îðòîãîíàëüíîñòè

H x H x x dx
k l

k k l
k l

��

�

� �
�

�
�
�
�

( ) ( ) ( )
, ,

!, .

0

0

(2)
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Ýòî ðàçëîæåíèå íàçûâàåòñÿ ðÿäîì Ãðàìà – Øàðëüå òèïà A [4]. Íà ïðàêòèêå
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Ó÷èòûâàÿ, ÷òî �
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Êàê îòìå÷àåòñÿ â [5], åñëè
( )x èìååò îãðàíè÷åííóþ âàðèàöèþ, òî ðÿä (6)
ñõîäèòñÿ ê 
( )x â êàæäîé òî÷êå íåïðåðûâíîñòè, à çíà÷èò, ìîæåò èñïîëüçî-
âàòüñÿ äëÿ àíàëèòè÷åñêîãî ïðåäñòàâëåíèÿ
( )x ñ ëþáîé ñòåïåíüþ òî÷íîñòè.

Îäíàêî, êàê óòâåðæäàåòñÿ â [2], ñõîäèìîñòü èëè ðàñõîäèìîñòü ðÿäà (6) íå
èìååò ïðàêòè÷åñêîãî çíà÷åíèÿ, ïîñêîëüêó îáû÷íî îãðàíè÷èâàþòñÿ íåáîëü-
øèì êîëè÷åñòâîì ñëàãàåìûõ (äâà, òðè). Ïîýòîìó âàæíî, ÷òîáû ýòè ñëàãàå-
ìûå ïîçâîëÿëè ñ çàäàííîé òî÷íîñòüþ àïïðîêñèìèðîâàòü èñêîìóþ ôóíêöèþ
ïëîòíîñòè. Âèäèìî, òî÷íîñòü àïïðîêñèìàöèè áóäåò ïðèåìëåìîé â òîì ñëó-
÷àå, åñëè ýòàëîííàÿ ôóíêöèÿ 
0 ( )x âûáðàíà äîñòàòî÷íî óäà÷íî â ñìûñëå, ÷òî
èíòåðåñóþùåå íàñ ðàñïðåäåëåíèå 
( )x áëèçêî ê ýòàëîííîìó. Ýòà ãèïîòåçà
òðåáóåò áîëåå äåòàëüíîé ïðîâåðêè. Ïðàêòèêà ïîêàçûâàåò [2], ÷òî áîëüøóþ
÷àñòü âñòðå÷àþùèõñÿ â ðåàëüíîñòè ðàñïðåäåëåíèé óäàåòñÿ ïðåäñòàâèòü îò-
ðåçêîì ðàçëîæåíèÿ (6).

Àëãîðèòì îöåíèâàíèÿ. Ïåðåéäåì ê ïîñòðîåíèþ àëãîðèòìà îöåíèâàíèÿ
ïàðàìåòðîâ óðàâíåíèÿ ðåãðåññèè (1) â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî ôóíêöèÿ ïëîòíî-
ñòè ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíûõ îøèáîê ïðåäñòàâèìà â âèäå (6). Â ñèëó æå
ïðåäïîëîæåíèÿ î íåçàâèñèìîñòè ñëó÷àéíûõ îøèáîê óðàâíåíèÿ (1) çíà÷åíèÿ
îòêëèêà yi òàêæå áóäóò ñòàòèñòè÷åñêè íåçàâèñèìûìè ñëó÷àéíûìè âåëè÷èíà-
ìè ñ ïëîòíîñòüþ ðàñïðåäåëåíèÿ
( ),yi òîëüêî E y xi i[ ]� � (x i – i-ÿ ñòðîêà ìàò-
ðèöû X èç (1)). Äëÿ îöåíèâàíèÿ ïàðàìåòðîâ óðàâíåíèÿ (1) ìîæíî âîñïîëü-
çîâàòüñÿ ìåòîäîì ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ [2, 4]. Ëîãàðèôìè÷åñêàÿ
ôóíêöèÿ ïðàâäîïîäîáèÿ èìååò âèä
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Ó÷èòûâàÿ ðàçëîæåíèå ôóíêöèè ïëîòíîñòè (6) è îãðàíè÷èâàÿñü òîëüêî ïðèâå-
äåííûìè ñëàãàåìûìè, ìîæíî çàïèñàòü
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Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ìàêñèìèçàöèÿ äàííîé ôóíêöèè ïðîâîäèëàñü ÷èñ-
ëåííî ñ èñïîëüçîâàíèåì ìåòîäà âðàùàþùèõñÿ êîîðäèíàò [6]. Ïðè ýòîì íåîá-
õîäèìî ïîñòîÿííî îáåñïå÷èâàòü ïîëîæèòåëüíîñòü âûðàæåíèÿ, ñòîÿùåãî ïîä
çíàêîì ëîãàðèôìà, äëÿ ÷åãî ïðèìåíÿëèñü áàðüåðíûå øòðàôíûå ôóíêöèè [6].
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Îöåíèâàíèå íåèçâåñòíûõ ïàðàìåòðîâ óðàâíåíèÿ ðåãðåññèè îñóùåñòâëÿ-
ëîñü èòåðàöèîííî â ñîîòâåòñòâèè ñî ñëåäóþùèì àëãîðèòìîì.

Øàã 1. Îïðåäåëåíèå íåêîòîðîãî íà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ îöåíîê âåêòî-
ðà íåèçâåñòíûõ ïàðàìåòðîâ �� 0 ( ),k �0 âû÷èñëåííîãî, íàïðèìåð, ñ ïîìîùüþ

îáû÷íîãî ìåòîäà íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ (ÌÍÊ) [1].
Øàã 2. Âû÷èñëåíèå îñòàòêîâ óðàâíåíèÿ ðåãðåññèè è èõ öåíòðàëüíûõ ìî-

ìåíòîâ äî ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà âêëþ÷èòåëüíî, à òàêæå êîýôôèöèåíòîâ àñèì-
ìåòðèè è ýêñöåññà � �1 2, .

Øàã 3. Ïîèñê î÷åðåäíîãî ïðèáëèæåíèÿ îöåíîê âåêòîðà íåèçâåñòíûõ ïà-
ðàìåòðîâ � :� k � 1

� max ( , , ... , , � ).� �
�

k
N

kl y y y� �1
1 2arg

Øàã 4. Åñëè � �� � �k k� �  1 (� – çàäàííàÿ ïîãðåøíîñòü âû÷èñëåíèÿ), òî

çàâåðøåíèå ïðîöåññà, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå k k:� �1è ïåðåõîä íà øàã 2.
Ïåðåä ðàññìîòðåíèåì ðåçóëüòàòîâ âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ, íà-

ïðàâëåííûõ íà èññëåäîâàíèå ïðåäëîæåííîãî ìåòîäà, çàìåòèì, ÷òî ñëó÷àåâ
ðàñõîäèìîñòè ïðåäñòàâëåííîãî àëãîðèòìà íå íàáëþäàëîñü. Âèäèìî, ýòî ñâè-
äåòåëüñòâóåò î äîñòàòî÷íîé ñòåïåíè àïïðîêñèìàöèè ïëîòíîñòè 
( )x ðÿäîì
Ãðàìà – Øàðëüå (6).

Ðåçóëüòàòû âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ. Äëÿ èññëåäîâàíèÿ ðàç-
ðàáîòàííîãî àëãîðèòìà îöåíèâàíèÿ âåêòîðà íåèçâåñòíûõ ïàðàìåòðîâ� óðàâ-
íåíèÿ (1) ïðîâîäèëèñü ìíîãî÷èñëåííûå âû÷èñëèòåëüíûå ýêñïåðèìåíòû.
Ïðèâåäåì ëèøü íåêîòîðûå èç ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ. Â êà÷åñòâå èñòèííîé
çàâèñèìîñòè ðàññìîòðèì óðàâíåíèå ðåãðåññèè

y x x� � � �� � � �0 1 2
2 , (7)

ãäå êîëè÷åñòâî ðåãðåññîðîâ p �3, çíà÷åíèÿ âõîäíûõ ôàêòîðîâ x ij âûáèðà-
ëèñü èç îòðåçêà [ , ],�1 1 èñòèííûå çíà÷åíèÿ íåèçâåñòíûõ ïàðàìåòðîâ: � 0 50� ,
�1 25� , � 2 10� . Ñëó÷àéíûå îøèáêè � i ìîäåëèðîâàëèñü íåçàâèñèìûìè è îäè-
íàêîâî ðàñïðåäåëåííûìè ñ ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ

F x F x m F x m( ) ( ) ( , , ) ( , , ),� � �1 1 1 1 2 2 2! � ! � (8)

ãäå F x m
i i i( , , )� – ôóíêöèÿ íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ñ ìàòåìàòè÷åñêèì

îæèäàíèåì mi è äèñïåðñèåé � i i2 1 2, , ;� !" [ , ]0 1 – ïàðàìåòð ñìåñè. Âî âñåõ

ýêñïåðèìåíòàõ m m1 2 0� � (åñëè ïî òåêñòó íå îãîâîðåíî ïðîòèâíîå).
Òàêîå ïðåäñòàâëåíèå ïîçâîëÿåò ìîäåëèðîâàòü îøèáêó ñ ðàçëè÷íîé ñòå-

ïåíüþ îòêëîíåíèÿ îò íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ, â òîì ÷èñëå ïîÿâëåíèå îò-
äåëüíûõ äîâîëüíî ãðóáûõ çàñîðÿþùèõ íàáëþäåíèé – «âûáðîñîâ». Ïà-

ðàìåòð ! îïðåäåëÿåò ñîîòâåòñòâóþùèå äîëè íàáëþäåíèé ñ äèñïåðñèÿìè �1
2

è �2
2 â âûáîðêå. Ïðè ! �0 è ! �1îøèáêà áóäåò èìåòü íîðìàëüíîå ðàñïðåäå-

ëåíèå. Â ïðîâåäåííûõ âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòàõ ïîëàãàëîñü, ÷òî
� �2

2
1
2# . Îäíàêî ïðè ìîäåëèðîâàíèè çàäàâàëèñü íå ñàìè çíà÷åíèÿ äèñïåðñèé
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�1
2 è�2

2 , à ñîîòâåòñòâóþùèå èì çíà÷åíèÿ óðîâíÿ øóìà. Óðîâåíü øóìà ââåäåí

â [7] è îïðåäåëÿåòñÿ êàê îòíîøåíèå øóì/ñèãíàë (â ïðîöåíòàõ):

�1
2 è�2

2 , à ñîîòâåòñòâóþùèå èì çíà÷åíèÿ óðîâíÿ øóìà. Óðîâåíü øóìà ââåäåí

â [7] è îïðåäåëÿåòñÿ êàê îòíîøåíèå øóì/ñèãíàë (â ïðîöåíòàõ):

$ �� %
c

100 %,

ãäå� 2 – äèñïåðñèÿ îøèáêè, c y y
n

i

n

i
2

1

0 0 21

1
� �

� �
� ( ) – èíòåíñèâíîñòü ñèãíàëà

(íåçàøóìëåííûõ èçìåðåíèé y i
0 ).

Â êà÷åñòâå ïîêàçàòåëåé òî÷íîñòè îöåíèâàíèÿ ïàðàìåòðîâ èñïîëüçîâà-
ëèñü L1-íîðìû îòêëîíåíèé îöåíîê íåèçâåñòíûõ ïàðàìåòðîâ îò èñòèííûõ
çíà÷åíèé

& & � �
� �

�
1 2� � �

�èñò

èñò

èñò

�
�

, .

Äëÿ ðàçëè÷íûõ êîìáèíàöèé ! è $ ïðîâîäèëîñü ïî 500 âû÷èñëèòåëüíûõ
ýêñïåðèìåíòîâ. Êàæäûé òàêîé ýêñïåðèìåíò çàêëþ÷àëñÿ â ìîäåëèðîâàíèè
âûáîðêè èñõîäíûõ äàííûõ â ñîîòâåòñòâèè ñ ìîäåëüþ (7) ñ ïîñëåäóþùèì
îöåíèâàíèåì ïàðàìåòðîâ ýòîé ìîäåëè ðàçðàáîòàííûì àëãîðèòìîì, à òàêæå
ÌÍÊ [1] è çíàêîâûì ìåòîäîì [8]. Â êà÷åñòâå èòîãîâûõ ïîêàçàòåëåé òî÷íîñòè
îöåíèâàíèÿ èñïîëüçîâàëèñü óñðåäíåííûå ïî 500 ýêñïåðèìåíòàì çíà÷åíèÿ
ïîêàçàòåëåé &1 è &2.

Â òàáë. 1 ïðåäñòàâëåíû äàííûå, ïîëó÷åííûå äëÿ íîðìàëüíî ðàñïðåäå-
ëåííîé îøèáêè íàáëþäåíèÿ( )! �0 ïðè ðàçíûõ îáúåìàõ âûáîðêè. Äèñïåðñèÿ
ñîîòâåòñòâîâàëà óðîâíþ øóìà 5 %.

Èç àíàëèçà ðåçóëüòàòîâ ñëåäóåò, ÷òî íà ìàëûõ âûáîðêàõ íàèëó÷øèå
ðåçóëüòàòû ïîêàçûâàåò ÌÍÊ. Îäíàêî ñ óâåëè÷åíèåì îáúåìà âûáîðêè åãî
ïðåèìóùåñòâî ïåðåä ðàçðàáîòàííûì àëãîðèòìîì ñòàíîâèòñÿ íåçíà÷èòåëü-
íûì. Ýòî îáúÿñíÿåòñÿ òåì, ÷òî ïðè óâåëè÷åíèè îáúåìà âûáîðêè ðàçëîæåíèå
Ãðàìà – Øàðëüå, à òàêæå àñèìïòîòè÷åñêàÿ ýôôåêòèâíîñòü ìåòîäà ìàêñè-
ìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ ïîçâîëÿþò áîëåå òî÷íî àïïðîêñèìèðîâàòü ðåàëü-
íîå ðàñïðåäåëåíèå.
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Ò à á ë è ö à 1

Òî÷íîñòü îöåíèâàíèÿ ïàðàìåòðîâ óðàâíåíèÿ ðåãðåññèè
ïðè ðàçíûõ îáúåìàõ âûáîðêè è íîðìàëüíî ðàñïðåäåëåííîé îøèáêå

Ìåòîä

îöåíèâàíèÿ

Îáúåì âûáîðêè N

50 100 200 50 100 200

&1 &2

ÌÍÊ 0,0771 0,0575 0,0416 1,6996 1,2181 0,9059

Øàðëüå 0,0785 0,0589 0,0422 1,7507 1,2478 0,9181

Çíàêîâûé 0,0801 0,0606 0,0441 1,7985 1,2837 0,9517



Äàëåå ðàññìîòðèì èçìåíåíèå òî÷íîñòè îöåíèâàíèÿ â çàâèñèìîñòè îò
äèñïåðñèè (óðîâíÿ øóìà) íîðìàëüíî ðàñïðåäåëåííîé îøèáêè ( ).! �0 Äëÿ
ýòîãî áóäåì ïîñëåäîâàòåëüíî èçìåíÿòü óðîâåíü øóìà, ñîîòâåòñòâóþùèé
äèñïåðñèè �1

2, îò 2,5 äî 50 % ñ øàãîì 2,5 (ðèñ. 1). Èç ðèñóíêà âèäíî, ÷òî ïðè

ìàëîì óðîâíå øóìà âñå òðè ìåòîäà ïîêàçûâàþò ïðèìåðíî îäèíàêîâóþ òî÷-
íîñòü. Ñ óâåëè÷åíèåì óðîâíÿ øóìà òî÷íîñòü îöåíèâàíèÿ ÌÍÊ è ìåòîäà,
îñíîâàííîãî íà àïïðîêñèìàöèè (6), ïî-ïðåæíåìó ïðàêòè÷åñêè îäèíàêîâà, â
òî âðåìÿ êàê òî÷íîñòü îöåíèâàíèÿ çíàêîâûì ìåòîäîì ñòàëà íåñêîëüêî õóæå,
÷òî îòìå÷àëîñü â [9].

Òàêæå ïðîâåäåíî èññëåäîâàíèå òî÷íîñòè îöåíèâàíèÿ âåêòîðà íåèçâåñò-
íûõ ïàðàìåòðîâ� ïðè ðàçíîé ñòåïåíè îòêëîíåíèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé
îøèáêè îò íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ. Äëÿ ýòîãî èçìåíåíèþ ïîäâåðãàëñÿ
ïàðàìåòð ñìåñè !. Ïðè ìàëûõ çíà÷åíèÿõ ! â âûáîðêå áóäåò ïîÿâëÿòüñÿ íå-
áîëüøîå ÷èñëî âûáðîñîâ, à ïðè çíà÷åíèÿõ ! , áëèçêèõ ê 0,5, ìîæíî ãîâîðèòü
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Ðèñ. 1. Òî÷íîñòü îöåíèâàíèÿ â çàâèñèìîñòè îò óðîâíÿ øóìà ïðè N � 50 (êðèâàÿ 1 – ÌÍÊ, 2 –

ìåòîä Øàðëüå, 3 – çíàêîâûé ìåòîä)

Ðèñ. 2. Òî÷íîñòü îöåíèâàíèÿ â çàâèñèìîñòè îò ! ïðè N � 50 (êðèâàÿ 1 – ÌÍÊ, 2 – ìåòîä

Øàðëüå, 3 – çíàêîâûé ìåòîä)



îá èçìåíåíèè ôîðìû ðàñïðåäåëåíèÿ. Áûëî çàôèêñèðîâàíî $1 5� %, $2 �
�50 %, à äîëÿ âûáðîñîâ! èçìåíÿëàñü îò 0 äî 0,5 ñ øàãîì 0,02. Ðåçóëüòàòû âû-
÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ ïðåäñòàâëåíû íà ðèñ. 2 è 3.

Èç ðèñóíêîâ âèäíî, ÷òî îöåíèâàíèå ïàðàìåòðîâ íà îñíîâå ðàçëîæåíèÿ (6)
äàåò õîðîøèå ðåçóëüòàòû, åñëè ðàñïðåäåëåíèå îøèáêè ñóùåñòâåííî îòëè÷íî
îò íîðìàëüíîãî (ïðè áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ !).Íàëè÷èå íåáîëüøîãî ÷èñëà âû-
áðîñîâ, êàê ïðàâèëî, íå ìåíÿåò ôîðìó ðàñïðåäåëåíèÿ, ïîýòîìó ïîïûòêà îöå-
íèâàòü ðàñïðåäåëåíèå ñ ïîìîùüþ ðàçëîæåíèÿ (6) ïðè ìàëûõ! íå ïðèâîäèò ê
æåëàåìîìó ðåçóëüòàòó. Â ýòîì ñëó÷àå ëó÷øå èñïîëüçîâàòü óñòîé÷èâûå ê íà-
ëè÷èþ âûáðîñîâ ìåòîäû, íàïðèìåð çíàêîâûé ìåòîä [8] èëè ìåòîä íàèìåíü-
øèõ óðàâíîâåøåííûõ êâàäðàòîâ (LTS – Least Trimmed Square) [10]. Ïðåèìó-
ùåñòâà çíàêîâîãî ìåòîäà çäåñü ìîæíî îáúÿñíèòü ñîõðàíåíèåì ïðè ìîäåëè-
ðîâàíèè ñèììåòðèè ðàñïðåäåëåíèÿ îøèáîê.
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Ðèñ. 3. Òî÷íîñòü îöåíèâàíèÿ â çàâèñèìîñòè îò ! ïðè N � 200 (êðèâàÿ 1 – ÌÍÊ, 2 – ìåòîä

Øàðëüå, 3 – çíàêîâûé ìåòîä)

Ðèñ. 4. Ãðàôèêè ôóíêöèè ïëîòíîñòè (8): a – �1 � 1,1, �2 � 2,0; b – �1 � 2,7, �2 � 1,2

a b



Îäíàêî êàê òîëüêî ðàñïðåäåëåíèå ñëó÷àéíûõ îøèáîê óðàâíåíèÿ (1) èìå-
åò îòëè÷íûå îò íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ àñèììåòðèþ èëè ýêñöåññ, ðå-
çóëüòàòû ñòàíîâÿòñÿ êà÷åñòâåííî èíûìè. Íàïðèìåð, ïîëîæèì â (8) m1 2� ,
m2 1� � , �1 � 1,1, �2 � 2,0, ! �1 3, ÷òî îáåñïå÷èâàåò ìàòåìàòè÷åñêîìó îæè-
äàíèþ ìîäåëèðóåìîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ðàâåíñòâî íóëþ, è âûáåðåì�1 è
� 2 òàêèìè, ÷òîáû ïîëó÷èòü ðàçëè÷íûå âàðèàíòû ðàñïðåäåëåíèé, îòëè÷íûõ
îò íîðìàëüíîãî. Ãðàôèêè ôóíêöèé ïëîòíîñòè òàêèõ ðàñïðåäåëåíèé ïðåä-
ñòàâëåíû íà ðèñ. 4, a b, ñïëîøíûìè ëèíèÿìè.

Ðåçóëüòàòû îöåíèâàíèÿ ïàðàìåòðîâ óðàâíåíèÿ (7) òðåìÿ ìåòîäàìè ïðè-
âåäåíû â òàáë. 2. Î÷åâèäíî, ÷òî ïðè òàêîì âûáîðå ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíûõ
îøèáîê èõ ìåäèàíà ðàâíà íóëþ, ÷òî íå íàðóøàåò ïðåäïîñûëêè çíàêîâîãî ìå-
òîäà [8]. Èç òàáë. 2 âèäíî, ÷òî íàèëó÷øèå ðåçóëüòàòû ïîêàçûâàåò ìåòîä, îñíî-
âàííûé íà ðàçëîæåíèè (6). Çíàêîâûé ìåòîä óñòóïàåò äàæå ÌÍÊ, ÷òî, âèäèìî,
ñâÿçàíî ñ ïîòåðåé ñèììåòðèè ðàñïðåäåëåíèÿ.

Íà ðèñ. 4 ïóíêòèðíûìè ëèíèÿìè ïîêàçàíî âîññòàíîâëåíèå ôóíêöèè
ïëîòíîñòè ñ ïîìîùüþ ðàçëîæåíèÿ (6) ïðè îáúåìå âûáîðêè 100 ýëåìåíòîâ.
Ýòî ñâèäåòåëüñòâóåò î õîðîøåì êà÷åñòâå îöåíèâàíèÿ ïëîòíîñòè è ïîäòâåðæ-
äàåò ïðåèìóùåñòâà äàííîãî ïîäõîäà ïðè îöåíèâàíèè ïàðàìåòðîâ ðåãðåññè-
îííûõ çàâèñèìîñòåé.

Çàêëþ÷åíèå. Íà îñíîâå àïïðîêñèìàöèè ôóíêöèè ïëîòíîñòè ñëó÷àéíûõ
îøèáîê ðÿäîì Ãðàìà – Øàðëüå òèïà À â ïðåäñòàâëåííîé ðàáîòå ïðåäëîæåí
íîâûé ìåòîä îöåíèâàíèÿ ïàðàìåòðîâ ðåãðåññèîííûõ çàâèñèìîñòåé. Èñïîëü-
çîâàíèå èíôîðìàöèè, ñîäåðæàùåéñÿ â ìîìåíòàõ áîëåå âûñîêîãî ïîðÿäêà, à
èìåííî â êîýôôèöèåíòàõ àñèììåòðèè è ýêñöåññà, ïîçâîëÿåò ãîâîðèòü î âîç-
ìîæíîñòè àäàïòàöèè àëãîðèòìà îöåíèâàíèÿ ê ôîðìå ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àé-
íûõ îøèáîê. Òðàäèöèîííî ïðèìåíÿåìûé íà ïðàêòèêå ìåòîä íàèìåíüøèõ
êâàäðàòîâ íå èìååò òàêîé ãèáêîñòè, ïîñêîëüêó îñíîâàí òîëüêî íà ìîìåíòàõ
ïåðâîãî è âòîðîãî ïîðÿäêà (ìàòåìàòè÷åñêîì îæèäàíèè è äèñïåðñèè). Ïðîâå-
äåííûå âû÷èñëèòåëüíûå ýêñïåðèìåíòû ïîêàçàëè, ÷òî â ñëó÷àå îòêëîíåíèÿ
ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé îøèáêè îò íîðìàëüíîãî (ïîÿâëåíèå àñèììåòðèè,
èçìåíåíèå ýêñöåññà) ïðåäëîæåííûé ìåòîä ÿâíî ïðåâîñõîäèò êëàññè÷åñêèé
ìåòîä íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ è çíàêîâûé ìåòîä. Ïîñëåäíèé ðåêîìåíäóåòñÿ ê
èñïîëüçîâàíèþ ïðè çàñîðåíèè âûáîðêè åäèíè÷íûìè âûáðîñàìè.
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