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УДК 532.52

МЕТОД ИНТЕГРАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ В ПЛОСКОЙ

И ПРОСТРАНСТВЕННОЙ ЗАДАЧАХ ОБ УДАРЕ ПЛАСТИНЫ

О ЖИДКОСТЬ КОНЕЧНОЙ ГЛУБИНЫ

В. П. Рябченко

Институт гидродинамики им. М. А. Лаврентьева СО РАН, 630090 Новосибирск

Предложен метод интегральных уравнений для решения плоских и пространственных за-
дач об ударе пластины о несжимаемую жидкость конечной глубины. Проведено анали-
тическое и численное исследование решений полученных уравнений. Изучено поведение
ударного импульса в зависимости от глубины жидкости и удлинения пластины.

Введение. Плоская задача об ударе пластины о поверхность жидкости конечной и
бесконечной глубины исследована достаточно подробно. Обзор полученных результатов
содержится в [1]. Рассмотрены задачи о центральном и нецентральном ударе круглого

диска о жидкость конечной глубины, о вертикальном ударе эллиптического цилиндра,
плавающего на поверхности идеальной несжимаемой жидкости, заполняющей софокусный
канал, об ударе шаров и некоторых видов эллипсоидов [1]. В пространственной теории

удара результаты получены только для частных случаев, когда тело имеет каноническую
форму и поэтому возможно применение метода разделения переменных. Учет реальной
формы тела требует дальнейшего развития теории удара в трехмерной постановке.

В данной работе предлагается метод интегральных уравнений, позволяющий решать
задачу об ударе пластины о жидкость конечной глубины как в плоской, так и в простран-
ственной постановках. Даны приближенные решения интегрального уравнения плоской

задачи, использующие разложения искомой функции и ядра уравнения по степеням неко-
торых параметров, связанных с глубиной жидкости. Получены численные решения этого
интегрального уравнения методом механических квадратур, в котором сингулярные ин-
тегралы вычисляются по формулам Чебышева, и методом коллокации, в котором иско-
мый потенциал представляется тригонометрическим рядом, учитывающим его поведение
в окрестности концов пластины. Проведено сравнение с точным решением М. В. Келды-
ша [2].

В трехмерной задаче получено соответствующее интегральное уравнение и показано,
что для жидкости бесконечной глубины оно с точностью до множителя 1/2 совпадает с
уравнением, используемым в теории крыла конечного размаха при расчете присоединен-
ных масс.

В случае, когда один из размеров пластины значительно больше другого, найдены
точное решение интегрального уравнения, распределение ударного импульса вдоль пла-
стины и суммарный импульс сил давления. Эти результаты совпадают с результатами,
полученными в плоской теории и теории крыла конечного размаха.

Для прямоугольной пластины получено более простое интегральное уравнение, аналог
которого имеется в теории крыла [3]. Как и в плоском случае, построено его приближен-
ное решение в виде ряда по степеням величины, обратной глубине жидкости. Получено
численное решение данного уравнения методом коллокации, в котором искомый потенци-
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Рис. 1

ал представляется в виде двойного тригонометрического ряда, учитывающего его пове-
дение на кромках пластины. В результате расчетов найдены коэффициенты этого ряда,
распределение ударного импульса по пластине и суммарный импульс сил давления, дей-
ствующих на пластину при различных удлинениях. С увеличением удлинения пластины
влияние глубины жидкости становится более существенным.

Проведено сравнение полного ударного импульса, полученного по предлагаемому ме-
тоду, с результатами расчетов, в которых использованы присоединенные массы прямо-
угольного крыла в безграничной жидкости при различных удлинениях. Следует отметить
медленный выход кривой на асимптоту при больших удлинениях.

1. Постановка задачи. Рассматриваются плоская и пространственная задачи о вер-
тикальном ударе абсолютно жесткого тонкого тела по поверхности идеальной несжимае-
мой жидкости плотности ρ. На свободной поверхности жидкости конечной глубины h пла-
вает бесконечно тонкое тело S, ограниченное контуром C. Считаем, что до удара тело и
жидкость покоятся, а в момент удара скорость V0 тела направлена ортогонально свободной

поверхности. Необходимо найти распределение скоростей в области, занятой жидкостью,
скорость движения тела V в момент, следующий за ударом, распределение импульса сил
давления по поверхности тела. Деформацией свободной поверхности за время удара прене-
брегаем, т. е. считаем, что она совпадает с поверхностью покоящейся жидкости. Течение
жидкости около тела предполагается безотрывным.

Введем декартову систему координат Oxyz с осью x, направленной вдоль свободной
поверхности, и осью z, перпендикулярной к ней (рис. 1). Поскольку движение возникает из
состояния покоя, оно потенциальное. Обозначим через ϕ(x) (x = (x, y, z)) потенциал ско-
ростей течения жидкости, образующегося в момент, следующий за ударом. Эта функция
удовлетворяет уравнению Лапласа в области течения ∆ϕ = 0 (z < 0).

Граничные условия записываются следующим образом:
— условия непротекания дна ϕz = 0 (z = −h);
— условия непротекания тела ϕz = −V (z = 0), (x, y) ∈ S;
— условия на свободной поверхности вне тела ϕ = 0, (x, y) 6∈ S;
— условия на бесконечности ϕ→ 0 при |x| → ∞.
Определив потенциал течения жидкости, можно найти распределение давления по

поверхности тела и суммарную силу, действующую на тело. Обозначим через J импульс
сил давления вдоль поверхности тела. Тогда из интеграла Коши — Лагранжа для случая

удара получим J = −ρϕ(x, y, 0). Суммарная сила, действующая на тело:

P = −ρ
∫
S

ϕ(x, y) dx dy.
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2. Плоская задача о вертикальном ударе пластины о жидкость конечной

глубины. Функция Грина. Введем функцию Грина G(x, z; ξ, ζ) для полосы D = {−∞ <
x <∞,−h < z < 0} (рис. 1), удовлетворяющую неоднородному уравнению

∆G = −δ(x− ξ)δ(z − ζ) (1)

(δ(x) — функция Дирака) с краевыми условиями

G = 0, z = ζ = 0; Gz = 0, z = −h; Gζ = 0, ζ = −h;
G→ 0, |x| → ∞, |ξ| → ∞.

Вторую формулу Грина для функций ϕ и G в области D с границей P =
4∑

i=1

Pi запишем

в виде

ϕ(x, z) =

∫
S

(
G
∂ϕ

∂n
− ϕ

∂G

∂n

)
ds.

С учетом граничных условий для точек (x, z) ∈ D имеем

ϕ(x, z) = −
c∫

−c

ϕ(ξ, 0)
∂G

∂ζ
(x, z; ξ, 0) dξ.

Таким образом, если известна функция Грина G, то значения потенциала в области D
определяются через его граничные значения только на пластине |x| 6 c.

Для нахождения функции G представим δ(z − ζ) в виде ряда [4]

δ(z − ζ) =
2

h

∞∑
m=0

sin
(π
h

(
m+

1

2

)
z
)

sin
(π
h

(
m+

1

2

)
ζ
)
.

Функцию Грина будем искать в виде

G =
2

h

∞∑
m=0

gm(x, ξ) sin (µmζ) sin (µmz),

где µm = (π/h)(m + 1/2). Эта функция удовлетворяет всем краевым условиям по z и ζ.
Подставим G в уравнение (1). Тогда для функций gm получим уравнение

g′′m − µ2
mg = −δ(x− ξ). (2)

Представим δ-функцию интегралом

δ(x− ξ) =
1

2π

∞∫
−∞

exp (ik(x− ξ)) dk

и подставим ее в уравнение (2). Функции gm будем искать в виде

gm =
1

2π

∞∫
−∞

exp (ik(x− ξ))Am(k) dk.

В результате подстановки gm в уравнение (2) находим

Am =
1

k2 + µ2
m
, gm =

1

2µm
exp (−µm|x− ξ|).
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Здесь использована формула [5]
∞∫
0

cos (ax)

x2 + b2
dx =

π

2b
exp (−ab) (a > 0, Re b > 0).

Таким образом,

G(x, z; ξ, ζ) =
1

h

∞∑
m=0

1

µm
exp (−µm|x− ξ|) sin (µmz) sin (µmζ).

Интегральное уравнение. Потенциал на пластине определяется как решение инте-
грального уравнения, которое получается из условия равенства нормальных скоростей
движения жидкости и пластины:

V = − lim
z→0

∂ϕ

∂z
= lim

z→0

c∫
−c

ϕ(ξ, 0)
∂2G

∂z ∂ζ
(x, z; ξ, 0) dξ =

c∫
−c

ϕ(ξ, 0)
∂2G

∂z ∂ζ
(x, 0; ξ, 0) dξ,

|x| 6 c.
(3)

В (3) ядро определяется рядом

∂2G

∂z ∂ζ
(x, 0; ξ, 0) =

1

h

∞∑
m=0

µm exp (−µm|x− ξ|).

Введем функцию

G1 =
∞∑

m=0

exp (−µm|x− ξ|) =
1

2 sh (π|x− ξ|/(2h))
.

Тогда

∂2G

∂z ∂ζ
(x, 0; ξ, 0) =

1

h
sign (x− ξ)

∂G1

∂ξ
.

В правой части уравнения (3) выполним интегрирование по частям с учетом

ϕ(±c, 0) = 0:

V =
1

2h

c∫
−c

∂ϕ

∂ξ

1

sh (π(ξ − x)/(2h))
dξ. (4)

Таким образом, получено сингулярное интегральное уравнение относительно скорости
вдоль пластины, решение которого следует искать в классе функций, не ограниченных на
обоих концах пластины. Заметим, что к этому виду приводится интегральное уравнение,
полученное в [6] другим методом.
Решение сингулярного интегрального уравнения в виде ряда. Будем искать решение

уравнения (4) в виде разложения в ряд по степеням параметра τ = c/h [7]. Приведем
уравнение (4) к безразмерному виду с помощью замены переменных

x→ cx, ξ → cξ, ϕ→ cV ϕ,
∂ϕ(ξ, 0)

∂ξ
→ γ(ξ).

В результате уравнение (4) принимает вид

τ

2

1∫
−1

γ(ξ)
1

sh (πτ(ξ − x)/2)
dξ = 1. (5)
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Для решения уравнения (5) используется разложение

1

shX
=

1

X
− X

6
+

7X3

360
+ . . . (X2 < π2). (6)

Решение уравнения (5) будем искать в виде

γ = γ0 + τ2γ1 + τ4γ2 + . . . . (7)

Подставляя разложения (6) и (7) в интегральное уравнение (5) и приравнивая коэф-
фициенты при одинаковых степенях τ в обеих частях уравнения, для функций γ0, γ1, . . .
получим систему уравнений

1

π

1∫
−1

γ0(ξ)
dξ

ξ − x
= 1,

1

π

1∫
−1

γ1(ξ)
dξ

ξ − x
=

π

24

1∫
−1

γ0(ξ)(ξ − x) dξ,

1

π

1∫
−1

γ2(ξ)
dξ

ξ − x
= − 7π3

5760

1∫
−1

γ0(ξ)(x− ξ)3 dξ +
π

24

1∫
−1

γ1(ξ)(ξ − x) dξ.

Аналогичным образом выписываются уравнения для последующих членов разложения (7).
Первое из полученных уравнений служит для определения функции γ0(ξ), соответствую-
щей удару по пластине, находящейся на свободной поверхности бесконечно глубокой жид-
кости, остальные позволяют найти γn(ξ), если известны функции γ0, γ1, . . . , γn−1.

Задача определения каждой неизвестной функции сводится к решению сингулярного

интегрального уравнения первого рода вида

1

π

1∫
−1

γ(ξ)
dξ

ξ − x
= f(x),

где γ(ξ) — неизвестная функция, а правая часть f(x) задана. Решение данного уравнения
в классе функций, не ограниченных на обоих концах пластины, имеет вид

γ(x) = − 1

π
√

1− x2

1∫
−1

f(ξ)
√

1− ξ2
dξ

ξ − x
.

Применяя эту формулу обращения, найдем

γ0(x) =
x√

1− x2
, γ1(x) =

π2

48

x√
1− x2

, γ2(x) = − π4x

2304

4,2x2 − 2,05√
1− x2

.

Полный ударный импульс на единицу длины пластины, отнесенный к ρV c2 и равный

P = −
1∫

−1

ϕ(x, 0) dx, (8)

можно представить в виде ряда по параметру τ P = P0 + τ2P1 + τ4P2 + . . .. После вычис-
лений получим

P0 = π/2, P1 = π3/96, P2 = −0,55π5/2304,

а для распределения ударного импульса вдоль пластины

p0(x) =
√

1− x2, p1(x) = (π2/48)
√

1− x2, p2 = (π4/2304)
√

1− x2 (0,75 + 1,4x2).
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При таком подходе строится решение вблизи τ = 0. При τ → 0 получены результаты

для безграничной жидкости, а переход к случаю малых глубин (τ → ∞) оказывается
некорректным. Случай движения крыла на малых расстояниях от твердой поверхности
(экрана) подробно рассмотрен в [8]. В [8] предлагается ввести параметр τ1, который всегда

меньше единицы при 0 < τ <∞. Введем параметр τ1 =
√

1/τ2 + 1−1/τ такой, что τ1 → 1
при τ →∞ и τ1 → 0 при τ → 0.

Для ядра интегрального уравнения (5) будем использовать разложение

1

2h sh [π(ξ − x)/(2h)]
=

1

π(ξ − x)
+

2

π

∞∑
n=1

(−1)n

(ξ − x)2 + 4n2h2
,

в котором каждый член можно разложить в ряд по τ1
1

(ξ − x)2 + 4n2h2
=
τ2
1

n2

[
1− τ2

1 (τ2
1 − 2)− τ2

1

n2
(x− ξ)2 + . . .

]
.

Подставив разложения потенциала и ядра в интегральное уравнение (5) и приравняв
члены при одинаковых степенях τ1, получим систему сингулярных интегральных уравне-
ний

1

π

1∫
−1

γ0(ξ)
dξ

ξ − x
= 1,

1

π

1∫
−1

γ1(ξ)
dξ

ξ − x
=
π

6

1∫
−1

γ0(ξ)(ξ − x) dξ,

1

π

1∫
−1

γ2(ξ)
dξ

ξ − x
=
π

6

1∫
−1

γ1(ξ)(ξ − x) dξ +
π

3

1∫
−1

γ0(ξ)
[
ξ − x− 7π2

120
(ξ − x)3

]
dξ.

Здесь учтено, что [5]
∞∑

n=1

(−1)n

n2
= −π

2

12
,

∞∑
n=1

(−1)n

n4
= −7π4

720
.

Следовательно, решениями этих уравнений будут

γ0(x) =
x√

1− x2
, γ1(x) =

π2x

12
√

1− x2
,

γ2(x) =
π2

6

(
1 +

41π2

480

) x√
1− x2

− 7π4x3

240
√

1− x2
.

Для полного ударного импульса получим выражения

P0 =
π

2
, P1 =

π3

24
, P2 =

π3

12

(
1 +

41π2

480

)
− 7π5

640
,

а для распределения ударного импульса по пластине —

p0 =
√

1− x2, p1(x) =
π2

12

√
1− x2, p2(x) =

π2

6

√
1− x2

[
1− π2

32

(
1 +

28

15
x2

)]
.

Численное решение сингулярного интегрального уравнения. Метод механических
квадратур. Для решения уравнения (5) можно применить метод, в котором используются
квадратурные формулы для сингулярных интегралов и затем решается конечная систе-
ма алгебраических уравнений [9]. Интеграл будем вычислять с помощью квадратурной

формулы Чебышева

1∫
−1

u(ξ) dξ√
1− ξ2

=
π

n

n∑
k=1

u(ξk), (9)
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которая позволяет учесть, что искомое решение уравнения (5) имеет особенность при
ξ = ±1 порядка квадратного корня из расстояния до этих точек. Здесь узлы ξk, являю-
щиеся корнями полиномов Чебышева первого рода Tn(ξ), вычисляются по формуле

ξk = cos
(2k − 1

2n
π
)
, k = 1, 2, . . . , n.

Уравнению (5) будем удовлетворять в точках xi = cos (πi/n) (i = 1, 2, . . . , n − 1) —
корнях полиномов Чебышева второго рода. Решение уравнения (5), имеющее указанную
выше особенность, должно определяться при дополнительном условии

1∫
−1

γ(ξ) dξ = 0. (10)

Интеграл в (10) вычисляется по квадратурной формуле (9). В результате получим систе-
му n линейных алгебраических уравнений

n∑
k=1

γ(ξk)K(ξk, xi) = 1,
n∑

k=1

γ(ξk) = 0, K(ξk, xi) =
τ

2 sh [πτ(ξk − xi)/2]
(11)

для определения n неизвестных γ(ξk) (k = 1, 2, . . . , n).
Система (11) является дискретным аналогом интегрального уравнения (5) и усло-

вия (10) и может быть численно решена с помощью стандартных программ. Для опреде-
ления значения функции γ в произвольной точке ξ используется интерполяционный поли-
ном Лагранжа по узлам ξk. Полный ударный импульс, определенный по формуле (8) после
интегрирования по частям, также вычисляется с использованием (9). Как отмечено в [9],
сходимость процесса следует из сходимости квадратурной формулы (9) и единственности
решения интегрального уравнения (5) при условии (10).
Метод коллокации. В уравнении (5) сделаем замену переменных ξ = cos θ, x = cosψ.

Потенциал в точках пластины будем искать в виде ряда

ϕ(θ, 0) =
N∑

m=1

am

m
sin (mθ). (12)

Полученные после подстановки (12) в уравнение (5) интегралы

Iim =

π∫
0

cos (mθ)

sh [πτ(cos θ − cosψi)/2]
dθ

вычисляем по квадратурной формуле Чебышева (9):

Iim =
π

n

n∑
k=1

cos (mθk)

sh [πτ(cos θk − cosψi)/2]
,

где θk = (2k − 1)π/(2n); ψi = πi/n (i = 1, 2, . . . , n − 1). Для того чтобы число уравнений
в алгебраической системе совпало с числом неизвестных коэффициентов ряда (12), число
членов ряда N должно быть равно n− 1.

Полный ударный импульс P = (π/2)a1 определяется коэффициентом при особенности

на кромках пластины.
Результаты расчетов. Результаты расчетов полного ударного импульса Ph и Pτ с по-

мощью разложений по параметрам τ и τ1 соответственно, результаты численного решения
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Таб ли ц а 1

h̄ Ph Pτ Pr Pc Pk

0,2 — 3,0782 4,289 853 4,289 853 4,2156
0,4 — 2,4604 2,689 338 2,689 339 2,5492
0,6 — 2,1304 2,192 123 2,192 123 1,9936
0,8 — 1,9417 1,965 002 1,965 002 1,7158
1,0 1,8207 1,8307 1,841 780 1,841 780 1,8276
3,0 1,6058 1,6058 1,605 823 1,605 822 1,6155
5,0 1,5837 1,5836 1,591 014 1,591 013 1,6154
∞ 1,5708 1,5708 — — 1,5708

интегрального уравнения методом механических квадратур Pr и методом коллокации Pc,
а также точное решение Pk [2] приведены в табл. 1. При h̄ = h/c < 1 импульс Pk опре-
делялся согласно приближенной формуле для малых глубин, полученной в [10] на основе
точного решения М. В. Келдыша [2]. Однако уже при h̄ = 0,8, как следует из табл. 1, эта
формула дает большую погрешность. В разложениях по параметрам τ и τ1 учитывались
члены до шестой степени. Для значений h̄ < 1 разложение по параметру τ становится
несправедливым. Для параметра τ1 ударный импульс Pτ удалось вычислить и при до-
статочно малых значениях h̄, однако при h̄ = 0,2 его значение существенно отличается
от точного Pk и полученного с помощью решения интегрального уравнения Pr. В целом
согласие результатов удовлетворительное.

Распределение ударного импульса, отнесенного к ρV c2, по длине пластины P̄ (x) при-
ведено в табл. 2 (P̄h — значения, полученные с помощью разложения по параметру τ ,
P̄τ — по параметру τ1, P̄k — данные из [2]). Рассчитанные приближенными методами
распределенные характеристики согласуются с их точными значениями.

3. Вертикальный удар пластины конечного размаха о жидкость конеч-
ной глубины. Функция Грина бесконечной полосы. Введем функцию Грина G(x,y)
(x = (x, y, z), y = (ξ, η, ζ)) для полосы D = {−∞ < x < ∞, −∞ < y < ∞, −h < z < 0}
(рис. 2), удовлетворяющую неоднородному уравнению

∆G = −δ(x− y) (13)

с краевыми условиями

G = 0 при z = ζ = 0, Gz = 0 при z = −h;
Gζ = 0 при ζ = −h, G→ 0 при |x| → ∞; G→ 0 при |y| → ∞.

Так же как в плоском случае, вторую формулу Грина для функций ϕ и G в области D
запишем в виде

ϕ(x) = −
∫
S

ϕ(ξ, η, 0)
∂G

∂ζ
(x; ξ, η, 0) dξ dη.

Та бли ц а 2

x
P̄h P̄τ P̄k

h̄ = 1 h̄ = 5 h̄ = ∞ h̄ = 1 h̄ = 5 h̄ = ∞ h̄ = 1 h̄ = 5 h̄ = ∞

0 1,174 1,008 1,000 1,174 1,008 1,000 1,172 1,008 1,000
±0,2 1,148 0,988 0,980 1,144 0,988 0,980 1,146 0,993 0,980
±0,4 1,067 0,924 0,917 1,072 0,924 0,917 1,076 0,920 0,917
±0,6 0,922 0,807 0,800 0,931 0,807 0,800 0,926 0,806 0,800
±0,8 0,682 0,605 0,600 0,709 0,605 0,600 0,688 0,604 0,600
±1,0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
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Рис. 2

Функция ϕ определяется через ее граничные значения только на поверхности тонкого
тела S, если известна функция Грина G(x,y). Функцию Грина будем искать в виде

G =
2

h

∞∑
m=0

sin (µmz) sin (µmζ)gm(x, y; ξ, η).

Подставляя G в уравнение (13), для функций gm получим уравнение

∂2gm
∂x2

+
∂2gm
∂y2

− µ2
mgm = −δ(x− ξ)δ(y − η). (14)

Представим δ-функцию и фундаментальное решение уравнения (14) в виде

δ(x− ξ)δ(y − η) =
1

4π2

∞∫
−∞

∞∫
−∞

exp (ik1(x− ξ) + ik2(y − η)) dk1 dk2,

gm(x, y; ξ, η) =
1

4π2

∞∫
−∞

∞∫
−∞

Am(k1, k2) exp (ik1(x− ξ) + ik2(y − η)) dk1 dk2.

Подставляя эти выражения в уравнение (14), получим

Am =
1

k2
1 + k2

2 + µ2
m

, gm =
1

4π2

∞∫
−∞

∞∫
−∞

exp(ik1(x− ξ) + ik2(y − η))

k2
1 + k2

2 + µ2
m

dk1 dk2. (15)

В (15) перейдем к полярным координатам (k, θ): k1 = k cos θ, k2 = k sin θ. С учетом
равенства

2π∫
0

exp (ikρ cos θ) dθ = 2πJ0(kρ),

где J0(kρ) — функция Бесселя нулевого порядка, находим

gm =
1

2π

∞∫
0

kJ0(kρ)

k2 + µ2
m
dk.
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Рис. 3

Выражение для данного интеграла приведено в [4]. Таким образом,

G(x,y) =
1

πh

∞∑
m=0

K0(µmρ) sin (µmz) sin (µmζ).

Здесь K0 — модифицированная функция Бесселя; ρ2 = (x− ξ)2 + (y− η)2. Функцию Грина
можно представить в виде G(x,y) = G0 −G2, где

G0 =
1

2πh

∞∑
m=1

K0(νmρ)[cos (νm(z − ζ))− cos (νm(z + ζ))],

G2 =
1

2πh

∞∑
m=1

K0(2νmρ)[cos (2νm(z − ζ))− cos (2νm(z + ζ))], νm =
πm

2h
.

Ряды, входящие в выражения для G0 и G2, можно просуммировать [5]. Окончательно
получим

G(x,y) =
1

4π

∞∑
n=−∞

( 1

rn
− 1

r′n

)
,

где r2n = (x−ξ)2+(y−η)2+[z−(2nh+(−1)nζ)]2; r′2n = (x−ξ)2+(y−η)2+[z−(2nh−(−1)nζ)]2.
Интегральное уравнение. Условие непротекания поверхности S позволяет получить

интегральное уравнение для определения потенциала в точках этой поверхности

V = − lim
z→0

∂ϕ

∂z
= lim

z→0

∫
S

ϕ(ξ, η, 0)
∂2G

∂z ∂ζ
(x,y) dξ dη =

=

∫
S

ϕ(ξ, η, 0)
∂2G

∂z ∂ζ
(x, y, 0; ξ, η, 0) dξ dη. (16)

Ядро интегрального уравнения (16) определяется рядом

∂2G

∂z ∂ζ
(x, y, 0; ξ, η, 0) =

1

2π

∞∑
n=−∞

(−1)n
( 1

R3
n
− 12n2h2

R5
n

)
,

где R2
n = (x− ξ)2 + (y − η)2 + 4n2h2.
Предположим, что поверхность имеет форму, показанную на рис. 3. Верхняя и нижняя

границы поверхности — отрезки прямых y = 0 и y = d. Уравнения левой x = x0(y) и
правой x = X(y) границ области S — произвольные непрерывные функции.
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В интеграле, стоящем в правой части уравнения (16), проведем интегрирование по
частям по переменной ξ, учитывая, что ϕ(x0(η), η, 0) = ϕ(X(η), η, 0) = 0. Получим

V =
1

2π

d∫
0

X(η)∫
x0(η)

γ(ξ, η)
{ x− ξ

(y − η)2[(x− ξ)2 + (y − η)2]1/2
+

+ 2
∞∑

n=1

(−1)n
[x− ξ

YnRn
− 12n2h2

Y 2
n

(x− ξ

Rn
− (x− ξ)3

3R3
n

)]}
dξ dη, (17)

где Yn = (y − η)2 + 4n2h2.
Первый член ядра уравнения (17) можно записать в виде

x− ξ

(y − η)2[(x− ξ)2 + (y − η)2]1/2
= − ∂

∂y

√
(x− ξ)2 + (y − η)2

(y − η)(x− ξ)
.

Тогда

V = − 1

2π

∂

∂y

d∫
0

X(η)∫
x0(η)

γ(ξ, η)

√
(x− ξ)2 + (y − η)2

(x− ξ)(y − η)
dξ dη +

+
1

π

d∫
0

X(η)∫
x0(η)

γ(ξ, η)
∞∑

n=1

(−1)n
[x− ξ

RnYn
− 12n2h2

Y 2
n

(x− ξ

Rn
− (x− ξ)3

3R3
n

)]
dξ dη. (18)

Если в правых частях уравнений (17) и (18) отбросить ряды по n, то с точностью до
множителя 1/2 получим интегральное уравнение задачи бесциркуляционного обтекания
равномерным потоком со скоростью V тонкого крыла конечного размаха с поверхностью S.

Таким образом, получено двумерное сингулярное интегральное уравнение относитель-
но скорости вдоль пластины по оси x, решение которого следует искать в классе функций,
не ограниченных на кромках x = x0(y), x = X(y) и обращающихся в нуль на отрезках
[ y = 0, x0(0) < x < X(0)], [y = d, x0(d) < x < X(d)].
Жидкость бесконечной глубины. В случае жидкости бесконечной глубины интеграль-

ное уравнение (18) упрощается:

V = − 1

2π

∂

∂y

d∫
0

X(η)∫
x0(η)

γ(ξ, η)

√
(x− ξ)2 + (y − η)2

(x− ξ)(y − η)
dξ dη. (19)

Предположим, что один из размеров пластины значительно больше другого (напри-
мер, вдоль оси x). Используя классическую аппроксимацию теории крыла конечного раз-

маха, можно записать
√

(x− ξ)2 + (y − η)2 = |x− ξ|. Тогда уравнение (19) примет вид

V =
1

2π

∂

∂y

d∫
0

X(η)∫
x0(η)

γ(ξ, η)
sign (x− ξ)

η − y
dξ dη.

После вычислений с учетом того, что потенциал ϕ обращается в нуль на кромках
пластины S, получим

V = − 1

π

∂

∂y

d∫
0

ϕ(x, η, 0)

y − η
dη. (20)
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Интегрируя уравнение (20) по частям, внося производную по y под знак интеграла и пе-
реходя к безразмерным переменным η → (2η−d)/d, y → (2y−d)/d, окончательно находим

1

π

1∫
−1

∂ϕ

∂η
(x, η, 0)

1

η − y
dη = V. (21)

Решение интегрального уравнения (21), не ограниченное на обоих концах пластины, имеет
вид

∂ϕ

∂y
=

V

π
√

1− y2

1∫
−1

√
1− η2

y − η
dη.

Вычислив интеграл, находим ϕ(x, y) = −V
√

1− y2.
Суммарный импульс сил давления, действующих на пластину в сечении x = const

(на единицу ее длины по x), определенный по формуле (8), равен P = π/2 и совпадает
со значением, полученным согласно плоской теории, которая может быть применена к
рассматриваемому случаю.
Прямоугольная пластина. Пусть поверхность S представляет собой прямоугольник

[−c 6 x 6 c, −l 6 y 6 l]. Отметим, что

∂

∂y
= − ∂

∂η
,

x− ξ

RnYn
= − 1

2nh

∂

∂η
arctg

(x− ξ)(y − η)

2nhRn
,

x− ξ

RnY 2
n

= − 1

8n2h2(x− ξ)

∂

∂η

Rn(y − η)

Yn
− (x− ξ)2 − 4n2h2

16n3h3(x− ξ)2
∂

∂η
arctg

(x− ξ)(y − η)

2nhRn
,

4n2h2(x− ξ)3

R3
nY

2
n

= − ∂

∂η

{(x− ξ)(y − η)

2RnYn
− [(x− ξ)2 − 12n2h2](y − η)

2(x− ξ)Rn[(x− ξ)2 + 4n2h2]
+

+
(x− ξ)(y − η)

Rn[(x− ξ)2 + 4n2h2]
+

(x− ξ)2 − 12n2h2

4nh(x− ξ)2
arctg

(x− ξ)(y − η)

2nhRn

}
.

Подставляя эти выражения в уравнение (18), интегрируя по частям по переменной η и
учитывая, что γ(ξ,±l) = 0, получим интегральное уравнение

V = − 1

2π

c∫
−c

l∫
−l

∂γ

∂η
(ξ, η)

{√
(x− ξ)2 + (y − η)2

(x− ξ)(y − η)
+

+ 2
∞∑

n=1

(−1)n
(x− ξ)(y − η)(R2

n + 4n2h2)

[(x− ξ)2 + 4n2h2][(y − η)2 + 4n2h2]Rn

}
dξ dη. (22)

Решение уравнения (19) в виде ряда по параметру τ имеет вид γ = γ0 + τ3γ1 +
τ6γ2 + . . ., так как первый член разложения по τ части ядра, учитывающей влияние дна,
равен 0,450 77(x− ξ)(y − η)τ3. Здесь учтено, что [5]

∞∑
k=1

(−1)k

k3
= −0,901 54.

Этот результат отличается от плоского случая, когда разложение решения проводится по
степеням величины τ2.
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Численное решение уравнения (22) методом коллокации. Сделаем замену переменных
x = c cos θ1, y = l cosψ1, ξ = c cos θ, η = l cosψ. Потенциал в точках пластины будем искать
в виде

ϕ(ξ, η) =
M∑

m=1

N∑
k=1

akm

km
sin (kθ) sin (mψ), (ξ, η) ∈ S. (23)

В безразмерных переменных ϕ → cV ϕ, x → cx, ξ → cξ, y → ly, η → lη вместо
интегрального уравнения (22) получим

2πλ = −
1∫

−1

1∫
−1

∂γ

∂η

{√
(x− ξ)2 + λ2(y − η)2

(x− ξ)(y − η)
+

+ 2λ2
∞∑

n=1

(−1)n
(x− ξ)(y − η)(R2

n + 4n2τ−2)

[(x− ξ)2 + 4n2τ−2][λ2(y − η)2 + 4n2τ−2]Rn

}
dξ dη, (24)

где λ = l/c — удлинение пластины.
Подставив ряд (23) в уравнение (24) и проведя численное интегрирование по квадра-

турной формуле Чебышева, получим систему линейных алгебраических уравнений
N∑

k=1

M∑
m=1

akmI
km
ij = 2πλ,

где

Ikm
ij = − π2

NM

N+1∑
p=1

M+1∑
q=1

cos (kθp) cos (mψq)K(ωi, χj ; θp, ψq);

K(x, y; ξ, η) — ядро уравнения (24); ωi = πi/(N + 1), χj = πj/(M + 1) (i = 1, 2, . . . , N , j =
1, 2, . . . ,M) — точки коллокации; θp = (2p−1)π/(2(N+1)), ψq = (2q−1)π/(2(M+1)) — узлы

квадратурной формулы Чебышева, примененной к повторному интегралу, заменяющему
двойной интеграл в уравнении (24).

Полный ударный импульс, отнесенный к ρV c2l, определялся формулой

P = −
1∫

−1

1∫
−1

ξη
∂2ϕ

∂ξ∂η
dξ dη = −π

2

4
a11.

Численные результаты. На рис. 4 представлены зависимости полного импульса P от
удлинения пластины λ при различных относительных глубинах жидкости h̄. Расчеты про-

Рис. 4
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ведены с использованием метода коллокации при решении интегрального уравнения (24).
На рис. 4 точками показаны значения импульса P , полученные с помощью коэффициентов
присоединенных масс прямоугольных крыльев в безграничной жидкости [11]. Видно, что
эти значения близки к кривой, описывающей ударный импульс при h̄ = 2. С увеличени-
ем удлинения влияние глубины жидкости становится более существенным. При фикси-
рованном h̄ уменьшение удлинения (за счет уменьшения поперечного размера пластины)
приводит к ослаблению влияния границы (дна водоема) на ударный импульс, действую-
щий на пластину. Следует также отметить медленный выход кривых при различных h̄ на
асимптоту при больших удлинениях.
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