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В статье рассматривается вопрос, в какой степени теорема Гудстейна может считаться 

аналогом истинного, но недоказуемого геделевого предложения. Показано, что такая трак-

товка подводит к тезису Исааксона, согласно которому демонстрация истинности реальных 
математических аналогов геделева предложения в формальном языке арифметики использу-

ет концептуальные ресурсы, выходящие за пределы ресурсов, требуемых для понимания 

базисной арифметики конечных натуральных чисел. Правдоподобность тезиса оспаривается 
с точки зрения непостижимости арифметического содержания геделева предложения.  
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The paper considers the question of the degree to which Goodstein's theorem may be consid-

ered to be an analogue of a true, but not provable Gödelian sentence. It is shown that such an inter-

pretation leads to Isaacson's thesis, according to which the demonstration of the truth of real mathe-

matical analogues of the Gödelian sentence in the formal language of arithmetic uses conceptual 

resources that go beyond the resources required to understand the basic arithmetic of finite natural 

numbers. The plausibility of the thesis is disputed from the point of view of the incomprehensibility 

of the arithmetic content of the Gödelian sentence. 
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Теоремы Геделя о неполноте являются важнейшим результатом 

в области, широко именуемой математической логикой. В более узком 

смысле результат Геделя считается вкладом в теорию доказательства, 

а в последнее время – скорее вкладом в теорию вычислимости. Предло-

женное Геделем доказательство первой теоремы о неполноте элементар-

ной арифметики дополнилось более современными доказательствами 

неполноты с использованием диагональной леммы или теоремы о не-

подвижной точке. Доказательство этих математических утверждений 

апеллирует к тонкостям кодирования синтаксических структур в терми-

нах элементарной арифметики, при котором интуитивное содержание 

доказательства уступает место тому, что некоторые исследователи назы-

вают логическим трюком. Центральное понятие теоремы – так называе-

мое геделево предложение, истинное в формальной системе, но недока-

зуемое в ней, в связи с этим имеет оттенок логического артефакта. Для 

такой трактовки есть и другой мотив. Геделево предложение является 

в высшей степени искусственной логической конструкцией, математиче-

ское содержание которой неясно. По своей природе оно имеет двойст-

венный характер: с одной стороны, это метаматематическое утвержде-

ние, а с другой – арифметическое утверждение. Эта двойственность соз-

дает трудности для понимания ряда особенностей геделева предложения, 

в частности природы его истинности. Чтобы разрешить подобного рода 

вопросы, было бы желательно иметь «реальное» геделево предложение 

с реальным математическим содержанием. Тем более что сама постанов-

ка проблемы, решение которой предлагается теоремами Геделя, связано 

с математическим проектом Д. Гильберта установления непротиворечи-

вости математики. Часто провозглашаемое крушение программы Гиль-

берта в связи с теоремами о неполноте апеллирует к искусственной ло-

гической конструкции.  

По этим причинам большой интерес представляет поиск математи-

ческих утверждений, которые были бы истинными в формальной систе-

ме, но недоказуемыми в ней. Речь, конечно же, идет о недоказуемости 

в рамках определенной системы, поскольку искомое утверждение долж-

но быть доказуемо в рамках более сильной системы. В последнее время 

внимание исследователей в этом направлении было сфокусировано на 

интересных примерах арифметических истин, недоказуемых в арифме-

тике Пеано. Наиболее обсуждаемыми случаями являются доказательство 

теоремы Гудстейна [5, p. 33–41] в работе Кирби и Париса [8], вариант 

конечной теоремы Рамсея в работе Париса и Харрингтона [10] и финит-

ная версия теоремы Крушкала в работе Фридмана [13]. В данной статье 
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рассматривается случай теоремы Гудстейна, имеющий преимущества 

как с точки зрения парадоксальности самой теоремы, так и с точки зре-

ния внимания, которое ей уделяется в популярных изложениях философ-

ских следствий результатов Геделя. 

К последним относится обсуждение теоремы Гудстейна в несколь-

ких работах Р. Пенроуза. В одной из своих последних книг он изложил 

содержание теоремы в отдельном приложении [1]. Теорема Гудстейна 

имеет дело с порождением числовой последовательности, каждый член 

которой представим в виде суммы степенных членов с определенным 

числом в качестве основания. Начинаем с некоторого числа (в примере 

Пенроуза – 581): 
 

581 = 512+64+4+4+1 = 2
9
+2

6
+2

2
+2

0
.  

 

Здесь основанием является число 2. Но и показатель степени может 

быть разложен аналогичным образом, и тогда мы имеем 
 

3 22 1 2 2 2
581 2 2 2 1

+ ++ + += . 
 

Разлагая число 3 в показателе степени, получаем 
 

2 1 22 1 2 2 2
581 2 2 2 1

+ + ++ + += . 
 

При этом нужно иметь в виду, что для любого числа b, b > 0 и b ≠ 1, 

каждое положительное число n имеет единственное разложение с осно-

ванием b. 

Пенроуз говорит о порождении последовательности чисел с помо-

щью двух операций: (а) увеличения основания на 1 и (б) вычитания 1. Но 

при этом он не учитывает, что есть еще одна операция, а именно (в) уве-

личение на 1 и степенного показателя, потому что следующим числом 

у него оказывается (без операции (б)) 

 
3 1 3 13 1 3 3 3

3 3 3 1
+ −+ ++ + +  

 

и далее – 

 
4 1 44 1 4 4 4

4 4 4
+ + ++ + . 
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Парадоксальность теоремы Гудстейна состоит в том, что согласно 

ее доказательству, несмотря на очень быстрый рост чисел в последова-

тельности (для основания 4 получается 121210695-разрядное число!), 

в конечном счете в результате применения трех операций – (а), (б) и (в) 

получается 0. Для одного из доказательств теоремы, предпочтение кото-

рого связано с его большей интуитивной ясностью, полезно иметь в виду 

операции (а) и (в) как раздельные. Такой подход предпринят Ходжсо-

ном [6], который вводит понятие слабой последовательности Гудстейна 

путем применения лишь операции (а) без использования операции (в).  

Ходжсон начинает с разложения числа 266 = 2
8
 + 2

3 
+ 2

1
. Последова-

тельность Un чисел получается применением операций (а) и (б) [9]:  
 

U0 = 2
8
 + 2

3
 + 2

1
 = 266; 

U1 = 3
8
 + 3

3
 + 3

1
 – 1 = 3

8
 + 3

3
 + 2 = 6590; 

U2 = 4
8
 + 4

3
 + 2 – 1 = 4

8
 + 4

3
 + 1= 65601; 

U3 = 5
8
 + 5

3
 + 1 – 1 = 5

8
 + 5

3
 = 390750; 

U4 = 6
8
 + 6

3
 – 1 = 6

8
 + 5·6

2
 + 5·6

1
 + 5 = 1679831; 

... 

U10 = 12
8
 + 5 12

2
 + 5·12

1
 – 1 = 12

8
 + 5·12

2
 + 4·12

1
 +11 = 429982475; 

... 
 

Как видно, последовательность растет быстро, и тем более удиви-

тельно, что по ходу увеличения основания ее члены постепенно умень-

шаются до нуля. Доказательство этого противоречащего интуиции факта 

осуществляется средствами, выходящими за пределы элементарной 

арифметики, что и является причиной провозглашения теоремы Гуд-

стейна геделевым предложением, истинным, но недоказуемым в системе 

формальной арифметики Пеано. Речь идет об арифметике ординальных 

чисел. Множество, первый член которого больше любого целого числа, 

является первым трансфинитным числом, обозначенным через ω. Ариф-

метика ординальных чисел задает возрастающий ряд  
 

ω, …, ω 2,..., ω2
,…, ωω

, …, ωω
 + 1, …, ω2ω

, …, ω2ω
 + ω, …, ω

ωω
. 

 

Наименьшее ординальное число, большее, чем сумма возрастаю-

щих степеней, называется ε0.  

Множество ординальных чисел является вполне-упорядоченным, то 

есть, любое непустое множество ординальных чисел имеет наименьший 

элемент. Поэтому не может быть бесконечной последовательности стро-

го уменьшающихся по величине ординальных чисел. Это обстоятельство 
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используется для доказательства результата о слабой версии последова-

тельности Гудстейна.  

Сопоставим два рода последовательностей, один для натуральных 

чисел, другой – для ординальных. Тенденция к увеличению или умень-

шению значений сумм будет определяться поведением последовательно-

стей для ординальных чисел, поскольку любое ординальное число пре-

восходит любое натуральное число. Сопоставление осуществляется за-

меной оснований слабой последовательности Гудстейна на ω. 

 

2
8
 + 2

3
 + 2

1
      ω8

 + ω3
 + ω1

 

3
8
 + 3

3
 + 3

1
 – 1 = 3

8
 + 3

3
 + 2   ω8

 + ω3
 + 2 

4
8
 + 4

3
 + 2 – 1 = 4

8
 + 4

3
 + 1   ω8

 + ω3
 + 1 

5
8
 + 5

3
 + 1 – 1 = 5

8
 + 5

3
   ω8

 + ω3
 

6
8
 + 6

3
 – 1 = 6

8
 + 5 6

2
 + 5 6

1
 + 5    ω8

 + 5 ω2
 + ω1

 + 5 

... 

12
8
 + 5 12

2
 + 5 12

1
 – 1 = 12

8
 + 5 12

2
 + 4 12

1
 +11 ω8

 + 5 ω2
 + 4 ω1

 +11 

… 

 

Каждое выражение справа больше соответствующего выражения 

слева. В то время как значение выражений слева растет, соответствую-

щие значения справа уменьшаются. Последовательности ординальных 

чисел строго уменьшаются и, стало быть, имеют наименьший элемент, 

который является нулем. Следовательно, и последовательности нату-

ральных чисел также оканчиваются нулем.  

Переход к стандартной последовательности Гудстейна от слабой 

ничего не меняет в этом заключении, разве что кажущийся рост вели-

чин для натуральных чисел превосходит все ожидания, и тем не менее 

последовательность оканчивается нулем. Рассмотрим то же самое чис-

ло 266. В стандартном представлении последовательности Гудстейна 

растут чрезвычайно быстро, что уже видно по первым членам последо-

вательности: 
 

2 1

3 1

4 1

2 2 1 1

0

3 3 1 1 38

1

4 4 1 616

2

2 2 2 266

3 3 3 1 10

4 4 1 10

M

M

M

+

+

+

+

+

+

= + + =

= + + − ≈

= + + ≈

 

… 
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Важным фактом является то, что теорему Гудстейна нельзя дока-

зать без использования трансфинитных ординальных чисел. Представ-

ленные эвристические соображения по поводу доказательства теоремы 

при сопоставлении последовательностей для натуральных и ординаль-

ных чисел не являются, конечно же, строгим доказательством. Однако 

стратегия доказательства видна, поскольку она опирается на уже упомя-

нутый вывод о том, что не существует бесконечной убывающей цепи 

ординальных чисел, меньших чем ε0. Доказательство уже этого вывода 

эквивалентно демонстрации того, что трансфинитная индукция до ε0 

обоснована. В этом смысле теорема Гудстейна может быть сведена 

к теореме Генцена о непротиворечивости арифметики Пеано с использо-

ванием принципа трансфинитной индукции. Но согласно второй теореме 

о неполноте Геделя непротиворечивость арифметики Пеано не может 

быть доказана при использовании лишь средств этой системы. Поэтому 

теорема Гудстейна не может быть доказана в рамках элементарной 

арифметики. Этот результат был получен, как уже было упомянуто, 

Кирби и Парисом [8]. Именно он является основанием для утверждения, 

что теорема Гудстейна является по своему характеру геделевым утвер-

ждением.  

Следует сделать еще одно замечание по поводу эвристических со-

ображений о доказательстве теоремы Гудстейна. Введенное Сичоном [4] 

понятие слабой последовательности Гудстейна действительно служит 

эвристическим целям, поскольку на самом деле сходимость такой после-

довательности может быть доказана в рамках арифметики Пеано. Но она 

не может быть доказана для стандартной последовательности Гудстейна.  

Таким образом, есть основания полагать, что теорема Гудстейна яв-

ляется тем самым геделевым утверждением, теперь уже с реальным ма-

тематическим содержанием. Правда, при этом не обращается внимания 

на различия между двумя типами «геделевых» предложений. Подлинно 

геделево предложение принадлежит к метаматематике, являясь искусст-

венной логической конструкцией, арифметический смысл которой не-

ясен. Что касается «естественного» геделева предложения типа теоремы 

Гудстейна, то оно должно быть простым и интересным с точки зрения 

его естественности. Оправдывает ли теорема Гудстейна эти ожидания?  

Почему в противопоставлении с подлинно геделевым предложени-

ем может идти речь о «естественности» математического его аналога? 

Дело в том, что конструирование исходного геделева предложения 

включает в себя использование кодирования. В зависимости от выбран-

ного способа кодирования получаются различные геделевы предложе-
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ния. Реальное математическое утверждение не должно зависеть от каких-

либо приемов кодирования. В определенном смысле теорема Гудстейна 

находится, так сказать, на половине пути от искусственного геделева 

предложения к реальному математическому аналогу, показывая, что тео-

ремы о неполноте Геделя и трансфинитная арифметика могут быть ис-

пользованы для изучения реальных математических объектов вроде по-

следовательностей Гудстейна. Но одновременно такой промежуточный 

статус между двумя типами геделева предложения свидетельствует 

о том, что понимание природы истин элементарной арифметики требует 

выхода в более сильную систему, например в теорию множеств.  

Сама по себе теорема Гудстейна связана с исследованием поведения 

быстро растущих функций, и в этом смысле можно заключить, что недо-

казуемость теорем и в ряде случае их неполнота ассоциируются с такими 

функциями. Неразрешимость теоремы Гудстейна в арифметике Пеано 

связана с тем, что эта формальная система не «видит» такой быстрый 

рост. Что касается силы формальных систем, то она связана в первую 

очередь с размером определенных ординальных чисел. В этом отноше-

нии некоторые важные теоремы остаются недоказуемыми даже в очень 

«сильных» формальных системах. Неполнота возникает при наличии 

оснований для утверждения истинности соответствующих предложений. 

Для утверждения истинности требуются правдоподобность и «обыден-

ность» математического предложения. Теорема Гудстейна является та-

ким обыденным арифметическим предложением, и ее важность при рас-

смотрении приложения теорем Геделя о неполноте состоит в том, что 

неразрешимость не ограничена патологическими предложениями, о ко-

торых говорится у Геделя.  

Как известно, геделево предложение может быть представлено 

в полиномиальном виде. Для сопоставления логической структуры клас-

сического геделевого предложения и «квазигеделевого» утверждения 

теоремы Гудстейна полезно использовать арифметическую иерар-

хию. Геделево предложение имеет структуру предложения П1, т.е. 

(∀x) f(x) = 0, в то время как предложение Гудстейна имеет структуру П2, 

а именно, (∀x) (∃y)·f(x, y) = 0. Как отмечает М. Поттер, различие в струк-

туре имеет важное значение в свете программы Гильберта доказательст-

ва непротиворечивости арифметики [11, p. 217–218]. Пусть имеется до-

казательство некоторого утверждения элементарной арифметики в фор-

мальной системе РА. Принимая во внимание свойства РА, есть все осно-

вания полагать это утверждение истинным. Теперь рассмотрим теорию, 

которая получается путем расширения РА в некоторой теории множеств 
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U, расширения такого, которое дает уверенность только в непротиворе-

чивости результирующей системы, но не в ее истинности. Встает вопрос: 

является ли доказательство в новой системе причиной полагания некото-

рого арифметического утверждения в ней истинным?  

Для предложений типа П1 ответ будет положительным. В этом 

смысле Поттер подтверждает «наивную» версию истинности геделевого 

предложения, согласной которой неразрешимое предложение F истинно 

по способу своего построения. Действительно, если бы F было ложным, 

его отрицание имело бы характер Σ1-истины относительно ω. Согласно 

известному результату, оно было бы доказуемо в РА и тем самым в U, 

что противоречит посылке о непротиворечивости U.  

С другой стороны, если предложение в U имеет характер П2-

предложения, (а именно такой характер имеет предложение в теореме 

Гудстейна, тем более имеющее характер Σ1-предложения), то ситуа-

ция отлична от классического геделева предложения. Потому что ес-

ли предложение F есть истинное П1-предложение, недоказуемое в РА 

(предполагаемое геделево предложение), то его отрицание является 

ложным Σ1-предложением, которое совместимо с РА и отсюда дока-

зуемо в некоторой непротиворечивой теории множеств, расширяю-

щей РА. Таким образом, теорема Гудстейна не будет полным аналогом 

геделева предложения. В этом смысле понимание соотношения резуль-

тата Геделя и программы Гильберта становится более сложным, чем 

это предполагается простым заявлением о крушении программы Гиль-

берта. Коль скоро в реальной арифметике истинное, но недоказуемое 

утверждение не имеет гарантий истинности во всех расширениях, это 

несколько меняет повестку дня в разговорах о судьбе программы Гиль-

берта. Потому что даже если, как утверждает Поттер, имеются два 

несовместимых, но индивидуально непротиворечивых расширения U1 

и U2 в РА, П1, то арифметические следствия обеих теорий будут ис-

тинными.  

Теорема Гудстейна наряду с другими случаями нетривиальных 

математических результатов, которые недоказуемы в РА, подводит 

к достаточно интересному и одновременно спорному тезису. В его ос-

нове лежит подозрение, что демонстрация истинности утверждений 

в формальном языке арифметики использует концептуальные ресурсы, 

выходящие за пределы ресурсов, требуемых для понимания базисной 

арифметики конечных натуральных чисел. Смит [14] упоминает в этой 

связи теорему Париса–Харрингтона о недоказуемости в РА теоремы 

Рамсея (еще один громкий пример содержательного геделевого пред-
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ложения), поскольку последняя требует лемму Кенига, которая апел-

лирует к понятию бесконечного пути через бесконечное дерево.  

В явном виде указанное подозрение было сформулировано Д. Иса-

аксоном в виде тезиса, получившего его имя [7]. Тезис Исааксона может 

быть представлен в следующем виде: 

 

Если требуется доказать некоторое истинное предложение языка 

арифметики, которое независимо от РА, тогда необходимо обра-

титься к идеям, выходящим за пределы того, что составляет наше 

понимание базисной арифметики. 

 

В основу соображений в пользу этого тезиса Исааксон кладет роль 

кодирования средствами геделевской нумерации. Перевод содержатель-

ных арифметических истин в формальную синтаксическую теорию, ут-

верждения которой кодируются в арифметические утверждения, ставит 

вопрос о статусе этих самых арифметических утверждений, которые 

имеют дело с геделевыми числами. Геделевская нумерация дает возмож-

ность говорить не только о числах, но и о самих утверждениях о числах 

путем кодирования метаматематических утверждений в арифметиче-

ские, т.е. путем формулирования метаматематических утверждений об 

арифметических предложениях в виде самих арифметических предло-

жений. Однако истинные, но недоказуемые в РА утверждения, с точки 

зрения Исааксона, не имеют характера утверждений элементарной 

арифметики, и установление истинности неразрешимых утверждений 

требует использования концепций высших порядков. Именно отношение 

кодирования делает кажущиеся элементарными арифметические утвер-

ждения по-настоящему неарифметическими в том смысле, что они ли-

шены интуитивной ясности.  

Тогда возникает вопрос, могут ли вообще быть аналоги геделевого 

предложения в реальной математической практике. При этом главным 

становится вопрос об арифметической интерпретации геделевого пред-

ложения как такового, а именно о том, в каком смысле оно является 

арифметическим утверждением.  

Отсутствие интуитивной ясности кодированных арифметических 

утверждений может быть объяснено тремя различными способами, каж-

дый из которых является частью более общей аргументации о статусе 

арифметической интерпретации геделева предложения. Первый способ 

представлен тезисом Исааксона, согласно которому подлинное арифме-

тическое знание ограничено первопорядковой арифметикой Пеано. Вы-
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ход за ее пределы при доказательстве неразрешимых в РА утверждений 

означает апелляцию к арифметике высших порядков, где есть откровен-

ное обращение к бесконечным структурам. С точки зрения Исааксона, 

такое обращение осуществляется скрыто при кодировании. В этом от-

ношении неразрешимые утверждения все-таки являются арифметиче-

скими, хотя и в обобщенном смысле.  

Другой способ состоит в полном отказе от усмотрения смысла 

в арифметической интерпретации геделева предложения. Г. Серени ут-

верждает следующее: «Арифметическое значение предложения, истин-

ность которого должна быть продемонстрирована, полностью непости-

жимо для человеческого существа. В самом деле, если не касаться разме-

ра и сложности геделева предложения, имеются непреодолимые препят-

ствия для понимания его арифметического содержания. Действительно, 

согласно самому определению геделевой нумерации она представляет 

собой чисто механическую процедуру, которая избегает какой-либо ос-

мысленности, и все реализации метаматематических предикатов верно 

отражают эту (неарифметическую) логику геделевой нумерации. Отсюда 

следует, что геделево предложение не может быть интерпретировано 

в терминах уже знакомых арифметических концепций. Другими слова-

ми, хотя оно является правильно построенным предложением с точ-

ки зрения формальной арифметики, оно не вписывается в концепту-

альный каркас неформальной арифметики (т.е. такой, которая прак-

тикуется математиками) и отсюда кажется полностью неправиль-

ным с точки зрения реальной математики. Проще говоря, геделево 

предложение кажется полной бессмыслицей, это пример граммати-

ческой правильности и бессмысленности арифметического предло-

жения. Следовательно, кажется невозможным для человеческого 

существа постичь его арифметическое содержание и уж тем более 

доказать существование чисто арифметической демонстрации его 

истинности» [12, p. 70-71]. 

Этот аргумент Серени включает в себя ряд положений о соотноше-

нии метаматематической и арифметической интерпретаций геделева 

предложения, на которых мы здесь не останавливаемся. В частности, 

речь идет о способе доказательства истинности геделева предложения 

как универсальной квантификации. Более того, утверждение о непости-

жимости арифметической интерпретации геделевого предложения под-

нимает вопрос об эпистемических приоритетах в определении его ис-

тинности. Другими словами, аргумент Серени представляет собой, в от-

личие от тезиса Исааксона, подлинную программу.  
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Третий способ являет собой определенный компромисс между точ-

ками зрения Исааксона и Серени. Доказательство истинности геделева 

предложения действительно может требовать выхода за пределы эле-

ментарной арифметики, но не в драматическом варианте обращения 

к таким вещам, как трансфинитная индукция. Скорее речь может идти 

о возможности рефлексии над нашим собственным арифметическим 

теоретизированием, скажем, о причинах полагания геделева предложе-

ния истинным. Смит иллюстрирует эту точку зрения, говоря, что в такой 

рефлексии мы должны переходить от неявно принимаемой математиче-

ской практики использования положения о том, что каждое натуральное 

число имеет последующее число, к четкому положению определенной 

теории, о том, что это утверждение в качестве аксиомы является обосно-

ванным и не приведет к непротиворечивости [13, p. 225]. 

Какая мораль должна быть выведена из подобного рода рассмотре-

ний для утверждений о нахождении математически содержательных 

аналогов геделева предложения? Теорема Гудстейна была, можно выра-

зиться, «первой ласточкой» в этом направлении. Оптимизм сторонников 

успешности таких поисков укрепился при заявлении о демонстрации 

в работе Париса и Харрингтона первого примера истинного, но недока-

зуемого в РА, более естественного арифметического утверждения. 

В этом отношении очень характерен взгляд одного из наиболее автори-

тетных исследователей – К. Сморински: «Это (мнение. – Авт.) просто 

ложно. Я большой поклонник теоремы Париса–Харрингтона, но я нико-

гда не принимал такое представление о ее значимости. Первым “естест-

венным негеделевым арифметическим утверждением”, недоказуемым 

в РА, была индукция до ε0, невыводимая, как это показал Генцен 

в 1939 г. в своей “Habilitationschrift”. Вслед за этим результатом идет не-

доказуемость тотальности определенных рекурсивных функций, пока-

занных Крайзелем около 1958 г. Даже при учете этих более ранних ре-

зультатов общепринятая история является этаким сверхупрощением. 

Джеф Парис первым заметил, что его работа по моделям арифметики 

дает невыводимые варианты теоремы Рамсея. Лео Харрингтон предло-

жил более элегантный вариант, и они опубликовали совместную статью. 

Я полагаю, что это обстоятельство следует подчеркнуть, потому что вне-

исторический подход ведет к полностью неверной оценке результатов. 

Когда появилась теорема Париса-Харрингтона она была объявлена пер-

вым результатом о независимости для Арифметики Пеано, который был 

подлинно математическим, и не исходил от логики. Я вспоминаю, как 

один мастистый логик говорил мне, что он не понимает, как можно счи-
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тать значимыми обе теоремы – Теорему о неполноте Геделя и Теорему 

Париса–Харрингтона, должно быть либо то, либо другое. Я помню слег-

ка садистское удовольствие, которое испытал, напомнив одному моло-

дому логику, разглагольствовавшему по поводу математического харак-

тера новых результатов, касающихся неполноты, название исходной 

статьи Рамсея («О проблемах формальной логики»). Надеюсь, что его 

разочарование, когда он уходил, было только временным. В любом слу-

чае, суть такова: если оставлять в стороне “общепринятую мудрость” 

или “партийную линию”, то значимость результатов вроде результатов 

Генцена или Париса–Харрингтона есть нечто навязанное, требует тща-

тельного объяснения и не должно приниматься на веру» [15, p. 126].  

Как бы то ни было, вопрос о естественности геделевого предложе-

ния в реальной математике имеет два аспекта. С одной стороны, многие 

математики полагают, что теоремы Геделя о неполноте не повлияли на 

развитие собственно математики, не усматривая в предлагаемых в каче-

стве геделевых по своему характеру математических утверждениях 

принципиально важных проблем. С другой стороны, авторы, склонные 

к философским обобщениям, считают эти теоремы важным вкладом 

в понимание возможностей человеческого мышления вообще. Между 

двумя этими крайностями находятся размышления самого Геделя о при-

роде математического мышления в свете его теорем о неполноте, в част-

ности о соотношении объективной и человеческой математики [3]. Но 

даже те, кто склонен усматривать в теоремах Геделя о неполноте важные 

следствия относительно природы математики, признают неестествен-

ность арифметической интерпретации геделевого предложения как тако-

вого. Ярким представителем сторонников этой точки зрения является 

Р. Пенроуз: 

«Трудность восприятия теоремы связана с тем, что реальное ариф-

метическое построение (геделевого предложения – Авт.), создаваемое по 

прямому рецепту Геделя, может оказаться исключительно трудным для 

понимания и не представлять никакого математического интереса (за 

исключением лишь самого факта, что оно является истинным, но одно-

временно не может быть выведено… Поэтому даже сами математики 

зачастую относятся к построению (геделевого предложения. – Авт.) 

с полным пренебрежением [1, с. 180]. 

Пенроуз в определенном смысле недоговаривает, считая, что геде-

лево предложение «исключительно трудно для понимания», поскольку 

по-настоящему его можно считать просто непостижимым, относя его 

постижимое содержание к метаматематическому аспекту. Кроме того, 
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Пенроуз отмечает математическую важность геделевого предложения 

в том факте, что оно истинно, полагая это обстоятельство само собой 

разумеющимся. Между тем вопрос об истинности геделевого предложе-

ния является достаточно трудным, предполагающим различное понима-

ние природы неполноты формальных систем математики [2]. По этой 

причине, как и подчеркивает К. Сморински (см. выше), нужно с большой 

осторожностью относиться к провозглашению определенных математи-

ческих результатов истинными геделевыми предложениями в реальной 

математике.  
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