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Рассмотрены временные фрактальные множества для анализа вязкоупругих свойств
неоднородных сред. Построена дробная производная, непосредственно связанная с фрак-
тальной размерностью. Установлена зависимость между размытостью релаксационного
спектра и фрактальной размерностью.

Введение. Целью данной работы является определение зависимости между фрак-
тальной размерностью множества, дробной производной и размытостью релаксационного
спектра неоднородной структуры. Установление данной зависимости позволит расширить
физическое истолкование известных экспериментальных данных, полученных при иссле-
довании релаксационных свойств неоднородных сред.

Различные системы, которые представляют собой суперансамбли, состоящие из иерар-
хически соподчиненных статистических ансамблей, последовательно описаны в рамках

фрактальных моделей [1–7].
Понятие фрактального множества, т. е. множества с дробной размерностью, введенное

Б. Мандельбротом в начале 60-х гг. [1], получило широкое распространение в различных
областях физики конденсированного состояния [2–7]. Важные результаты получены при
описании систем с большими флуктуациями и стохастической структурой [5–7].

При получении фрактального множества основной про-

Рис. 1

цедурой в схеме является следующая: из множества M це-
лой размерности d по определенному закону удаляются его
части. Процесс удаления (замены) частей множества явля-
ется итерационным. Полученное множество является само-
подобным с дробной размерностью df . Например, множество
Кантора получают следующим образом: отрезок единичной
длины делится на три равные части, средняя часть удаля-
ется, каждый из оставшихся двух отрезков вновь делится на
три равных отрезка и т. д. (рис. 1). Продолжая эту процеду-
ру n раз (n →∞), получаем множество, которое называется
«множество Кантора» или канторовская «пыль».

Важной характеристикой фрактального множества яв-
ляется его размерность df , которую можно определить из

зависимости массы (меры) фрактального множества Mf от Ldf , где L — линейный мас-
штаб [1, 2].

Следует отметить, что основной чертой фрактальных структур является зависимость
их свойств от Lα [1–7], где α — постоянное число. В реальных средах эта зависимость
обычно справедлива в некоторой ограниченной области (области промежуточной асимп-
тотики), которая определяется в виде a 6 L 6 ξ, где a — постоянная решетки (микроско-
пическая постоянная); ξ — длина корреляции. В области масштабов L � ξ среда является
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структурно-однородной и ее можно характеризовать эффективными свойствами.
Кроме геометрических, т. е. пространственных фракталов, в последнее время все

большее внимание привлекают временные фракталы — фрактальные множества времен

событий, в которых следующее событие происходит через промежуток времени τ после
предыдущего. Временные фракталы использовались для исследования динамики реакций
в неупорядоченных средах, в которых учитывалось наличие пространственного и времен-
ного беспорядка [8–11].

Полимерные и композиционные материалы относятся к неоднородным материалам

с «длинной памятью», в которых деформация (напряжения) в данной частице в данный
момент времени зависит не только от текущих значений деформаций, температуры и дру-
гих определяющих параметров, но и от значений этих параметров во все предшествующие
моменты.

Согласно предположению Больцмана деформация (напряжения), вызванная прило-
женным напряжением (деформацией), задерживается благодаря присущему материалу
свойству «запоминания» [12].

Если допустить, что деформация среды зависит от времени, то для определения зави-
симости между напряжением и деформацией, согласно принципу Больцмана, можно весь
промежуток времени (0, t) разбить на n частей (∆τk = tk+1 − tk). Далее предполагает-
ся, что деформация тела ε(τk) есть величина постоянная в каждый промежуток времени
(tk, tk+1) и каждая компонента деформации ε(τk) влияет на значения тензора напряже-
ний σ(t). При этом на каждом промежутке ∆τk напряжение равно σk(t) = R(t, τk)ε(τk)∆τk.
Здесь R(t, τ) — коэффициент влияния (ядро релаксации), который обычно имеет вид [13]
R(t− τ) = C/(t− τ)α, где C — постоянная (не зависит от времени).

Принцип суперпозиции Больцмана заключается в том, что полное напряжение σ(t) в
момент времени t представляет собой сумму вкладов σk(t) от значений тензора деформа-
ций на отдельных интервалах (tk, tk+1), т. е.

σ(t) =
n∑

k=1

σk(t) =
n∑

k=1

R(t, τk)ε(τk)∆τk.

В этом случае при ∆τk → 0 напряжение σ(t) в момент времени t равно

σ(t) =

t∫
0

R(t, τ)ε(τ) dτ.

Аналогично можно получить

ε(t) =

t∫
0

Π(t, τ)σ(τ) dτ,

где Π(t, τ) — коэффициенты влияния (ядро ползучести). Если коэффициенты влияния име-
ют вид

R(t, τ) = C0δ(t− τ), Π(t, τ) = S0δ(t− τ), (1)

т. е. среда не обладает «памятью», то уравнения (1) принимают вид σ = C0ε, ε = S0σ.
Иными словами, получаем линейный закон Гука, где σ и ε — тензоры напряжений и

деформаций; C и S — тензоры модулей упругости и податливости соответственно.
Рассмотрим среды, в которых «память» является полной, но не идеальной, т. е. на ин-

тервале (0, t) она сохраняется только на некоторых промежутках времени. При включении
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«памяти» δ-функция в (1) размывается в колоколообразную зависимость, ширина которой
определяется интервалом времени τ , в течение которого деформация (напряжение) зависит
от напряжения (деформации).

При эволюции таких систем можно выделить два предельных процесса. Первый, ко-
гда система проходит через все состояния непрерывно, без каких-либо потерь, и второй,
когда из непрерывных состояний системы исключаются некоторые отрезки по заданному

закону. Такой процесс можно характеризовать как процесс, порождаемый фрактальным
состоянием с заданной фрактальной размерностью df .

Для описания процессов с «памятью» использован дробный интеграл [14]. Анализ
проводился на основе множества Кантора. В работе [14] предполагалось, что в системе
с заданной пространственной геометрией в процессе эволюции «выживает» только часть

состояний, а другая необратимо теряется, т. е. становится недоступной для системы. Поте-
ри состояний происходили по итерационному закону получения множества Кантора. В [14]
показано, что в этом случае (в пределе N → ∞) описание процесса сходится к дробному
интегралу

d−qf(x)

dx−q
=

1

Γ(q)

1∫
0

(1− y)q−1f(yx) dy,

причем показатель q в нем указывает на долю сохранившихся состояний и совпадает с

фрактальной размерностью множества.
В [15–17] показано, что при описании материалов с «памятью» интегральные опера-

торы можно заменить дифференциальными.
При описании свойств хаотической среды может быть использована дробная произ-

водная [13–23]. Например, механическая модель деформируемого тела может быть пред-
ставлена как некоторая система, состоящая из упругих и вязких элементов [13].

Для упругого элемента справедлив закон Гука

σ = Eε, (2)

где E — модуль Юнга.
Для вязкого элемента скорость изменения линейных размеров определяется в виде

dε/dt = (1/η)σ или

σ = η dε/dt, (3)

где η — вязкость материала.
Cоотношение между σ и ε, содержащее закон упругости (2) и закон вязкости (3) как

предельные случаи, можно записать в виде (см. [13, с. 125]) σ(t) = K dqε(t)/dtq, откуда
следует закон Гука при q = 0, K = E и закон вязкости Ньютона при q = 1, K = η.

Таким образом, при описании вязкоупругих свойств сред с промежуточными состоя-
ниями можно сделать предположение о дробном значении q в зависимости напряжения от
деформаций.

Существует несколько определений дробных производных [18, 19]. Одним из наибо-
лее распространенных является определение дробной производной в смысле Римана —
Лиувилля

dqf(x)

dxq
=

1

Γ(n− q)

dn

dxn

x∫
a

f(y) dy

(x− y)q−n+1
при n− 1 6 q 6 n,

где Γ(n) — гамма-функция.
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Остановимся на определении дробной производной. Функции, для которых полное при-
ращение

∆hf(x) = f(x + ∆x)− f(x)

представимо в виде

∆hf = A(∆x)h + α(x)(∆x)h (lim α(x) → 0 при (∆x)h → 0), (4)

можно разделить на два класса:
а) если h = 1; 0, то f(x) принадлежит классическому множеству дифференцируемых

функций;
б) если h 6= 1, h 6= 0 (показатель Гëльдера), то f(x) принадлежит множеству функ-

ций, для которых производная в обычном смысле не существует, а существует дробная
производная [19]

dhf(x)

dxh
= lim

∆hf

∆xh
, ∆xh → 0. (5)

Из (4) следует, что если ввести логарифмическую метрику, то приращение функции
lg ∆hf будет линейным относительно приращения независимого переменного lg ∆x, и, сле-
довательно, можно применить стандартное дифференциальное исчисление.

1. Дробная производная и фрактальная размерность множества. Иногда
фракталы определяют как непрерывные функции, которые ни в одной точке не имеют
производной (касательной) [24]. В связи с этим при анализе локальных свойств фракталь-
ного множества имеет смысл использовать дробную производную.

Для интерпретации связи дробной производной и фрактальной размерности рассмот-
рим определение локальной плотности однородного множества. Приращение массы множе-
ства Ω размерности d определяется в виде ∆M = (∆x)dρ, где ρ — плотность множества;
x — линейные размеры множества. Если объекты однородные, а d — целое число, то
локальная плотность равна

ρ(x) =
dM(x)

dµ
= lim

∆µ→0

∆M(x)

∆µ
= lim

∆x→0

ρ(∆x)d

(∆x)d
= ρ,

где ρ — плотность однородного объекта; ∆M = ρ(x)∆xd — приращение массы в окрест-
ности точки x; ∆µ = (∆x)d — приращение меры множества Ω, на котором определяется
плотность ρ.

Для фрактальных структур, полученных удалением некоторого подмножества из

основного множества Ω, приращение массы фрактального множества Mf равно ∆Mf =

ρf∆xdf , локальная плотность —

ρf (x) =
dMf (x)

dµ
= lim

∆µ→0

∆Mf (x)

∆µ
= lim

∆x→0

ρf (∆x)df

(∆x)d
= ρf∆xdf−d. (6)

Из (6) следует

ρf (x) =
dMf (x)

dµ
=


0 при d < df ,

ρf при d = df ,

∞ при d > df .

(7)

Таким образом, согласно (7) производная dMf (x)/dµ имеет конечное значение, если

приращение меры множества ∆µ измеряется не в единицах (∆x)d, а в единицах (∆x)df .
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Из (6) также следует, что df имеет смысл размерности меры Хаусдорфа — Безикови-
ча [1, 2].

Полученный результат можно обобщить следующим образом. Пусть на фрактальном
множестве Ωf задана функция f(x) и точка x = x0 и ее окрестность принадлежат мно-
жеству Ωf с размерностью df . Разобьем отрезок [x, x0] на N частей. Единицей измерения
на n-м этапе выберем ∆xα:

(∆x
(n)
k )α = (1/Nn)(x0 − x),

где Nn = jn, т. е. Nn = jn определяет число отрезков на n-м масштабном уровне; j —
число блоков (ветвистость), участвующих в построении элементарной фигуры фрактала
(для множества Кантора j = 2). Тогда на n-м масштабном уровне длина k-го участка
разбиения равна

∆x
(n)
k = ξn(x0 − x), (8)

где ξ — масштабный фактор (коэффициент подобия множества Ωf ), ξ < 1. Число точек

разбиения отрезка [x, x0] на n-м этапе mn = 1, 2, . . . , jn+1. Такое разбиение отрезка [x, x0]
позволяет каждой точке (элементу) фрактального множества сопоставить точку ультра-
метрического пространства, геометрический образ которого представляется деревом Кей-
ли [24–26].

Согласно определению фрактальной размерности df = α выполняется (1/ξ)nα = Nn.

Из (8) следует, что lim
n→∞

∆x
(n)
k = 0. Таким образом, ∆x

(n)
k — бесконечно малая вели-

чина, т. е., когда n →∞, ультраметрическое пространство становится континуальным.

В дальнейшем приращение аргумента функции на n-м масштабном уровне ∆x
(n)
k бу-

дем обозначать ∆x, т. е. ∆x = ∆x
(n)
k . Координаты точек разбиения на n-м масштабном

уровне определяются в виде xk = x0 − k∆x
(n)
k = x0 − k∆x, где k = 0, 1, 2, . . . , jn+1. При

этом выполняются равенства

∆x = (x0 − x)/(1/ξ)n, ∆xα = (x0 − x)α/Nn, (1/ξ)nα = jn = Nn.

Рассмотрим приращение функции

∆αf(x) = f(x0)− f(x0 −∆x), (9)

которое будем называть первой разностью.
Исходя из (9) можно определить вторую разность ∆2

αf(x) как квадрат оператора ∆α:

∆2
αf(x) = ∆α(∆αf(x)) = ∆αf(x0)−∆αf(x0 −∆x) = f(x0)− 2f(x0 −∆x)− 2f(x0 − 2∆x).

Третью разность можно получить аналогично:

∆3
αf(x) = f(x0)− 3f(x0 −∆x) + 3f(x0 − 2∆x)− 3f(x0 + ∆x).

Отсюда следует, что k-я разность ∆k
αf(x) определяется через знакочередующиеся биноми-

альные коэффициенты:

∆k
αf(x0) =

m∑
k=0

(−1)kCk
n(f(x0 − k∆x)), Ck

m =
m!

k!(m− k)!
, m = jn+1.

В то же время из определения∆α следует f(x0−∆x) = f(x0)−∆αf(x0) = (1−∆α)f(x0), где
1 — тождественный оператор. Тогда можно записать f(x− 2∆x) = (1−∆α)f(x0 −∆x) =
(1 − ∆α)2f(x0). В общем случае f(x0 − k∆x) = (1 − ∆α)kf(x0). Отсюда следует, что
f(x) = (1−∆α)mf(x0), так как согласно (8) x = x0 −m∆x, где m = jn+1.
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Разложив бином (1−∆α)k по формуле Ньютона, получим

f(x) =
m∑

k=0

(−1)kCk
m∆k

αf(x0). (10)

Общий член суммы в правой части (10) преобразуем к виду

Ck
m∆k

αf(x0) = Ck
m

∆k
αf(x0)

(∆xα)k
(∆xα)k =

=
m(m− 1) · · · (m− k + 1)

k!

∆k
αf(x0)

(∆xα)k
(x0 − x)αk

Nn
= Pmk

∆k
αf(x0)

k!(∆xα)k
(x0 − x)αk,

где Pmk = m(m− 1) · · · (m− k + 1)/Nn, k = 1, 2, . . . , m.
Таким образом, (10) можно записать в следующем виде:

f(x) =
m∑

k=0

(−1)k
Pmk∆

k
αf(x0)

(∆xα)k
(x0 − x)αk.

При конечном k и бесконечно большомm (m →∞) для функции f(x) получаем аналог
ряда Тейлора

f(x) =
∞∑

k=0

jkf (αk)(x0)

k!
(x0 − x)αk,

или

f(x) =
∞∑

k=0

ak(x0 − x)αk, (11)

где ak = (jk/k!)f (αk)(x0); f (αk)(x0) = lim
∆x→∞

(∆k
αf(x0)/(∆xα)k) — дробная производная k-го

порядка функции f(x) в точке x = x0 на фрактальном множестве Ωf .
Коэффициенты ряда (11) зависят не только от дробной производной k-го порядка

функции f(x) в точке x = x0, но и от ветвистости фрактального множества j, на котором
задана функция f(x). Из (11) следует, что первая производная (k = 1) определяется в виде

dαf(x0)

dxα
= f (α)(x0) = lim

∆xα→0

∆αf(x0)

∆xα
= lim

∆xα→0

f(x0)− f(x0 −∆x)

∆xα
,

что совпадает с определением (5).
Дробную производную можно определить через интеграл от функции f(x) на фрак-

тальном множестве Ωf . Интеграл будет равен пределу от интегральной суммы

b∫
a

f(x)(dx)α = lim
∆xα→0

∞∑
k=1

f(x0 − (k − 1)∆x)(∆x)α. (12)

Если рассмотреть функцию Φ(x) =

x∫
0

(x − t)α−1f(t) dt, то можно показать, что

dα

(dx)α
Φ(x) = f(x), т. е. Φ(x) является аналогом первообразной для функции f(x) и выпол-

няется
x∫

0

f(t)(dt)α =

x∫
0

(x− t)α−1f(t) dt.
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Таким образом, определены дробные дифференциально-интегральные представления,
которые по построению связаны с процедурой создания фрактального множества, опреде-
ляющего свойства функции f(x).

2. Вязкоупругие свойства. Для установления зависимости напряжений σ от де-
формаций ε для сред, в которых состояния зависят от времени t и часть состояний по
определенному закону вырезается (удаляется), используем принцип суперпозиции Больц-
мана и дробное интегродифференциальное представление.

Предположим, что процесс деформирования частицы (локальной области в однород-
ном напряженном состоянии) начинается в момент времени t = 0. Разобьем отрезок [0, t]
точками согласно изложенному выше: τ0 = 0, τ1 > τ0, τ2 > τ1, . . . , τn = t > τn−1, которые
совпадают с концами невырезанных состояний. При этом ∆τα

n = τn+1 − τn = t/Nn, где
Nn = jn — число отрезков; α = df = ln j/ ln ζ−1 — фрактальная размерность множества;
ζ — масштабный фактор (показатель подобия), характеризующий уменьшение величины
блока (области) на каждом масштабном уровне [2].

Если считать, что на каждом отрезке [τk−1, τk] компоненты тензора деформаций по-
стоянны и равны εkl(τk), то можно предположить, что каждое значение компоненты εkl(τk)
влияет на значения компонент тензора напряжений σij(τk) в момент времени t по линей-

ному закону σ
(k)
ij (τk) = Cijklεkl(τk), где Cijkl = Cijkl(t, τk) — тензор влияния. Согласно

принципу суперпозиции Больцмана

σij(t) =
Nn∑
n=1

Cijkl(t, τn)εkl(τn)(∆τn)α,

переходя к пределу при ∆τα
n → 0, получим

σij(t) =

t∫
0

Cijkl(t, τ)εkl(τ)(dτ)α.

Значение α = 1 соответствует непрерывному процессу. Выражения для деформаций εkl

через напряжения σij получают аналогично:

εij(t) =

t∫
0

Sijkl(t, τ)σkl(τ)(dτ)α.

В экспериментах установлено, что материалы с «длинной памятью» при быстром

нагружении мгновенно реагируют на текущие напряжения, после чего начинаются ползу-
честь и релаксация. Это означает, что коэффициенты влияния Cijkl и Sijkl (ядра) имеют
аддитивную сингулярную составляющую (пропорциональную δ-функции) [21, 22], т. е.

Cijkl(t, τ) = C0
ijklδ(t− τ) + Rijkl(t, τ), Sijkl(t, τ) = S0

ijklδ(t− τ) + Πijkl(t, τ),

где C0
ijkl, S0

ijkl — модули мгновенных упругости и податливости; Rijkl(t, τ), Πijkl(t, τ) —
ядра релаксации и ползучести соответственно.

Таким образом,

σij(t)=C0
ijklεkl(t) +

t∫
0

Rijkl(t, τ)εkl(τ) (dτ)α, εij(t)=S0
ijklσkl(t) +

t∫
0

Πijkl(t, τ)σkl(τ) (dτ)α. (13)

Соответствующие (13) дифференциальные уравнения с дробными производными имеют
вид

dασ

dτα
= C

dαε

dτα
+ Rε,

dαε

dτα
= S

dασ

dτα
+ nσ. (13′)
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Например, для непрерывных процессов (α = 1) для сред Максвелла и Фохта уравне-
ния (13′) принимают вид [22]

dσ

dt
= η

dε

dt
+ µε,

dε

dt
=

1

µ

dσ

dt
+

1

η
σ,

где η — коэффициент вязкости среды; µ — модуль сдвига.
Для среды Зинера [22], которая объединяет среды Максвелла и Фохта, уравнение при-

мет вид

σ + τε
dασ

dtα
= µ

(
ε + τσ

dαε

dtα

)
, (14)

где µ0 = µ(ω)
∣∣
ω=0

; µ∞ = lim
ω→∞

µ(ω); τε/τσ = µ0/µ∞; ω — частота воздействия на образец.

Для решения уравнений с дробными производными (14) удобно использовать преоб-
разование Фурье:

f̄(ω) =
1√
2π

∞∫
−∞

f(t) exp (−iωt) dt; (15)

f(t) =
1√
2π

∞∫
−∞

f̄(ω) exp (iωt) dω. (16)

С учетом правила нахождения дробной производной (см. (11) и [19]) из (15) получим

dαf(t)

dtα
=

1

2π

∞∫
−∞

(iω)αf̄(ω) exp (iωt) dω. (17)

Применяя преобразование Фурье (15) к (14) с учетом (17), получим σ̄ + (iωτ)ασ̄ = 2µ0(σ̄ +
(iωτ)αε̄), откуда µ(iω) = µ∞ − (µ∞ − µ0)/[1 + (iωτε)

α]. Учитывая, что µ(iω) = µ + iµ′

(µ = Re µ(iω), µ′ = Im µ(iω)), получим

µ∞ − µ

µ∞ − µ0
=

1 + (ωτ)α cos (πα/2)

1 + 2(ωτ)α[cos (πα/2) + (ωτ)α]
,

(18)
µ∞ − µ′

µ∞ − µ0
=

(ωτ)α sin (πα/2)

1 + 2(ωτ)α[cos (πα/2) + (ωτ)α]
.

Параметр α связан с дробной размерностью фрактального множества и является харак-
теристикой локализации (размытости) релаксационного спектра.

На рис. 2,а,б представлены дисперсионные зависимости действительной µ и мнимой µ′

частей относительного модуля сдвига вязкоупругой среды от lg t∗ (t∗ = ωτ) (кривая 1 —
α = df = 0,63 (множество Кантора); кривая 2 — α = 0,9).

Для определения зависимости плотности распределения релаксационного спектра от

параметра α рассмотрим следующую задачу.
Пусть деформации описываются ступенчатой функцией ε = ε0η(t), dε/dt = ε0δ(t),

где η(t) — функция Хевисайда; δ(t) — дельта-функция Дирака. Тогда для напряжения σ
можно записать [22] σ = 2µ(t)ε0, µ(t) = µ0 + Φµ(t), где для среды Зинера функция Φµ(t)
имеет вид

Φµ(t) = (µ∞ − µ0) exp (−t/τε). (19)
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Рис. 2

Если среда описывается дискретным распределением времени релаксации τi, то по
аналогии с (19) можно записать

Φµ(t) = (µ∞ − µ0)
∑

i

Ni exp(−t/τ i
ε),

∑
i

ni = 1. (20)

С учетом перехода от интегральной суммы к интегралу (12) согласно (20) получим

Φµ(t) =

∞∫
−∞

f1(τ) exp (−t/τε)(dτ)α, (21)

где f1(τ) — плотность релаксационного спектра. Формулу (21) можно преобразовать к
виду

Φµ(t) =

∞∫
−∞

f(τ) exp (−t/τε)(d ln τ)α.

Для функции распределения времени релаксации f(τ) условие нормировки имеет вид

∞∫
−∞

f(τ)(d ln τ)α = µ∞ − µ0.

Таким образом, зависимость между модулем сдвига µ(t) и функцией распределе-
ния f(τ) имеет вид

µ(t) = µ0 +

∞∫
−∞

f(τ) exp(−t/τε) (d ln τ)α.

Если известно фурье-преобразование µ(t), то фурье-преобразование функции f(τ) име-
ет вид [21]

f̄(1/ω) = ±(1/π)Im µ(ω exp (±iπ)). (22)

Подставляя в (22) значения µ′(t) из (18), можно определить f(τ) для среды Зинера:

f(τ) =
(µ∞ − µ0) sin (απ)

2π{ch [ln (α(τ/τε))] + cos (απ)}
.
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Рис. 3

Зависимость нормированной плотности распределения среды Зинера f0(τ) =
f(τ)/(µ∞ − µ0), или

f0(τ) =
sin (απ)

2π{ch [α ln (τ/τε)] + cos (απ)}
для двух динамических состояний представлена на рис. 3. Для α = 0,9 (кривая 2 на
рис. 3), т. е. среды, близкой к динамике с непрерывными состояниями, функция f0 в по-
лулогарифмических координатах переходит в дельта-функцию Дирака при α = 1. Для
среды с хаотической динамикой, порождающей состояния с фрактальной размерностью
α = df = 0,63 (кривая 1 на рис. 3), равной размерности канторовской «пыли», функция f0

имеет размытый спектр, т. е. порядок дробной производной α можно рассматривать как
характеристику размытости релаксационного спектра.

Зависимость между дисперсией времени релаксации хаотической динамики γ2 и па-
раметром α имеет вид

γ2 =

∞∫
−∞

ln2(τ/τε)f0(τ) d ln τ =
π2

3

1− α2

α2
,

т. е. γ2 = (π2/3)(1− d2
f )/d2

f .
Таким образом, на основе вязкоупругих свойств неупорядоченной фрактальной среды

установлена связь между фрактальной размерностью, дробной производной и размыто-
стью релаксационного спектра.
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