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Введение

Одной из задач анализа сигналов с фазовой манипуляцией (ФМ), принятых на фоне
аддитивного шума, является оценка плотности распределения вероятности фаз симво-
лов. При этом случайная величина представляет собой углы фазы в диапазоне [−π;π] или
[0; 2π]. Такое распределение называют круговым или полярным распределением [1, 2].

Измеренные значения фаз, являющиеся оценками начальных фаз комплексных оги-
бающих, соответствующих элементарным символам принимаемого ФМ-сигнала, можно
рассматривать как точки на единичной окружности. При этом значение фазы n-го сим-
вола в общем случае можно представить в форме

ψn = ϕn + ζn + ψs + nωdTsym, n = 1, . . . , N, (1)

где ϕn — истинные значения фаз передаваемого символа, ζn — ошибка измерения, связан-
ная с аддитивным шумом, ψs — постоянное смещение фазы, ωd — доплеровское смещение
частоты, Tsym — длительность символа.

При этом, как указано выше, ψn ∈ [−π;π] или ψn ∈ [0; 2π].
Значения фаз символов ϕn в зависимости от порядка ФМ, обозначаемого M , могут

принимать значения: {0;π} для двоичной ФМ (BPSK — Binary Phase-Shift-Keying), т. е.
при M = 2;

{
0;
π

2
;π;

3π

2
≡ −π

2

}
для квадратурной ФМ (QPSK — Quadrature Phase-Shift-

Keying), т. е. при M = 4; и т. д., и соответствуют определенной последовательности бит
(см. [3]). В данной работе полагаем, что эта последовательность является информацион-
ной, а значит неизвестна. Также неизвестны соответствующие вероятности возможных
значений символов pm. При этом отметим, что на практике часто значения символов
(бит) равновероятны, а значит

pm =
1

M
, m = 0, . . . ,M − 1. (2)

Однако в ряде практических случаев в информационных последовательностях встре-
чаются длительные сегменты одинаковых (обычно {0}) символов. Кроме того, в условиях
ограниченной (и относительно небольшой) выборки очевидно, что условие (2) далеко не
всегда выполнено.

Целью данной работы является оценка плотности распределения вероятностей фаз
по выборке фаз символов принятого информационного неизвестного ФМ-сигнала. При
этом при передаче таких сигналов по каналам с быстро изменяющимися характеристика-
ми искомая оценка должна быть получена достаточно оперативно, т. е. на длительности
сигнала, содержащего небольшое количество символов. Таким образом, объем анализи-
руемой выборки в этом случае невелик.

Обозначим плотность распределения вероятностей фаз как W (θ), а ее оценку как
Ŵ (θ). Для получения данной оценки в работе осуществляется регуляризация коэффи-
циентов Фурье, рассчитываемых на основе имеющихся измерений фаз символов прини-
маемого зашумленного сигнала.

Отметим, что так как истинные значения символов (бит) модулируемой последова-
тельности (и, следовательно, значения фаз ϕn) неизвестны, то рассматриваемый метод
можно классифицировать как метод слепой оценки плотности распределения вероятно-
стей фаз.

Статья организована следующим образом. В пункте 1 рассмотрена оценка коэффици-
ентов Фурье для построения эмпирической плотности распределения вероятностей фаз
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по имеющейся выборке в виде ряда. В п. 2 проанализирован вопрос регуляризации дан-
ных коэффициентов. Приведена регуляризация методом Тихонова, а также предложены
стабилизирующие множители с учетом специфики данной задачи. Результаты числен-
ного эксперимента представлены в п. 3. Выводы по работе сформулированы в п. 4.

1. Метод оценки эмпирической плотности распределения
вероятностей фаз

В данной работе ограничимся рассмотрением случая, когда постоянное и доплеров-
ское смещения фазы отсутствуют. Тогда вместо (1) имеем неклассифицированную вы-
борку значений фаз вида

ψn = ϕn + ζn, n = 1, . . . , N. (3)

Некоторые методы параметрического и непараметрического оценивания плотностей
распределения вероятностей достаточно полно рассмотрены и проанализированы в [4, 5].
Отсюда следует, что локальные методы требуют достаточно большой объем анализиру-
емой выборки. Тоже касается и, например, гистограммного метода оценивания. Приме-
нение метода максимума правдоподобия требует обоснованного и не всегда очевидного
выбора модели искомой плотности распределения, а также значительных вычислитель-
ных затрат даже при относительно небольшом объеме анализируемой выборки. Поэтому
в условиях малого объема выборки представляется целесообразным применение метода
аппроксимации с использованием ортогональных функций. В этом случае искомая плот-
ность распределения вероятностей представляется в виде ряда

W (θ) =

∞∑
k=1

ckfk (θ),

где ck — коэффициенты ряда, fk (θ) — ортогональные базисные функции.
Оцениваемая эмпирическая плотность распределения является априорно периодиче-

ской функцией, а значит для получения решения естественно использование тригоно-
метрического базиса, что следует из [6, 7].

Как известно [1, 2], плотность кругового распределения вероятности фазW (θ) можно
записать в виде разложения в тригонометрический ряд Фурье:

W (θ) =
1

2π

[
1 + 2

∞∑
k=1

(
ak cos

(
kθ
)

+ bk sin
(
kθ
))]

. (4)

Оценку коэффициентов ak, bk получим на основе выборки (3) методом ортогональных
разложений (проекций) [5] следующим образом:

âk =
1

N

N∑
n=1

cos (kψn), b̂k =
1

N

N∑
n=1

sin (kψn). (5)

В результате получим оценку плотности распределения вероятностей фаз:

Ŵ (θ) =
1

2π

[
1 + 2

K∑
k=1

(
âk cos

(
kθ
)

+ b̂k sin
(
kθ
))]

, (6)

где K — число коэффициентов Фурье.
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Такую оценку называют также ортогональной оценкой плотности распределения ве-
роятности случайной величины [5].

Отметим, что в случае, когда плотность распределенияW (θ) является симметричной,
коэффициенты (см. [7, 8])

bk ≡ 0, k ∈ [0;∞) . (7)

Тогда вместо (4) имеем

W (θ) =
1

2π

[
1 + 2

∞∑
k=1

(
ak cos

(
kθ
))]

, (8)

а соответствующая оценка есть

Ŵ (θ) =
1

2π

[
1 + 2

K∑
k=1

(
âk cos

(
kθ
))]

. (9)

Рассмотрим свойства оценки плотности распределения вероятностей фаз.
Так как на практике имеем лишь оценки коэффициентов âk, то сначала рассмотрим

их свойства. Ограничиваясь случаем ωd = 0, а также принимая во внимание [5], при-
ходим к тому, что âk есть несмещенная оценка ak. Отметим, что при ωd 6= 0 каждый
очередной символ принимаемого сигнала имел бы линейно растущую фазовую добавку,
что можно интерпретировать как вращение вектора на плоскости, ограниченной единич-
ной окружностью.

Кроме того, согласно [5, 9], оценка âk также является состоятельной, т. е. устремив
N →∞ в (5) имеем

∀χ > 0 lim
N→∞

P (|âk − ak| < χ) = 1.

Однако оценка Ŵ (θ) (9) является несмещенной лишь в случае, когда W (θ) можно
точно представить суммой конечного ряда с числом элементов K. При этом смещение
будет тем меньше, чем больше число членов ряда K и чем быстрее будут убывать коэф-
фициенты ak (см. подробнее в [5]). Важно отметить, что скорость убывания коэффици-
ентов ak связана не с погрешностью оценки фазы, а с ошибкой фазы символа, зависящей
от отношения сигнал/шум (ОСШ).

Кроме того в [10, 11] показано, что

lim
K→∞

K∑
k=1

âk cos
(
kθ
)

не является “хорошим” приближением суммы ряда (в метрике C)

∞∑
k=1

ak cos
(
kθ
)
,

что связано с неустойчивостью ее к малым изменениям коэффициентов âk. А значит и
оценка (9) в случае несогласованного выбора значения K не может являться состоятель-
ной оценкой W (θ).

Таким образом, для получения оценки плотности распределения вероятностей фаз
естественно воспользоваться методом регуляризации.
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2. Регуляризированная оценка Ŵ (θ)

2.1. Регуляризация методом Тихонова

Задача суммирования рядов Фурье с приближенными коэффициентами рассмотрена
в работах [12, 13]. В соответствии с этими работами вводят стабилизирующий множитель
в форме

g (k, α) =
1

1 + αλk
, (10)

в результате чего оценки коэффициентов (5) преобразуются к виду

âαk =
âk

1 + αλk
, b̂αk =

b̂k
1 + αλk

, (11)

где α — параметр регуляризации, λk — последовательность положительных чисел, при-
чем αλk ≈ 0 при малых k, а при больших k значение αλk достаточно быстро возрастает,
так что αλk →∞.

В результате регуляризированную оценку плотности распределения вероятностей фаз
получим из выражения

Ŵα (θ) =
1

2π

[
1 + 2

K∑
k=1

(
âkg (k, α) cos

(
kθ
))]

=
1

2π

[
1 + 2

K∑
k=1

(
âαk cos

(
kθ
))]

. (12)

Последовательность λk может представлять собой, например (см. [14]), ряд чисел
вида

λk = k2+z,

где z ≥ 0. При этом выбор параметра α должен быть согласован с погрешностью опре-
деления коэффициентов Фурье âk и b̂k, а значит зависит от значений их дисперсий, т. е.
α = α

(
σ2a, σ

2
b

)
. Заметим, что так как оценка коэффициентов âk и b̂k осуществляется по

одной и той же выборке фаз, то вполне допустимо, что σ2a = σ2b = σ2, и тогда α = α
(
σ2
)
.

Кроме того на выбор значения α также влияет порядок роста последовательности λk.
Рассмотрим подробнее погрешность получаемой оценки Ŵ (θ). Представим оценки

коэффициентов Фурье в форме
âk = ak + ηk,

где ηk — ошибка полученной оценки. При этом для больших номеров k значения коэф-
фициентов ak → 0. Следовательно, можно утверждать, что найдется K∗ такое, что

1

π

∞∑
k=K∗+1

(
âk cos

(
kθ
)) ∼= 1

π

∞∑
k=K∗+1

(
ηk cos

(
kθ
))

= ς1 (θ) .

В свою очередь

W (θ) ∼=
1

2π

[
1 + 2

K∗∑
k=1

(
ak cos

(
kθ
))]

,

и тогда оценка плотности распределения вероятностей фаз есть
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Ŵ (θ) =
1

2π

[
1 + 2

K∗∑
k=1

(
âk cos

(
kθ
))]

=
1

2π

[
1 + 2

K∗∑
k=1

((
ak + ηk

)
cos
(
kθ
))]

=
1

2π

[
1 + 2

K∗∑
k=1

(
ak cos

(
kθ
))

+ 2

K∗∑
k=1

(
ηk cos

(
kθ
))] ∼= W (θ) + ςK∗ (θ) .

Здесь ς1 (θ) и ςK∗ (θ) — фактически аддитивные шумовые составляющие.
Так как значениеK∗ несколько условно и зависит, в первую очередь, от значения дис-

персии фазы, а точнее от отношения сигнал/шум (ОСШ) на входе приемника (в рамках
данной задачи измерителя фазы принимаемых символов), при этом K > K∗, то для по-
вышения точности регуляризированной оценки плотности распределения вероятностей
фаз можно использовать двухпараметрическую стабилизирующую функцию вида

g (k, α, β) =
1

1 + αλk (β)
, (13)

обеспечив различную скорость роста при k < K∗ и k > K∗ (см. [15]) путем выбора
параметра β. По сути это можно интерпретировать как частоту среза фильтра нижних
частот.

Тогда получим регуляризированную оценку плотности распределения вероятностей
фазы в форме

Ŵα,β (θ) =
1

2π

[
1 + 2

K∑
k=1

(
âkg (k, α, β) cos

(
kθ
))]

. (14)

Примеры и свойства двухпараметрических стабилизирующих функций рассмотрены
в [16, 17].

2.2. Регуляризация коэффициентов Фурье
плотности распределения вероятностей фаз ФМ-сигналов

По аналогии с работой [18] представим выражение для плотности распределения ве-
роятностей фаз ФМ-сигнала порядка M в форме

W (θ) =

M−1∑
m=0

pmW0

(
θ −m2π

M

)
, θ ∈ [−π;π] , (15)

где W0 (θ) — плотность распределения фазы в случае отсутствия модуляции.

1◦. Рассмотрим случай BPSK-сигналов при значениях вероятностей символов

p0 = p1 =
1

2
. (16)

Зададим функцию

h (θ) =
1

2
δ (θ) +

1

2
δ (θ − π) , θ ∈ [−π;π] , (17)

где δ (θ) — дельта-функция вида

δ (θ) =

{
∞, θ = 0,
0, θ 6= 0.

Тогда (15) можно переписать в виде

W (θ) = h (θ) ∗W0 (θ) ,
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где знаком ∗ обозначена операция циклической свертки. Преобразование Фурье функ-
ции (17) имеет вид

H (Θ) =

∫ ∞
−∞

h (θ) exp (−jθΘ) dθ =
1

2

∫ ∞
−∞

(
δ (θ) + δ (θ − π)

)
exp (−jθΘ) dθ

=
1

2

(
1 + exp (−jΘπ)

)
. (18)

Квадрат модуля (18) есть

|H (Θ)|2 = H (Θ)H (−Θ) =
1

2

(
1 + cos (Θπ)

)
. (19)

Разложение в ряд Фурье функции (17) есть

h (θ) = π +
1

π

∞∑
k=1

(
cos (kθ) + cos (kθ) cos (kπ)

)
.

Из функции (19) следует, что при нечетных k имеем нулевые значения коэффици-
ентов ak при разложении функции W (θ). Однако оценки этих коэффициентов âk, по-
лученные из (5) на основе выборки ограниченного объема, очевидно, будут отличны от
нуля. Поэтому введем стабилизирующую функцию вида

g (α) =
1 + cos (kπ)

2 (1 + αλk)
. (20)

После чего получим оценку Ŵα (θ), подставив (20) в (12).

2◦. Рассмотрим случай BPSK-сигналов при значениях вероятностей символов

p0 6= p1.

При этом отметим, что
p0 + p1 = 1. (21)

В этом случае функция (17) имеет вид

h (θ) = p0δ (θ) + p1δ (θ − π) , θ ∈ [−π;π] , (22)

а выражение (19) преобразуется к форме

|H (Θ)|2 =
(
p20 + p21

)
+ 2p0p1 cos (Θπ). (23)

В отличие от случая (16) значения коэффициентов ak при нечетных k будут отличны
от нуля, хотя и малы при близких значениях p0 и p1. Таким образом, требуется учет вкла-
да данных вероятностных коэффициентов, являющихся, в общем случае, неизвестными.
Для этого введем параметр ε, такой что

p0,ε =
1

2
+ ε, p1,ε =

1

2
− ε.

В результате на основе функции (23) получим стабилизирующий множитель вида
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g (k, α, ε) =

√
p20,ε + p21,ε + 2p0,εp1,ε cos (kπ)

1 + αλk
. (24)

Далее, подставив (24) в (12), получим оценку в форме

Ŵα,ε (θ) =
1

2π

[
1 + 2

K∑
k=1

(
âkg (k, α, ε) cos (kθ)

)]
. (25)

Использование параметра β, по аналогии с (20), также допустимо. Тогда

g (k, α, β, ε) =

√
p20,ε + p21,ε + 2p0,εp1,ε cos (kπ)

1 + αλk (β)
. (26)

2.3. Обобщение результатов для ФМ-сигналов порядка (M > 2)

1◦. Рассмотрим случай ФМ порядка M . Положим значения вероятностей

pm =
1

M
, m = 0, . . . , (M − 1) .

Тогда функция h (θ) примет вид

h (θ) =
1

M

M−1∑
m=0

δ

(
θ −m2π

M

)
, θ ∈ [−π;π] . (27)

Разложение в ряд Фурье функции (27) есть

h (θ) = π +
2

πM

∞∑
k=1

(
cos (kθ)

M−1∑
m=0

cos

(
km

2π

M

))
.

Таким образом, в случае, например, сигналов с QPSK-модуляцией (M = 4) следует,
что лишь каждый 4-й коэффициент является ненулевым; в случае PSK-8 (M = 8) —
каждый 8-й.

2◦. Пусть значения вероятностей pm не равны. Отметим, что аналогично (21) выполня-
ется тождество

M−1∑
m=0

pm = 1.

Введем параметры εm, m = 0, . . . , (M − 1), и запишем соответствующие вероятности
в форме

pm,ε =
1

M
+ εm, m = 0, . . . , (M − 1) .

Заменив множитель 1

M
в (27) на pm,ε и выполнив преобразование Фурье, получим

H (Θ, ε) =
M−1∑
m=0

pm,ε exp

(
−jΘm2π

M

)
. (28)

Квадрат модуля (28) есть

|H (Θ, ε)|2 =

M−1∑
m=0

M−1∑
l=0

pm,εpl,ε cos

(
Θ (m− l) 2π

M

)
.
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Тогда соответствующий стабилизирующий множитель есть

g (k, α, ε) =
|H (Θ, ε)|2

1 + αλk
.

3. Численный эксперимент

Для оценки точности получаемой регуляризированной эмпирической плотности рас-
пределения вероятностей фаз проведен следующий численный эксперимент. Имеется вы-
борка фаз вида (3) объема N = 107, полученная для BPSK-сигнала, принятого из канала
с аддитивным белым шумом при значении ОСШ 10дБ. Значения вероятностей зададим
как в (16). На основе данной выборки получим оценку плотности распределения вероят-
ностей фаз из выражения (6), которую обозначим как ŴN , а также регуляризированные
оценки в случае различных видов стабилизирующих множителей, которые обозначим
Ŵα,N , Ŵα,β,N , Ŵα,ε,N , Ŵα,β,ε,N . Соответствующие значения погрешностей данных оце-
нок приведены в таблице.

Таблица. Погрешности регуляризированных оценок плотности распределения вероятностей фаз
для выборки объема N = 107 при p0 = p1 = 0.5 и ОСШ 10дБ

Погрешность Значение

‖ŴN−Ŵα,N‖
‖ŴN‖ 1.47−3

‖ŴN−Ŵα,β,N‖
‖ŴN‖ 1.67−3

‖ŴN−Ŵα,ε,N‖
‖ŴN‖ 1.58−3

‖ŴN−Ŵα,β,ε,N‖
‖ŴN‖ 1.66−3

‖Ŵα,N−Ŵα,β,N‖
‖Ŵα,N‖ 4.38−4

‖Ŵα,N−Ŵα,ε,N‖
‖Ŵα,N‖ 6.05−4

‖Ŵα,N−Ŵα,β,ε,N‖
‖Ŵα,N‖ 6.97−4

Далее в рамках эксперимента примем в качестве “эталонной” плотности распределе-
ния вероятностей фаз оценку вида Ŵα,N .

Из той же выборки фаз объема N = 107 возьмем сегмент длительностью Nψ � N . С
учетом изложенного в настоящей статье метода получим следующие оценки плотности
распределения вероятностей фаз на основе выборки объема Nψ, которые обозначим сле-
дующим образом: Ŵα,Nψ , Ŵα,β,Nψ , Ŵα,ε,Nψ , Ŵα,β,ε,Nψ . Соответствующие примеры оценок
плотности распределения вероятностей фаз при Nψ = 200, значениях вероятностей сим-
волов p0 = p1 = 0.5 и ОСШ 10дБ приведены на рисунке 1. Здесь же приведены оценка
Ŵα,N (при N = 107) и оценка плотности распределения вероятностей фаз, полученная
без применения регуляризации коэффициентов Фурье, которая обозначена как ŴNψ .
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Рис. 1. Пример оценок плотности распределения вероятностей фаз при Nψ = 200, p0 = p1 = 0.5
и ОСШ 10дБ
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На рис. 2 представлены погрешности получаемой оценки плотности распределения
вероятностей фаз в зависимости от объема выборки Nψ в метрике L2, вычисляемые как
относительная погрешность из выражений:

eα =

∥∥∥Ŵα,N − Ŵα,Nψ

∥∥∥∥∥∥Ŵα,N

∥∥∥ , eα,β =

∥∥∥Ŵα,N − Ŵα,β,Nψ

∥∥∥∥∥∥Ŵα,N

∥∥∥ ,

eα,ε =

∥∥∥Ŵα,N − Ŵα,ε,Nψ

∥∥∥∥∥∥Ŵα,N

∥∥∥ , eα,β,ε =

∥∥∥Ŵα,N − Ŵα,β,ε,Nψ

∥∥∥∥∥∥Ŵα,N

∥∥∥ ,

и в соответствии с критерием Колмогорова (метрика C), определяемого из выражений:

dα = sup
∣∣∣Ŵα,N − Ŵα,Nψ

∣∣∣, dα,β = sup
∣∣∣Ŵα,N − Ŵα,β,Nψ

∣∣∣,
dα,ε = sup

∣∣∣Ŵα,N − Ŵα,ε,Nψ

∣∣∣, dα,β,ε = sup
∣∣∣Ŵα,N − Ŵα,β,ε,Nψ

∣∣∣.

Рис. 2. Зависимости погрешностей оценки плотности распределения вероятностей фаз от объ-
ема анализируемой выборки Nψ при p0 = p1 = 0.5 и ОСШ 10дБ в метриках L2 (слева) и C
(справа)

Для сравнения на рис. 2 дополнительно приведены зависимости погрешности оценки
плотности распределения вероятностей фаз при использовании гистограммного метода,
так же как и рассматриваемый метод относящегося к методам нелокального оценивания
плотности распределения вероятностей [4]. Соответствующие погрешности в метриках
L2 и C обозначены как ehist и dhist и вычислены из выражений:

ehist =

∥∥Ŵα,N − Ŵhist,Nψ

∥∥∥∥Ŵα,N

∥∥ , dhist = sup
∣∣Ŵα,N − Ŵhist,Nψ

∣∣, (29)

где Ŵhist,Nψ — оценка плотности распределения вероятностей фаз для выборки объема
Nψ � N , полученная гистограммным методом.
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Оценка плотности Ŵhist,Nψ получена в условиях равного размера ячеек 2π/z при вы-
боре числа z, обеспечивающего оценку с минимальной ошибкой. Заметим, что при вычис-
лении

∥∥Ŵα,N − Ŵhist,Nψ

∥∥ и
∣∣Ŵα,N − Ŵhist,Nψ

∣∣, а также выполнении нормировки к Ŵα,N

в выражении (29) необходимо учесть, что число отсчетов оценки Ŵhist,Nψ меньше, чем
у регуляризированной оценки Ŵα,N . Это также можно отметить в качестве недостатка
гистограммного метода.

Все представленные здесь и далее оценки погрешностей были усреднены по 103 экс-
периментов.

Аналогичные зависимости в случае значений вероятностей p0 = 0.55, p1 = 0.45 и
p0 = 0.7, p1 = 0.3 приведены на рис. 3 и рис. 4 соответственно.

Рис. 3. Зависимости погрешностей оценки плотности распределения вероятностей фаз от объ-
ема анализируемой выборки Nψ при p0 = 0.55, p1 = 0.45 и ОСШ 10 дБ в метриках L2 (слева) и
C (справа)

Из приведенных зависимостей видно, что в случае значительного “перекоса” веро-
ятностей p0 и p1 получаемые значения погрешностей eα,ε (Nψ) и eα,β,ε (Nψ) сходятся к
eα (Nψ) и eα,β (Nψ) соответственно, так как в этом случае ε ≈ 0.5, и, как следствие, чис-
лители в (24) и (26) становится близким к 1, т. е. приходим к тихоновскому стабилизатору
вида (10) или двухпараметрическому стабилизатору вида (13). Также на рис. 4 можно
заметить, что eα,ε (Nψ) для p0 = 0.7, p1 = 0.3 идет несколько ниже зависимости eα (Nψ).
Это объясняется тем, что при малом объеме выборки фаз значения соответствующих
частостей

p̃0 =
n0
Nψ

, p̃1 =
n1
Nψ

отличны от заданных значений вероятностей p0, p1. Здесь n0, n1 количество символов 0
и 1 (соответственно значений передаваемых фаз ϕn = {0, π}) в анализируемой выборке
объема Nψ.
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Рис. 4. Зависимости погрешностей оценки плотности распределения вероятностей фаз от объ-
ема анализируемой выборки Nψ при p0 = 0.7, p1 = 0.3 и ОСШ 10дБ в метриках L2 (слева) и C
(справа)

4. Заключение

В работе рассмотрен метод устойчивого суммирования рядов Фурье с приближенны-
ми коэффициентами применительно к задаче оценки плотности распределения вероят-
ностей фаз ФМ-сигналов, полученных из канала с аддитивным шумом. В рамках данной
задачи показано влияние вероятней символов исходной выборки фаз, для учета которых
введена ε-регуляризация. Показано, что введение многопараметрических стабилизиру-
ющих множителей обеспечивает наибольшую точность получаемого решения в случае
близких значений вероятностей символов, т. е. при p0 ≈ p1 ≈ 1/2 (при этом p0 + p1 = 1),
что имеет место в большинстве практических случаев. Вместе с тем при анализе вы-
борок небольшого объема часто возможен случай “перекоса” вероятностей, что учтено
выбором параметра ε.

Таким образом, для случая анализа зашумленных ФМ-сигналов на основе выборок
фаз малого объема рассмотренный метод является достаточно эффективным как по
точности, так и в вычислительном плане (по сравнению с гистограммным методом и ме-
тодом максимума правдоподобия), обеспечивая оперативность получения оценки плот-
ности распределения вероятностей фаз.

Отметим, что при решении данной задачи методом максимума правдоподобия потре-
буется введение параметра ε для учета “перекоса” вероятностей аналогично рассмотрен-
ному методу. При этом вычислительная сложность увеличится, а выбор модели должен
быть обоснован. При большем объеме анализируемой выборки фаз метод гистограмм
потенциально может обеспечить меньшую погрешность оценки, однако это снизит опера-
тивность получения данной оценки, а для каналов с быстроменяющимися параметрами
такая оценка может быть неадекватна.

Потенциально применение базисов Эрмита, Лежандра или Чебышева для рассмот-
ренной задачи оценки плотности распределения вероятностей фаз на основе анализа
выборки фаз малого объема может дать меньшую погрешность получаемой оценки при
некотором увеличением вычислительной сложности.
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Вопрос выбора параметров регуляризации не был включен в данную статью, ввиду
ограниченности ее объема.

Литература

1. Mardia K.V., Jupp P.E. Directional Statistics. –– John Wiley & Sons Inc, 2000.
2. Jammalamadaka S.R., SenGupta A. Topics in Circular Statistics. –– Singapore: World

Scientific Publishing Co., 2001.
3. Xiong F. Digital Modulation Techniques. –– Boston: Artech House Inc, 2006.
4. Сирота А.А. Методы и алгоритмы анализа данных и их моделирование в MATLAB.––СПб.:

БХВ-Петербург, 2016.
5. Губарев В.В. Алгоритмы статистических измерений.––М.: Энергоатомиздат, 1985.
6. Жук В.В., Нантон Г.И. Тригонометрические ряды Фурье и элементы теории аппрокси-

мации.–– Л.: Изд-во Ленинградского университета, 1983.
7. Жук В.В. Аппроксимация периодических функций. –– Л.: Изд-во Ленинградского универ-

ситета, 1982.
8. Толстов Г.П. Ряды Фурье. –– М.: Наука. Главная редакция физико-математической лите-

ратуры, 1980.
9. Метод статистических испытаний / Н.П. Бусленко, Д.И. Голенко, И.М. Соболь и др. –– М.:

Гос. изд-во физико-математической литературы, 1962.
10. Тихонов А.Н., Арсенин В.Я. Методы решения некорректных задач.––М.: Наука, 1979.
11. Кабанихин С.И. Обратные и некорректные задачи.––Новосибирск: Сибирское научное изд-

во, 2009. Перевод: Kabanikhin S.I. Inverse and Ill-Posed Problems: Theory and Applications. ––
Berlin: De Gruyter, 2012.

12. Тихонов А.Н. Об устойчивых методах суммирования рядов Фурье // Докл. АН СССР.––
1964.–– Т. 156, N◦-- 2. –– С. 268–271.

13. Арсенин В.Я. Об оптимальном суммировании рядов Фурье с приближенными коэффици-
ентами // Докл. АН СССР.–– 1968. –– Т. 183, N◦-- 2. –– С. 257–260.

14. Численные методы решения некорректных задач / А.Н. Тихонов, А.В. Гончарский, В.В. Сте-
панов и др.––М.: Наука, 1990.

15. Жуков А.И. Метод Фурье в вычислительной математике. ––М.: Наука. Главная редакция
физико-математической литературы, 1992.

16. Маслаков М.Л. Применение двухпараметрических стабилизирующих функций при реше-
нии интегрального уравнения типа свертки методом регуляризации // Журн. вычисл. ма-
тем. и мат. физики. –– 2018. –– Т. 58, N◦-- 4. –– С. 541–549. Перевод: Maslakov M.L. Application
of Two-Parameter Stabilizing Functions in Solving a Convolution-Type Integral Equation by
Regularization Method // Comput. Math. Math. Phys. –– 2018. –– Vol. 58, N◦-- 4. –– P. 529–536. ––
DOI: 10.1134/S0965542518040139.

17. Lu S., Pereverzev S.V. Regularization Theory for Ill-posed Problems. –– Berlin: De Gruyter,
2013.

18. Маслаков М.Л. Выбор параметра регуляризации в задачах адаптивной фильтрации //
Журн. вычисл. матем. и мат. физики. –– 2019. –– Т. 59, N◦-- 6. –– С. 951–960. Перевод:
Maslakov M.L. Choice of Regularization Parameter in Adaptive Filtering Problems // Comput.
Math. Math. Phys. –– 2019.–– Vol. 59, N◦-- 6. –– P. 894–903.–– DOI: 10.1134/S0965542519060101.

Поступила в редакцию 11 ноября 2020 г.
После исправления 30 июля 2021 г.
Принята к печати 27 января 2022 г.



М.Л. Маслаков, В.В. Егоров 171

Литература в транслитерации

1. Mardia K.V., Jupp P.E. Directional Statistics. –– John Wiley & Sons Inc, 2000.

2. Jammalamadaka S.R., SenGupta A. Topics in Circular Statistics. –– Singapore: World
Scientific Publishing Co., 2001.

3. Xiong F. Digital Modulation Techniques. –– Boston: Artech House Inc, 2006.

4. Sirota A.A. Metody i algoritmy analiza dannykh i ikh modelirovanie v MATLAB.––SPb.: BKHV-
Peterburg, 2016.

5. Gubarev V.V. Algoritmy statisticheskikh izmerenii. ––M.: Energoatomizdat, 1985.

6. Zhuk V.V., Nanton G.I. Trigonometricheskie ryady Fur’e i elementy teorii approksimatsii. ––
L.: Izd-vo Leningradskogo universiteta, 1983.

7. Zhuk V.V. Approksimatsiya periodicheskikh funktsii. –– L.: Izd-vo Leningradskogo universiteta,
1982.

8. Tolstov G.P. Ryady Fur’e. ––M.: Nauka. Glavnaya redaktsiya fiziko-matematicheskoi literatury,
1980.

9. Metod statisticheskikh ispytanii / N.P. Buslenko, D.I. Golenko, I.M. Sobol’ i dr.––M.: Gos. izd-vo
fiziko-matematicheskoi literatury, 1962.

10. Tikhonov A.N., Arsenin V.Ya. Metody resheniya nekorrektnykh zadach.––M.: Nauka, 1979.

11. Kabanikhin S.I. Obratnye i nekorrektnye zadachi. –– Novosibirsk: Sibirskoe nauchnoe izd-vo,
2009. Perevod: Kabanikhin S.I. Inverse and Ill-Posed Problems: Theory and Applications.––Berlin:
De Gruyter, 2012.

12. Tikhonov A.N. Ob ustoichivykh metodakh summirovaniya ryadov Fur’e // Dokl. AN SSSR.––
1964.–– T. 156, N◦-- 2. –– S. 268–271.

13. Arsenin V.Ya. Ob optimal’nom summirovanii ryadov Fur’e s priblizhennymi koeffitsientami //
Dokl. AN SSSR.–– 1968.–– T. 183, N◦-- 2. –– S. 257–260.

14. Chislennye metody resheniya nekorrektnykh zadach / A.N. Tikhonov, A.V. Goncharskii,
V.V. Stepanov i dr. ––M.: Nauka, 1990.

15. Zhukov A.I. Metod Fur’e v vychislitel’noi matematike.––M.: Nauka. Glavnaya redaktsiya fiziko-
matematicheskoi literatury, 1992.

16. Maslakov M.L. Primenenie dvukhparametricheskikh stabiliziruyuschikh funktsii pri reshenii
integral’nogo uravneniya tipa svertki metodom regulyarizatsii // Zhurn. vychisl. matem. i
mat. fiziki. –– 2018. –– T. 58, N◦-- 4. –– S. 541–549. Perevod: Maslakov M.L. Application of two-
parameter stabilizing functions in solving a convolution-type integral equation by regularization
method // Comput. Math. Math. Phys. –– 2018. –– Vol. 58, N◦-- 4. –– P. 529–536. –– DOI:
10.1134/S0965542518040139.

17. Lu S., Pereverzev S.V. Regularization Theory for Ill-posed Problems. –– Berlin: De Gruyter,
2013.

18. Maslakov M.L. Vybor parametra regulyarizatsii v zadachakh adaptivnoi fil’tratsii // Zhurn.
vychisl. matem. i mat. fiziki.––2019.––T. 59, N◦-- 6.––S. 951–960. Perevod: Maslakov M.L. Choice of
regularization parameter in adaptive filtering problems // Comput. Math. Math. Phys.–– 2019.––
Vol. 59, N◦-- 6. –– P. 894–903.–– DOI: 10.1134/S0965542519060101.



172


