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Проведено исследование влияния инжекции легкого газа на линейную стадию развития вихрей Гёртлера 

в сжимаемом пограничном слое. Задача решается в рамках линейной теории устойчивости и прямого числен-

ного моделирования уравнений Навье – Стокса. Полученные в двух методах скорости роста и профили вихрей 

Гёртлера хорошо согласуются между собой. Показано, что при помощи инжекции гелия в сжимаемый погра-

ничный слой на вогнутой поверхности возможно уменьшить скорости роста вихрей Гёртлера. 
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Введение 

В ламинарном пограничном слое на вогнутой поверхности могут нарастать про-

дольные вихревые структуры, называемые вихрями Гёртлера [1]. Изучению вихрей Гёрт-

лера посвящено множество теоретических, численных и экспериментальных работ [2 – 4]. 

Значительная часть исследований направлена на поиск способов управления вих-

рями Гёртлера. Автомодельный отсос несжимаемого пограничного слоя на вогнутой 

поверхности приводит к уменьшению скоростей роста вихрей Гёртлера на линейной 

стадии развития, однако выявлено, что для заметного уменьшения скоростей роста вих-

рей Гёртлера требуются большие расходы, чем для волн Толлмина – Шлихтинга [5, 6]. 

В работе [7] было экспериментально показано, что для малых скоростей потока можно 

значительно уменьшить скорости нарастания нестационарных вихрей Гёртлера путем 

модулирования основного течения квазистационарными вихрями Гёртлера. Эффективность 

подавления вихрей Гёртлера зависит от фазового сдвига между двумя введенными воз-

мущениями и не зависит от их амплитуды. Расчеты показали, что периодическая в транс-

версальном направлении поверхностная деформация и периодический вдув/отсос приводят 
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к значительному уменьшению энергии стационарных [8] и нестационарных [9] вихрей 

Гёртлера на нелинейной стадии развития в несжимаемом пограничном слое. 

В одной из первых работ, посвященных исследованию вихрей Гёртлера с учетом 

сжимаемости пограничного слоя, численно показано влияние охлаждения поверхности 

и отсоса пограничного слоя на характеристики вихрей Гёртлера в рамках линейной 

теории устойчивости [10]. Установлено, что отсос пограничного слоя приводит к умень-

шению роста вихрей Гёртлера и чем выше число Маха, тем меньше этот эффект. 

При числах Маха M > 4 умеренный отсос пограничного слоя не давал видимого эффекта 

стабилизации. Охлаждение поверхности также не привело к значительному стабилизи-

рующему воздействию на вихри Гёртлера. В работе [11] в рамках решения параболичес-

кой системы уравнений устойчивости было обнаружено, что охлаждение приводит к не-

значительной дестабилизации пограничного слоя по отношению к вихрям Гёртлера. 

В асимптотическом приближении в исследовании [12] было установлено, что нагрев 

поверхности приводит к уменьшению скоростей роста вихрей Гёртлера при определен-

ных условиях. Прямое численное моделирование [13] показало, что отсос пограничного 

слоя в области максимальных чисел Гёртлера приводит к увеличению максимальных 

степеней роста вихрей Гёртлера до 50 %, ниже по потоку от области отсоса степени 

роста становятся меньше на 5 %, чем в отсутствии отсоса. Прямое численное 

моделирование развития вихрей Гёртлера в сжимаемом пограничном слое на вогнутой 

поверхности продемонстрировало, что волнистость поверхности в трансверсальном 

направлении к потоку способствует значительному изменению развития вихрей Гёрт-

лера [14]. Было показано, что при определенных параметрах волнистости возможна 

стабилизация указанных вихрей.  

Настоящая работа является продолжением исследований [15], где в рамках линей-

ной теории устойчивости было установлено, что инжекция гелия в сжимаемый погра-

ничный слой на вогнутой поверхности приводит к уменьшению скоростей роста вихрей 

Гёртлера и второй моды Мэка. Данное исследование влияния инжекции гелия на линей-

ную стадию развития вихрей Гёртлера проводится в рамках теории устойчивости и пря-

мого численного моделирования. 

Постановка задачи 

В работе изучается неустойчивость Гёртлера в сжимаемом пограничном слое 

на вогнутой поверхности. На рис. 1 показана схема расчетной области для течения. 

Исследуется пограничный слой на модели, состоящей из двух частей, представляющих 

собой прямую и вогнутую поверхности. Протяженность прямого участка — 50 мм, 

протяженность вогнутой поверхности — 170 мм. После вогнутой поверхности добавлен 

небольшой участок выпуклой поверхности (с разреженной расчетной сеткой), создан-

ный для минимизации влияния выходного граничного условия.  

Для проведения расчетов в рамках линейной теории устойчивости пограничного 

слоя и представления результатов прямого численного моделирования используется 

поверхностно ориентированная система координат, где координата x направлена вдоль 

поверхности модели, y — по нормали, z — в трансверсальном направлении (рис. 1). 

На границах 1 и 2 установлено условие равномерного набегающего потока с чис-

лом Маха М ≈ 4, на границе 3 — условие истечения в вакуум, на границе 4 (поверх-

ность) — условие прилипания и постоянство температуры Tw ≈ 0,8T0. 

Инжекция гелия (He) производилась в области протяженностью 0,07 L, располо-

женной до источника возмущений, где L = 220 мм — длина модели, она осуществлялась 
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через проницаемую область, верхняя гра-

ница которой располагалась заподлицо 

с поверхностью модели, на нижней гра-

нице (граница 5) задавался постоянный 

массовый расход гелия.  

При прямом численном моделировании граница 6 соответствует источнику возму-

щений потока. На ней задается массовый расход воздуха по формуле: 

0

2
cos ,m m z





 
  

 
 

где 0m  — амплитуда массового расхода,  — длина волны задаваемого возмущения 

в трансверсальном направлении. Протяженность области источника возмущений вдоль 

оси  х  составляет ~ 0,001 L.  

Для построения расчетной сетки область, изображенная на рис. 1, делится на две 

основные подобласти, одна из которых включает в себя пограничный слой, другая — 

внешний поток. На рис. 2 приведен фрагмент расчетной сетки (координата х нормиро-

вана на протяженность модели L). В пограничном слое ячейки ориентированы по по-

верхности. Высота области с пограничным слоем равна максимальной толщине погра-

ничного слоя и постоянна по всей длине модели. На прямом участке модели в нормаль-

ном направлении ячейки сгущены к поверхности, на вогнутом участке модели ячейки 

расположены равномерно. Чтобы на границах областей ячейки были одинаковы, в об-

ласти внешнего потока проведено сгущение ячеек в направлении y. При удалении от по-

верхности ячейки увеличиваются до некоторой высоты, а затем уменьшаются к верхней 

границе 2 для разрешения скачка уплотнения (рис. 2). В трансверсальном направлении z 

расчетная область вмещала одну длину волны задаваемого возмущения . Узлы сетки 

в направлении z расположены равномерно. На боковых границах установлено условие 

симметрии. Подобное построение расчетной сетки успешно использовалось в работе [16] 

для проведения прямого численного моделирования развития стационарных и нестацио-

нарных вихрей Гёртлера. 

Для проверки сеточной сходимости при прямом численном моделировании рас-

четы выполнялись на трех сетках: ny × nz = 50×24, 75×32 и 100×48, где ny — число ячеек, 

приходящихся на пограничный слой, nz — число ячеек на длину волны. Вдоль поверх-

ности модели число ячеек определялось так, чтобы отношение длины ячейки вдоль х 

к высоте ячейки вдоль y было в пределах значений 5 – 10. 

Прямое численное моделирование уравнений Навье – Стокса выполнялось с исполь-

зованием программы Fluent. Для численного решения системы уравнений применялась 

2
3

45 6 x

y

 
 

Рис. 1. Схематичное изображение 

расчетной области. 

1, 2 — входные границы, 3 — выходная граница, 
4 — поверхность, 5 — граница для инжекции гелия, 

6 — источник возмущений потока. 

4
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0,20 0,22 0,24 0,26 0,28 0,30 x 
 

Рис. 2. Фрагмент расчетной сетки. 

Обозначения см. на рис. 1. 
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неявная схема второго порядка. В качестве входного граничного условия использова-

лось pressure far field, в качестве выходного — pressure outlet. На поверхности уста-

навливалось граничное условие wall. Инжекция газа и источник возмущения моделиро-

валось граничным условием mass flow inlet. Вязкость воздуха (набегающий поток) опре-

делялась по закону Сазерленда, теплопроводность — по кинетической теории. Для гелия 

(инжектируемый газ) вязкость и теплопроводность определялись по кинетической 

теории. 

Расчеты в рамках линейной теории устойчивости (ЛТУ) проводились в оригиналь-

ной программе, основанной на решении методом коллокаций линеаризованных урав-

нений Навье – Стокса для возмущений в пограничном слое бинарной смеси газов с уче-

том кривизны поверхности k: 
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где прямая черта над переменной означает невозмущенный поток, штрих — пульса-

ционную составляющую, нижние индексы 1 и 2 относятся к инжектируемому газу и газу 

основного потока соответственно, u, v и w — скорость вдоль направлений x, y и z 

соответственно, T — температура, ρ — плотность, P — давление, μ — динамическая вяз-

кость, (2 3)    — второй коэффициент вязкости,  — теплопроводность, cp — удель-

ная теплоемкость, R — газовая постоянная, с — концентрация компоненты смеси, γ — 

постоянная адиабаты, D12 — коэффициент диффузии смеси, Re — число Рейнольдса, Pr — 

число Прандтля, M — число Маха,  и β — волновые числа возмущения в направлении x 

и z соответственно, ω — круговая частота возмущения. В данном случае исследуется 

пространственная неустойчивость, поэтому предполагается, что ω — вещественная 

величина, а  = r + ii — комплексная величина, где r — реальная часть (реальное 

волновое число в направлении x), i — мнимая часть (степень роста возмущений). Выпи-

санные выше уравнения основаны на уравнениях, записанных в работе [17] для погра-

ничного слоя однокомпонентного газа на плоской пластине. Нормировка размерных 

параметров производится так же, как в [17]. Модификации для бинарной смеси газов 

проведены в рамках приближений, сделанных в исследовании [18], а также добавлен учет 

кривизны поверхности, как в [19]. 

В предположении, что возмущения должны затухать вне пограничного слоя и амп-

литуда возмущений скорости и температуры обращаться в ноль на поверхности, урав-

нения устойчивости решаются с граничными условиями [18]: 
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Результаты 

В результате численного моделирования двумерных уравнений Навье – Стокса 

для ламинарного обтекания исследуемой модели получены профили пограничного слоя 

с инжекцией гелия и без инжекции. На рис. 3 показаны профили пограничного слоя 

на вогнутой поверхности. Скорость U, плотность ρ и температура T нормированы 

на параметры, заданные на входных границах — U∞, ρ∞ и T∞ соответственно, нормальная 

к поверхности координата y нормирована на толщину пограничного слоя δ в соответ-

ствующем сечении, направленная вдоль поверхности координата x — на протяженность 

модели. Следует отметить, что толщина пограничного слоя на вогнутой поверхности 

в случае с инжекцией в ~1,5 раза больше, чем в случае без инжекции. На рис. 3а при-

ведены профили скорости. На внешней границе пограничного слоя скорость уменьша-

ется вниз по потоку. При инжекции гелия производная скорости возле поверхности 

стремится к нулю, т.е. пограничный слой больше подвержен отрыву. Однако отрыва 

пограничного слоя при исследуемых параметрах потока и инжекции не происходит. 

Плотность на границе пограничного слоя увеличивается вниз по потоку (рис. 3b). 

При инжекции гелия в сечении x = 0,9 наблюдается заметное отличие плотности на гра-

нице пограничного слоя от случая без инжекции, что связано с увеличением толщины 

пограничного слоя, которое привело к уменьшению степени поджатия на вогнутой 

поверхности. Температура на внешней границе пограничного слоя уменьшается вниз 



Морозов С.О. 

1124 

по потоку, а инжекция гелия приводит к значительному изменению профиля из-за боль-

шей теплоемкости смеси гелий-воздух (рис. 3c). На рис. 3d показано распределение 

концентрации гелия cHe в пограничном слое. Видно, что cHe не превышает 6,5 % и макси-

мум концентрации уменьшается вниз по потоку. 

На рис. 4 представлена зависимость числа Гёртлера G от продольной координаты х, 

нормированной на протяженность модели L. Число Гёртлера определено по толщине 

потери импульса δ** и кривизне поверхности k: 

e e

e

G ,
U

k

  



 

                                                        (3) 

где Uе, ρе и μе — скорость, плотность и вязкость на границе пограничного слоя. При на-

личии инжекции гелия число G меньше, чем в ее отсутствие, что в основном обуслов-

лено уменьшением толщины потери импульса δ**. Вниз по потоку числа Гёртлера в слу-

чае без инжекции и в случае с инжекцией стремятся друг к другу. При этом при удли-

нении вогнутой поверхности возникает отрыв пограничного слоя, поэтому возможность 

проверить, будут ли числа Гёртлера при больших x совпадать, отсутствует.  

Для полученных профилей пограничного слоя были проведены расчеты степеней 

роста вихрей Гёртлера в рамках линейной теории устойчивости. На рис. 5 показана зави-

симость степени роста вихрей Гёртлера –i , нормированной на протяженность модели, 
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Рис. 3. Профили скорости (а), плотности (b), температуры (c) и концентрации гелия (d), 

полученные без инжекции при x = 0,5 (1), 0,7 (2), 0,9 (3) и 

с инжекцией при x = 0,5 (4), 0,7 (5), 0,9 (6). 
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от длины волны λ, нормированной на толщину пограничного слоя δ. Видно, что мак-

симум степени роста лежит в диапазоне λ/δ = 0,5 – 1 для всех случаев. Инжекция гелия 

приводит к увеличению степеней роста вихрей с длинами волн λ/δ < 0,3 и уменьшению 

степеней роста с λ/δ > 0,3. Таким образом, в рамках ЛТУ показано, что при исследуемых 

параметрах можно уменьшить максимальное значение степени роста вихрей Гёртлера 

в  ~1,3 раза за счет инжекции гелия. 

Для проведения прямого численного моделирования (ПЧМ) развития вихрей Гёрт-

лера на исследуемой модели выбрана размерная длина волны λ = 2 мм, что соответст-

вует λ /δ ≈ 0,9 в случае без инжекции и λ /δ ≈ 0,6 в случае с инжекцией.  

На рис. 6 представлены профили продольной скорости |u′|, трансверсальной ско-

рости |w′| и температуры |t′| возмущения в различных сечениях вдоль модели. Ампли-

туды скорости и температуры возмущения, полученные в результате прямого числен-

ного моделирования, нормированы на параметры, заданные на входных границах — U∞ 

и T∞ соответственно. Профили амплитуды, полученные в рамках линейной теории ус-

тойчивости, нормированы так, чтобы максимум в профиле по абсолютному значению 

совпадал с максимумом профиля, полученного при ПЧМ. Результаты показали, что амп-

литуда возмущений скорости не превышает 0,4 % от скорости набегающего потока, 

а амплитуда температуры составляет менее 1,8 % от температуры набегающего потока. 

Для случая без инжекции (рис. 6а, 6c и 6e) при х = 0,5 видно значительное различие 

профилей, полученных с помощью ЛТУ и ПЧМ, а выше по потоку оно уменьшается. 

Для случая с инжекцией гелия профили продольной скорости и температуры, получен-

ные этими же двумя методами, практически совпадают при х > 0,6, однако профили 

трансверсальной скорости значительно различаются на всей протяженности модели. 

Отличие профилей трансверсальной скорости в случае с инжекцией, возможно, связано 

с неправомерным опусканием некоторых слагаемых с w′ в уравнениях (1). Принято счи-

тать, что в подобных задачах трансверсальная скорость много меньше продольной. 

Такой же результат получен в расчетах, выполненных с помощью прямого численного 

моделирования в случае без инжекции. Здесь амплитуды продольной и трансверсальной 

скоростей отличаются примерно на два порядка, однако в случае ПЧМ с инжекцией эти 

две величины оказались одного порядка. Сравнение максимумов амплитуды профилей 

возмущения показало, что при задании одинаковой начальной амплитуды массового 
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Рис. 4. Зависимость числа Гёртлера G 

от продольной координаты х 

в случае без инжекции (1) и с инжекцией (2). 
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Рис. 5. Зависимость степени роста вихрей 

Гёртлера от трансверсальной длины волны 

в случае без инжекции 

при x = 0,5 (1), 0,7 (2), 0,9 (3) и 

с инжекцией при x = 0,5 (4), 0,7 (5), 0,9 (6). 
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расхода источника возмущений в случаях без инжекции и с инжекцией амплитуды 

возмущения отличаются менее чем в два раза в области источника, а ниже по потоку 

амплитуда возмущений в случае с инжекцией на 1 – 2 порядка меньше. 

На рис. 7а представлена зависимость степени роста возмущения –i с λ = 2 мм 

от продольной координаты x в случае без инжекции, полученная по линейной теории 

устойчивости и в результате прямого численного моделирования. Степени роста по резуль-

татам ПЧМ рассчитывались по формуле 

ln( ),i

d
A

dx
                                                             (4) 
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Рис. 6. Профили продольной скорости (а, b), трансверсальной скорости (c, d) 
и температуры (e, f) возмущения. 

а, c, e — случаи без инжекции, b, d, f — случаи с инжекцией; 

результаты, полученные по ЛТУ при x = 0,5 (1), 0,7 (2), 0,9 (3) и с помощью ПЧМ при  x = 0,5 (4), 0,7 (5), 0,9 (6). 
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где A — амплитуда температуры возмущения. Результаты прямого численного модели-

рования представлены для различных вариантов расчетной сетки и для различных 

амплитуд массового расхода 0m , задаваемого на источнике возмущения. Видно, что 

расчетная сетка и начальная амплитуда практически не влияют на степень роста возму-

щений. Можно отметить небольшое отличие степеней роста в конце модели при nz = 48 

от других случаев, что связано с отсутствием перед выходной границей 3 дополни-

тельной выпуклой поверхности, изображенной на рис. 1, в случае nz = 48. Таким обра-

зом, показана сеточная сходимость рассматриваемой задачи и линейность развития воз-

мущения. 

Сравнение результатов, полученных в рамках линейной теории устойчивости 

при использовании кривизны поверхности в качестве параметра k в уравнениях устойчи-

вости (1), с результатами прямого численного моделирования показало количественное 

и качественное различие результатов. Однако если взять в качестве параметра кривизны k 

локальную кривизну линии тока на границе пограничного слоя (рис. 7b), то результаты 

ЛТУ и ПЧМ в диапазоне x = 0,6 – 1 согласуются гораздо лучше (рис. 7а). 

На рис. 8 представлены зависимости степени роста возмущений –i от х для случаев 

без инжекции и с инжекцией гелия, полученные в рамках линейной теории устойчивости 

и прямого численного моделирования. Для расчетов в рамках ЛТУ в обоих случаях 

использовалась локальная кривизна линии тока на границе пограничного слоя. Резуль-

таты прямого численного моделирования 

и линейной теории устойчивости в случае 

инжекции гелия хорошо согласуются при  

x = 0,6 – 1. Показано, что инжекция гелия 

приводит к уменьшению степеней роста 

на 20 – 30 % в области экспоненциального 

роста.  
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Рис. 7. Зависимости степени роста возмущения (а) и кривизны линии тока (b) 

от продольной координаты. 

a — результаты ПЧМ при nz = 24 (1), 32 (2), 48 (3) и om , а также при nz = 48 и om /10 (4);  

b — кривизна поверхности (1), кривизна линии тока без инжекции (2) и с инжекцией (3). 

 

Рис. 8. Зависимости степени роста вихрей 

Гёртлера от продольной координаты, 

полученные по ЛТУ для случаев 

без инжекции (1) и с инжекцией (2), 

а также методом ПЧМ для случаев 

без инжекции (3) и с инжекцией (4). 
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Выводы 

Численно исследовано влияние инжекции гелия на развитие вихрей Гёртлера 

в сжимаемом пограничном слое. Задача рассмотрена в рамках линейной теории устойчи-

вости и прямого численного моделирования уравнений Навье – Стокса. Исследование 

проведено при числе Маха M ≈ 4 на модели, состоящей из двух основных частей — 

плоской прямой пластины и вогнутой пластины. В результате моделирования получено, 

что число Гёртлера на вогнутой части при инжекции гелия меньше, чем в случае без ин-

жекции. При исследуемых параметрах инжекция гелия приводит к увеличению степеней 

роста вихрей Гёртлера с длиной волны менее 30 % от толщины пограничного слоя 

и к уменьшению степеней роста вихрей Гёртлера с большими длинами волн. 

Прямое численное моделирование показало, что при учете в линейной теории 

устойчивости кривизны линии тока вместо кривизны поверхности модели резуль-

таты расчета степеней роста вихрей Гёртлера в двух используемых методах согласуются 

лучше. При задании одинаковой амплитуды источника возмущений, генерирующего 

вихри Гёртлера, в прямом численном моделировании в случае без инжекции и в случае 

с инжекцией гелия амплитуда возмущений скорости и температуры на вогнутой части 

модели получается меньше на 1 – 2 порядка в последнем случае. Показано, что инжекция 

гелия при исследуемых параметрах приводит к уменьшению степеней роста вихрей Гёрт-

лера на 20 – 30 %. 
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