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1. Введение

При численном решении многих задач газовой динамики и гидродинамики необходи-
мо учитывать процессы теплопроводности и диффузионные процессы.

Как правило, геометрические модели данных задач имеют сложную форму, что на-
кладывает определенные ограничения на использование структурированных сеток. С
другой стороны, актуальной задачей является получение решения с высоким порядком
точности. Из-за большой размерности рассматриваемых задач, остро стоит задача об
использовании средств параллельного программирования для нахождения решения за
приемлемое время. Таким образом, нужен численный метод, который бы обладал высо-
ким порядком точности, компактным шаблоном и при этом был бы хорошо адаптирован
к неструктурированным сеткам. Одним из таких методов является активно развиваю-
щийся метод Галеркина с разрывными базисными функциями. Данный метод обладает
целым рядом конкурентных достоинств: обладает высоким порядком точности полу-
чаемого решения, слабо зависит от вида используемой расчетной сетки, что позволяет
работать с неструктурированными сеточными структурами и при этом обладает ком-
пактным вычислительным шаблоном. Это означает, что при любом выборе системы
базисных функций на каждом шаге вычислений данному методу требуются значения
из текущей ячейки сетки и ее соседей по ребру. При всех перечисленных достоинствах
метод Галеркина с разрывными базисными функциями требует существенных вычисли-
тельных затрат, что, при использовании явных схем, приводит к значительным затратам
вычислительного времени. Одним из перспективных направлений исследований сегодня
является разработка эффективных неявных схем для разрывного метода Галеркина на
неструктурированных сетках. Однако данный подход, несмотря на снятие существенных
ограничений с шага по времени, требует значительных ресурсов для работы со СЛАУ
огромных размерностей, поэтому встает вопрос о максимально эффективном использо-
вании всех возможностей вычислительной техники [1].

Данная работа посвящена разработке неявной схемы метода Галеркина с разрывными
базисными функциями для решения уравнений газовой динамики на треугольных сетках
с учетом вязкости. Численный алгоритм решения при таком подходе сводится к реше-
нию одной системы линейных уравнений на каждом шаге по времени. Для параллельного
исполнения этой операции на сегодняшний день разработано много эффективных реше-
ний для различных архитектур параллельного программирования. Но при этом стоит
отметить, что неявная схема при всех ее достоинствах, имеет значительную сложность в
реализации. Это связано с тем, что неявная схема требует существенно более сложного
численного алгоритма, эффективного подхода при работе с памятью и особого внимания
к матричным структурам, возникающим при выполнении расчетов.

В настоящий момент все более популярными становятся параллельные вычисления
на устройствах GPU. Несмотря на то, что перенос алгоритмов на архитектуру графи-
ческих процессоров, существенно отличающуюся от архитектуры центральных процес-
соров, представляет собой достаточно сложную задачу, GPU все чаще используются в
вычислительной механике, задачах газовой динамики и в вычислительной математике в
целом [2]. Благодаря своей архитектуре, основанной на большом числе вычислительных
ядер, и новому подходу к организации вычислений, применение GPU в вычислениях яв-
ляется очень востребованным. Организация таких вычислений требует мощной, гибкой
и при этом простой по своей логике технологии, которая бы дала возможность использо-
вать все возможности GPU в уже существующих алгоритмах. В данной работе для этих
целей будем использовать средства библиотеки NVIDIA AmgX, написанной на языке
CUDA С.
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К достоинствам библиотеки следует отнести поддержку параллелизма как на уровне
нескольких графических процессоров, так и на уровне нескольких вычислительных кла-
стеров, что обеспечивается посредством поддержки технологии MPI. Также библиоте-
ка AmgX предоставляет гибкую систему конфигурации, и благодаря этому появляется
возможность создавать иерархию решающих алгоритмов с произвольной глубиной, в
которой внешний решающий алгоритм будет использовать внутренние в качестве пре-
добработчиков и предобуславливателей, которые сами могут быть обработаны другими
методами. Такой подход позволяет пользователю быстро экспериментировать с различ-
ными схемами [3].

В настоящий момент библиотека находит все более широкое применение в совре-
менном промышленном и научном численном анализе. В частности, AmgX является
составной частью коммерческого вычислительного программного обеспечения ANSYS
Fluent [4]. Показателем актуальности и эффективности используемой библиотеки яв-
ляется и тот факт, что на данный момент она используется в качестве стандарта для
сравнения эффективности и скорости работы новых численных алгоритмов для реше-
ния систем линейных уравнений, наряду с такими мощными средствами как библиотека
HYPRE [4].

Ранее авторы в работах [5, 6] разработали численную методику для неявной схемы
метода Галеркина с разрывными базисными функциями применительно к решению за-
дач газовой динамики. В приведенных работах рассматривалась математическая модель
движения невязкой жидкости. Неявная схема записывалась в так называемой “дельта-
форме”, когда рассматриваются не сами искомые функции, а их приращения на каждом
шаге по времени [7]. Для решения результирующей СЛАУ применялись решатели из
библиотеки HYPRE. Данная работа продолжает ранние работы и расширяет их, рас-
сматривая модель, описывающую движение вязкой жидкости. Для решения СЛАУ при-
меняются решатели из библиотеки NVIDIA AmgX.

2. Неявная схема для разрывного метода Галеркина

Рассмотрим двумерную систему уравнений Навье–Стокса, записанную в консерва-
тивной форме:

∂ρ

∂t
+
∂(ρu)

∂x
+
∂(ρv)

∂y
= 0,

∂(ρu)

∂t
+
∂(ρu2 + p)

∂x
+
∂(ρuv)

∂y
− ∂τxx

∂x
− ∂τxy

∂y
= 0,

∂(ρv)

∂t
+
∂(ρuv)

∂x
+
∂(ρv2 + p)

∂y
− ∂τyx

∂x
− ∂τyy

∂y
= 0,

∂ρE

∂t
+
∂((ρE + p)u)

∂x
+
∂((ρE + p)v)

∂y
− ∂(τxxu+ τxyv)

∂x
− ∂(τyxu+ τyyv)

∂y
= 0,

где ρ — плотность, v = (u, v) — вектор скорости, p — давление, E = e+
u2 + v2

2
— удельная

полная энергия, e — удельная внутренняя энергия, τij (i, j = x, y) — компоненты тензора
вязких напряжений.
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Система уравнений замыкается уравнением состояния p = ρe (γ − 1), где γ — пока-
затель адиабаты. Эти уравнения должны быть дополнены начальными и граничными
условиями, вид которых зависит от конкретной задачи, и будут конкретизированы далее.

Тензор вязких напряжений представлен в виде

τττ = −2

3
µ(∇ · v)I + µ(∇v + (∇v)T ),

где µ — коэффициент динамической вязкости, I — единичный тензор.
Компоненты тензора вязких напряжений находятся как

τxx = 2µ
∂u

∂x
− 2

3
µ

(
∂u

∂x
+
∂v

∂y

)
,

τyy = 2µ
∂v

∂y
− 2

3
µ

(
∂u

∂x
+
∂v

∂y

)
,

τxy = τyx = µ

(
∂u

∂y
+
∂v

∂x

)
.

Введем обозначения

U =


U1

U2

U3

U4

 =


ρ
ρu
ρv
ρE

 ,

F (1)(U) =


F

(1)
1

F
(1)
2

F
(1)
3

F
(1)
4

 =


ρu

ρu2 + p

ρuv

(ρE + p)u

 , F (2)(U) =


F

(2)
1

F
(2)
2

F
(2)
3

F
(2)
4

 =


ρv

ρuv

ρv2 + p

(ρE + p)v

 ,

H(1)(U,W) =


H

(1)
1

H
(1)
2

H
(1)
3

H
(1)
4

 =


0

τxx

τyx

τxxu+ τxyv

 , H(2)(U,W) =


H

(2)
1

H
(2)
2

H
(2)
3

H
(2)
4

 =


0

τxy

τyy

τyxu+ τyyv

 ,

W = ∇U,

G(U,W) =
(
F (1)(U)−H(1)(U,W), F (2)(U)−H(2)(U,W)

)
.

Дискретизация по пространству вязкого члена уравнений Навье–Стокса в методе
Галеркина с разрывными базисными функциями [8] строится с помощью обращения к
смешанной конечно-элементной формулировке. Производные первого порядка от кон-
сервативных переменных приводят к производным второго порядка, когда мы преобра-
зуем дивергенцию вязких потоков. Однако производные второго порядка не могут быть
согласованы напрямую в слабой вариационной формулировке, используя пространство
разрывных функций. Следовательно, мы рассматриваем ∇U = W как вспомогательные
неизвестные уравнений Навье–Стокса [9], которые переформулируются в следующую
систему для неизвестных W и U :
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∂U

∂t
+∇ ·G(U,W) = 0, (1)

W −∇U = 0. (2)

Для аппроксимации уравнений область Ω, на которой ищется решение, покроем не-
структурированной сеткой Kh : Ω = ∪Ki. Все треугольники Ki имеют ненулевую пло-
щадь и пересекаются не более чем по образующим их ребрам или вершинам. Каждое
внутреннее ребро одной ячейки является целиком ребром другой ячейки.

В качестве базисных функций на каждом элементе Ki выберем всевозможные мно-
гочлены вида

ϕil =

(
x− xci

∆xi

)αKil (y − yci
∆yi

)βKil
такие, что сумма степеней αKil+βKil не превышает некоторого заданного числа p. Здесь
xci, yci — координаты центра масс ячейки, а ∆xi, ∆yi — характерные размеры ячейки Ki.

Дискретный аналог системы (1), (2) получаем, полагая, что внутри каждого элемента
Ki сетки приближенное решение Uih и Wih представляется в виде

Uih(t, x, y) =
N∑
k=0

Uik(t)ϕik(x, y),

Wih(t, x, y) =

N∑
k=0

Wik(t)ϕik(x, y).

Умножим уравнения системы (1), (2) на пробные функции, взятые из пространства
базисных функций, и проинтегрируем по каждому элементу сетки. В результате полу-
чаем систему

∫
Ki

N∑
k=0

dUik
dt

ϕikϕildS +

∮
∂Ki

(n · Ĝσ)ϕildσ −
∫
Ki

G(Uih,Wih) · ∇ϕildS = 0, (3)

∫
Ki

N∑
k=0

WikϕikϕildS −
∮
∂Ki

nÛσϕildσ +

∫
Ki

Uih∇ϕildS = 0, (4)

где Ĝσ, Ûσ — потоковые функции, которые будут определены позже.
Заменим производную dUik

dt
дискретным аналогом и с учетом шага по времени ∆t

перепишем систему (3), (4) в операторном виде

Mi
Um+1
ih − Umih

∆t
+ LU

(
Um+1
ih ,Wm+1

ih

)
= 0, (5)

LW
(
Um+1
ih ,Wm+1

ih

)
= 0, (6)

где Mi обозначает матрицу масс в ячейке Ki.
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Для решения полученной нелинейной системы воспользуемся методом Ньютона. Вы-
полним линеаризацию

Lα(Um+1
ih ,Wm+1

ih ) = Lα(Umih ,W
m
ih) +

(
∂Lα
∂U

)m
i

(
Um+1
ih − Umih

)
+

(
∂Lα
∂W

)m
i

(
Wm+1

ih −Wm
ih

)
,

где α = U,W,

(
1

∆t
Mi +

(
∂LU
∂U

)m
i

)(
Um+1
ik − Umik

)
+

(
∂LU
∂W

)m
i

(
Wm+1

ih −Wm
ih

)
= −LU (Umih ,W

m
ih), (7)

(
∂LW
∂U

)m
i

(
Um+1
ih − Umih

)
+

(
∂LW
∂W

)m
i

(
Wm+1

ih −Wm
ih

)
= −LW(Umih ,W

m
ih). (8)

Обозначим приращения за шаг по времени как

∆Um+1
ih = Um+1

ih − Umih , ∆Wm+1
ih = Wm+1

ih −Wm
ih.

Приращения искомых функций будем искать в том же пространстве базисных функ-
ций, что и сами функции:

∆Um+1
ih =

N∑
k=0

∆Um+1
ik ϕik, ∆Wm+1

ih =

N∑
k=0

∆Wm+1
ik ϕik.

Перепишем систему (3), (4) в дельта-форме:

LQ = B.

Вектор Q состоит из блоков ∆Um+1
ih

∆Wm+1
ih

 ,

вектор B состоит из блоков (−LU(Umih ,Wm
ih

)
−LW

(
Umih ,W

m
ih

)
)
,

где i = 1, . . . , Nh, Nh — число элементов сетки.
Элементами матрицы L являются блоки lij , i, j = 1, . . . , Nh.
Рассмотрим внутреннее ребро σ, которое делят между собой ячейки с индексами i

и j. В этом случае в матрице L будут заполнены блоки lii, lij , ljj и lji. Если ребро σ
является внешним и относится к ячейке с индексом i, то в этом случае будет заполнен
только блок lii. Слагаемые, содержащие двойные интегралы, вносят вклад в блок lii.
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Для нахождения матрицы L необходимо вычислять якобианы от потоковых величин
в конвективных и диффузионных слагаемых. С учетом обозначений для вычисления
якобиана от потоковой величины (Ĝσ)m+1 необходимо вычислить якобианы от потоковой
величины (F̂ σn )m+1 в конвективных и от величины (Ĥσ

n )m+1 в диффузионных слагаемых.
Потоковые значения от конвективных слагаемых в результирующей матрице L будем

искать в виде

(F̂ σn )m+1 = (F̂ σn )m + A+(Um+1
ih − Umih ) + A−(Um+1

jh − Umjh),

где

A =

(
∂Fn
∂U

)m∣∣∣∣
U=Uσavg

, A = LΛR,

Λ = Λ− + Λ+, Λ− =
1

2
(Λ− |Λ|) , Λ+ =

1

2
(Λ + |Λ|) ,

A = A− + A+, A− = LΛ−R, A+ = LΛ+R,

A(1) = A |n=(1,0), A(2) = A |n=(0,1) .

В формулах выше R,L обозначают, соответственно, матрицы, составленные из правых
и левых собственных векторов матрицы A, Λ — диагональная матрица, составленная из
собственных значений матрицы A, Uσavg — осредненное по Роу значение на границе меж-
ду элементами [10]. Для нахождения значения (F̂ σn )m используется потоковая функция
Годунова.

Потоковые значения от диффузионных слагаемых в результирующей матрице L на-
ходим в виде

(Ĥσ
n )m+1 = (Ĥσ

n )m +
1

2

(
G1+(Um+1

ih − Umih ) + G1−(Um+1
jh − Umjh)

)
+

1

2

(
G2+(Wm+1

ih −Wm
ih) + G2−(Wm+1

jh −Wm
jh)
)
,

где

G1 =
∂Hn

∂U
, G1(1) = G1 |n=(1,0), G1(2) = G1 |n=(0,1),

G2 =
∂Hn

∂W
, G2(1) = G2 |n=(1,0), G2(2) = G2 |n=(0,1),

G1− = G1 |U=Umjh,W=Wm
jh
, G1+ = G1 |U=Um+1

ih ,W=Wm+1
ih

,

G2− = G2 |U=Umjh,W=Wm
jh
, G2+ = G2 |U=Um+1

ih ,W=Wm+1
ih

.

Значение (Ĥσ
n )m находится как среднее между двумя поверхностными состояниями:

(Ĥσ
n )m =

1

2

(
(Hn)mi + (Hn)mj

)
.

Нормаль n к ребру σ направлена из ячейки с индексом i в ячейку с индексом j.
Полученную СЛАУ решаем с использованием решателей из библиотеки NVIDIA AmgX.
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3. Результаты расчетов

3.1. Используемые вычислительные средства и библиотеки

Для проведения вычислительных экспериментов использовался персональный ком-
пьютер с процессором Intel Core i5-8265U и видеокартой NVIDIA GeForce MX250. В рас-
четах использовались решатели из библиотеки AmgX версии 2.1.0.131-opensource. Для
построения геометрических моделей и сеток использовался свободно распространяемый
конечно-элементный генератор сетки Gmsh.

3.2. Обтекание симметричного профиля NACA0012 дозвуковым
потоком газа

Был выполнен расчет течения вязкого сжимаемого газа в окрестности аэродинами-
ческого профиля NACA0012 с числом Маха M = 0.7 под углом атаки 1.49◦ и числом
Куранта, равным 10. Параметры расчетов обтекания профиля NACA0012 соответству-
ют параметрам эксперимента [11]. Число Рейнольдса для данной задачи равно 8.3 · 106.
Хорда профиля равна 1м, длина и ширина расчетной области равны 16м. На рисунке 1
представлена геометрия задачи и показана расчетная сетка. Использовалась треугольная
сетка, состоящая из 5970 ячеек. Характеристический размер ребра на границе профиля
порядка 2.5 · 10−3 м.

Рис. 1. Геометрия задачи и расчетная сетка

На левой границе области ставилось граничное условие втекания (u = 220.8502м/с,
v = 5.7407м/с, T = 248K, p = 46066.16Па), на верхней, нижней и правой границах стави-
лось граничное условие свободного вытекания. На профиле крыла ставилось граничное
условие стенки с прилипанием.

Выполнены два расчета: с использованием решателей FGMRES и pBICGStab. Ре-
зультаты вычислений представлены на рис. 2. Как видно, оба решателя демонстрируют
сходимость к одной и той же картине установившегося течения, что является ожидаемым
результатом.
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а) б)

Рис. 2. Поле распределения давления около профиля: а) FGMRES; б) pBICGStab

График распределения коэффициента давления по поверхности (рис. 3) показывает
достаточно хорошее совпадение с экспериментом [12]. Небольшое расхождение в нижней
части графика объясняется тем, что при расчетах не учитывались эффекты турбулент-
ности и использовалась довольно грубая сетка в окрестности профиля.

Рис. 3. Распределения коэффициента давления на поверхности профиля NACA0012

В таблице представлены средние времена выполнения одного шага по времени. Видно,
что решатель pBICGStab демонстрирует лучшие результаты.

Таблица. Сравнение производительности

Решатель СЛАУ Среднее время одного шага по времени, с

FGMRES 8

pBICGStab 5.94

Также была выполнена серия расчетов с описанной выше постановкой при углах
атаки α1 = 1.49◦, α2 = 3.05◦, α3 = 3.99◦ и α4 = 4.8◦.

На рис. 4 представлены графики сходимости сил в зависимости от шага по време-
ни. Видно, что сходимость по силам достигается примерно за 6000 шагов, что является
приемлемым для данной постановки задачи.
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Рис. 4. Значения сил на каждой итерации по времени

На рис. 5 показана зависимость коэффициента подъемной силы от угла атаки. Незна-
чительные отклонения от экспериментальных данных объясняются использованием до-
вольно грубой сетки и тем, что не учитывались эффекты турбулентности, возникающей
при рассматриваемых режимах течения, коэффициент динамической вязкости брался
как постоянная величина.

Рис. 5. Зависимость коэффициента подъемной силы от угла атаки (1 — эксперимент [12]; 2 —
WENO-рек. без ограничителей, неявная схема [13]; 3 — WENO-рек. с ограничителями, неявная
схема [13]; 4 — расчет на неструктурированной сетке неявной схемой РМГ)

3.3. Обтекание профиля RAE2822 дозвуковым потоком газа

Был выполнен расчет течения вязкого сжимаемого газа в окрестности аэродинами-
ческого профиля RAE2822 с числом Маха M = 0.721 под углом атаки 2.3◦. Число Рей-
нольдса для данной задачи равно 5.565 · 106. Хорда профиля равна 1м, длина и ширина
расчетной области равны 16м. Использовалась расчетная сетка с характеристиками,
аналогичными характеристикам из задачи об обтекании профиля NACA0012, разница в
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геометрии самого профиля. Использовалась треугольная сетка, состоящая из 7152 ячеек.
Характеристический размер ребра на границе профиля порядка 2.3 · 10−3 м.

На левой границе области ставилось граничное условие втекания (u = 219.52м/с, v =
8.853м/с, T = 226K, p = 28263.73Па ), на верхней, нижней и правой границах ставилось
граничное условие свободного вытекания. На профиле крыла ставилось условие стенки
с прилипанием.

Выполнен расчет с использованием решателя pBICGStab. Результаты вычислений
представлены на рис. 6.

а) б)

Рис. 6. Результаты расчетов для профиля RAE2822: а) поле распределения давления около
профиля; б) коэффициент давления на поверхности профиля (Experiment — эксперимент [14];
pBICGStab — расчет на неструктурированной сетке неявной схемой РМГ)

Поле давления и график распределения коэффициента давления по поверхности (ри-
сунок 6) показывает достаточно хорошее совпадение с экспериментом [14]. Расхождение
в нижней части графика также объясняется тем, что при расчетах не учитывались эф-
фекты турбулентности, коэффициент динамической вязкости считался постоянным и
использовалась довольно грубая сетка в окрестности профиля.

Заключение

В результате была создана численная методика на основе неявной схемы метода Га-
леркина с разрывными базисными функциями для решения уравнений газовой динами-
ки с использованием библиотеки NVIDIA AmgX. Аппроксимация исходных уравнений
производится на неструктурированной треугольной сетке. Была произведена серия вери-
фикационных расчетов с использованием известных модельных задач. В задаче об обте-
кании симметричного профиля NACA0012 лучший результат по скорости сходимости и
среднему времени выполнения одного шага по времени показал решатель pBICGStab. Се-
рия расчетов обтекания симметричного профиля NACA0012 при различных углах атаки
показала, что предлагаемая методика адекватно воспроизводит картины рассматрива-
емых течений, о чем свидетельствует сравнение с известными численными решениями
и с экспериментальными данными. Полученная картина течения при моделировании
несимметричного профиля RAE2822 также свидетельствует о возможности применения
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развиваемой методики для решения рассматриваемых задач газовой динамики. Расхож-
дение значений коэффициента давления на поверхности профиля с экспериментальными
данными говорит о необходимости учета турбулентных эффектов и учета зависимости
значения коэффициента динамической вязкости от температуры. Также авторы считают,
что в численной схеме необходим контроль выполнения дискретного аналога энтропий-
ного неравенства. В связи с этим дальнейшая работа предполагает создание двумерной
версии энтропийного ограничителя наклонов, идея которого описана в работе [15].
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