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Предложена математическая модель, которая позволяет прогнозировать значительное увеличение теп-
лопроводности наножидкости при учете броуновского движения. Исследовалось влияние броуновского дви-
жения на течения и характеристики теплообмена. Расчеты выполнялись для различных видов наночастиц, 
таких как CuO, Al2O3 и ZnO, диспергированных в базовой жидкости (воде), с их объемной долей ϕ от 1 до 6 % 
при фиксированном числе Рейнольдса Re = 450 и диаметре наночастиц dпр = 30 нм. Результаты показали, что 
броуновское движение может оказывать значительное влияние на повышение теплопроводности наножидко-
сти. Наножидкость с частицами Al2O3 продемонстрировала самое высокое число Нуссельта по сравнению 
с другими видами наножидкостей, а наножидкость с частицами ZnO ⎯ самое низкое. Влияние цилиндра с квад-
ратным сечением на характеристики теплопередачи также оказывается значительным при наличии броунов-
ского движения. Максимальные значения числа Нуссельта увеличиваются на нижней и верхней стенках канала 
соответственно на 29 и 26 % при наличии броуновского эффекта и цилиндра квадратного сечения по сравне-
нию со случаем без броуновского движения. С другой стороны, результаты показывают заметное улучшение 
теплообмена по сравнению с базовой жидкостью, которое более выражено на верхней стенке при большем ϕ. 
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обмен. 

Введение 

Изучение течений за уступом поверхности является важной областью фундамен-
тальной науки о механике жидкости. После исследования [1], в котором рассматрива-
лась чистая жидкость, было выполнено несколько работ в этой области [2−6]. Однако, 
насколько известно авторам, лишь в некоторых работах данный вопрос изучался приме-
нительно к наножидкостям. Этот относительно новый класс жидкостей со взвешенными 
металлическими наночастицами стал объектом изучения из-за заметного увеличения их 
теплопроводности, и многие исследования [5−7], проведенные в области течений и теп-
лообмена наножидкости, показали, что такие жидкости обладают удивительной способ-
ностью теплообмена по сравнению с обычными жидкостями. Эта способность нано-
жидкостей может послужить основой для огромного поля инноваций в сфере интенси-
фикации передачи тепла, что является важным для ряда промышленных отраслей, в том 
числе для транспорта, энергетики, теплоэнергетики, охлаждения, вентиляции, конди-
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ционирования воздуха и т.д. Что касается исследования течения наножидкости за усту-
пом, то здесь нужно отметить пионерскую работу [8], в частности, в вопросе анализа 
влияния наножидкостей на картину течения и связанного с этим теплообмена. Результа-
ты, полученные при вынужденной конвекции, показывают, что наличие наночастиц 
с высокой теплопроводностью влечет за собой значительное увеличение числа Нуссельта 
за областью рециркуляции течения. К числу самых широко известных наночастиц отно-
сятся TiO2, SiC, Al2O3, CuO, SiO2, металлы ⎯ Al и Ag, и неметаллические материалы ⎯ 
графит и другие наночастицы [9]. Небольшое количество твердых наночастиц в жидко-
стях значительно увеличивает их теплопроводность по сравнению с базовой жидкостью. 
Влияние на теплообмен течения наножидкости при смешанной конвекции за горизонталь-
ным микроуступом, размещенном в канале, было численно изучено в работе [10]. Резуль-
таты, полученные в ней для различных наночастиц (Al2O3, CuO, SiO2 и ZnO) с объем-
ными долями в диапазоне от 1 до 4 % и диаметрами наночастиц от 25 до 70 нм, показали, 
что число Нуссельта увеличивается с увеличением объемной доли частиц и числа Рей-
нольдса. 

Важное место в исследованиях занимает поиск пути для эффективного увеличения 
характеристик теплообмена в течении за уступом в каналах. Действительно, изменение 
геометрии потока является одним из методов, которые используются для повышения 
скорости передачи тепла, таких как расширение или сужение канала, использование 
ребер на стенках канала, вставка закрученных лент через проходящий поток, использо-
вание препятствий в потоках и т.д. Например, авторы работы [11] исследовали влияние 
размера препятствия на теплообмен, которое составило около 190 % при нагреве уступа 
и 150 % при нагреве участка нижней пластины. Метод решеточных уравнений Больцмана 
для моделирования обтекания цилиндра в потоке с обратным уступом с использованием 
принципа взаимодействия поля был применен в работе [12]. Результаты показали, что 
при наличии цилиндра конвективный теплообмен увеличился за счет неоднородности 
потока и эффектов сжатия теплового пограничного слоя. В работе [13] были получены 
экспериментальные данные при обтекании жидкостью 12 сегментированных перегоро-
док. Было показано, что после прохождения примерно двух препятствий вертикальная 
средняя скорость и ее пульсации вдоль горизонтальной центральной линии приобретают 
периодический характер. В работе [14] изучалось конвективное ламинарное обтекание 
наклонных уступов в воздуховоде с препятствием, установленным на верхней стенке. Ре-
зультаты показали, что препятствие усиливает теплообмен на нижней стенке. Авторы [15] 
изучали интенсификацию теплообмена в двумерном ламинарном и турбулентном сме-
шанных конвективных течениях вблизи уступов с препятствием на стенке канала, исполь-
зуя различные типы наножидкости. Их результаты показали, что при добавлении частиц 
SiO2 достигаются самые высокие значения числа Нуссельта и скорости потока, за SiO2 
следуют соответственно Al2O3, ZnO и СuO, а самый низкий результат дает чистая вода. 
Кроме того, было показано, что число Нуссельта увеличивается с ростом объемной 
доли и уменьшается с ростом диаметра наночастиц. Оптимальное положение перегород-
ки для интенсификации теплообмена меняется в зависимости от заданных режимов тем-
пературы и течения, а влияние ширины и количества перегородок на теплообмен незна-
чительно. В работе [16] численно исследовались вынужденная конвекция ламинарного 
течения наножидкости и теплообмен за уступом с препятствием и без него. Было пока-
зано, что число Нуссельта возрастает с увеличением числа Рейнольдса и высоты прямо-
угольного цилиндра. Самый значительный рост тепла наблюдался при числе Рейнольдса, 
равном 225, высоте прямоугольного цилиндра 4,5 мм и объемной доли наночастиц CuO, 
равной 4 %. 

Для прогнозирования эффективности теплопроводности наножидкости в послед-
ние годы было проведено множество теоретических исследований и предложено не-
сколько моделей. При изучении взаимодействия наночастиц и их движения в жидкости 
некоторые исследователи учитывали вклад динамической составляющей, связанной 
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с броуновским движением частиц (см., например, [17−22]. Однако остаются еще сомне-
ния в правильности моделирования броуновского движения наночастиц, и большинство 
исследований наножидкости по-прежнему полагаются на оригинальные либо модифи-
цированные модели, предложенные авторами работ [23, 24], в которых рассматриваются 
не просто наночастицы, а наночастицы в окружении межфазного слоя. 

Обзор литературы показал, что поток наножидкости и связанные с ним характери-
стики теплообмена за уступом в присутствии плохообтекаемого тела еще недостаточно 
исследованы. Настоящая работа способствует пониманию структуры течения и интен-
сификации теплообмена с целью практических применений. Она посвящена изучению 
двумерного конвективного течения за уступом с использованием различных типов на-
ножидкостей и разных объемных долей наночастиц в диапазоне от 0 до 0,06. Работа 
состоит из двух частей. В первой части исследуется воздействие броуновского движения 
на отрывное течение жидкости с наночастицами и теплообмен при наличии уступа без 
цилиндра, а также влияние силы плавучести и объемной доли наночастиц на структуру 
потока и связанный с этим теплоперенос. Вторая часть посвящена исследованию тепло-
обмена в наножидкости в канале с внезапным расширением при наличии квадратного 
цилиндра. 

Для исследования структуры потока и распределения теплообмена в канале за ос-
новной областью рециркуляции помещался адиабатический квадратный цилиндр. Его 
расположение в области отрыва имеет большее влияние на теплообмен из-за интерфе-
ренции отрывных течений за уступом и самим цилиндром. Численные расчеты выпол-
нены для числа Рейнольдса Re = 450 при фиксированном диаметре наночастиц dnp = 30 нм. 

1. Определяющие уравнения 

Геометрия рассматриваемого течения и система координат показаны на рис. 1. Без-
размерные уравнения неразрывности, импульса и тепловой энергии, определяющие 
ламинарное течение за уступом, могут быть записаны в следующей консервативной 
форме: 

div (V) = 0,                                                            (1) 

f

nf
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Рис. 1. Схема течения. 
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nf1div( ) 0, grad( ).
Re Pr f

J J Vθ θ
αθ θ θ

τ α
∂

+ = = − ⋅
∂

                               (4) 

Эффективная плотность (ρnf ), коэффициент теплового расширения (βnf ) и теплоемкость 
(ρ Cp )nf  наножидкостей определяются [25] как: 

nf f s(1 ) ,ρ ϕ ρ ϕρ= − +                                                    (5) 

nf f s(1 ) ,β ϕ β ϕβ= − +                                                    (6) 

nf f s( ) (1 )( ) ( ) .p p pC C Cρ ϕ ρ ϕ ρ= − +                                        (7) 

Броуновское движение оказывает существенное влияние на эффективную теплопровод-
ность. В табл. 1 приведены теплофизические свойства воды и различных наночастиц. 

Авторы работы [27] предположили, что эффективную теплопроводность наножид-
кости определяют статическое слагаемое частиц и слагаемое, описывающее броуновское 
движение. Такая двухкомпонентная модель теплопроводности учитывает влияние типа 
частиц, их размера, объемной доли, зависимость от вида базовой жидкости и ее темпера-
туры. Основываясь на своих экспериментальных данных, авторы представили корреля-
цию, которая явилась сочетанием статической части, предложенной Максвеллом, и ди-
намический компоненты, возникающей за счет Броуновского движения наночастиц: 

nf static Brownian ,k k k= +                                                  (8) 
здесь kstatic ⎯ статическая теплопроводность на основе классической корреляции Макс-
велла, 

s f f s
static f

s f f s

( 2 ) 2 ( )
,

( 2 ) ( )
k k k k

k k
k k k k

ϕ
ϕ

⎡ ⎤+ − −
= ⎢ ⎥+ + −⎣ ⎦

                                      (9) 

где ks и kf  ⎯ теплопроводности твердых частиц и базовой жидкости соответственно. 
В то же время теплопроводность за счет броуновского движения определяется в рабо-
те [27] как 

4
Brownian ,

nf nf
5 10 ( , ),p f

KTk C f T
d

βϕρ ϕ
ρ

= ⋅                                (10) 

где 
f (T, ϕ) = (2,8217⋅10−2ϕ + 3,917⋅10−3) (T/T0) + (−3,0669⋅10−2ϕ − 3,91123⋅10−3),       (11) 

где K ⎯ постоянная Больцмана, T ⎯ температура жидкости, T0 ⎯ исходная темпера-
тура. 

Вязкость наножидкости рассматривается приблизительно как вязкость базовой 
жидкости с учетом добавления сферических наночастиц. В работе [28] была разработана 
теоретическая модель для прогнозирования эффективной вязкости наножидкости на 
основе броуновского движения. Было показано, что эта модель может точно предсказать 

Таблица  1  
Теплофизические свойства воды и различных наночастиц при T = 300 K [26] 

Теплофизические свойства Вода Al2O3 CuO ZnO 

Плотность, ρ (кг/м2) 998,2 3970 6500 5600 

Удельная теплоемкость, Cp (Дж/кг⋅K) 4182 765 535,6 495,2 

Коэффициент теплопроводности, k (Вт/м⋅K) 0,6 40 20 13 

Коэффициент динамической вязкости, µ (Нс/м) 0,001003 − − − 

Коэффициент теплового расширеня, β (1/K)  207⋅10−6 5,80⋅10−6 4,30⋅10−6 4,31⋅10−6 
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эффективную вязкость различных наножидкостей. В результате было получено сле-
дующее выражение: 

2
nf f пр пр (72 ),BV d Сµ µ ρ δ= +                                            (12) 

в котором 

пр пр пр

1 18 ,B
KTV

d dπρ
=                                                    (13) 

3 np ,
6

dπδ
ϕ

=                                                         (14) 

1 9 9
f 1 np 2 3 np 4( 10 ) ( 10 ) ,C c d c c d cµ ϕ− ⎡ ⎤= ⋅ + + ⋅ +⎣ ⎦                          (15) 

где с1 = −0,000001133, с2 = −0,000002771, с3 = 0,00000009, с4 = −0,000000393, µnf и µf ⎯ 
вязкость наножидкости и базовой жидкости соответственно, dnp ⎯ диаметр наночастицы, 
ϕ ⎯ объемная доля наночастиц. В табл. 2 приведены выражения для коэффициента теп-
лового расширения β уравнения для частиц Al2O3, ZnO и CuO [29]. 

Авторы работы [20] исследовали ламинарное течение наножидкости в созданном 
ими микротеплопоглощающем устройстве с использованием эффективной тепловой 
проводимости наножидкости. Для определения эффективной вязкости за счет микро-
смешивания в суспензии ими было предложено выражение 

Brownian f
nf static Brownian static

f
,

Pr
k

k
µ

µ µ µ µ= + = + ⋅                               (16) 

где 2,5
static (1 )fµ µ ϕ= −  ⎯ вязкость наножидкости [30], число Прандтля Pr = 6,2. 

В приведенных выше уравнениях пространственные координаты, скорость, время и 
давление нормализуются на высоту канала вниз по потоку H, максимальную скорость 
на входе в канал u0, характерное время H/u0 и характерное давление 2

f 0uρ  соответст-
венно. Безразмерная переменная θ определялась следующим образом: c h c( ) ( ) ,T T T Tθ = − −  
где Th и Tc ⎯ высокая и низкая температуры соответственно. 

Граничное условие 

Для скорости на всех твердых стенках ставятся граничные условия прилипания. 
Температура на верхней стенке канала постоянна и равна Tc, что соответствует θ = 0. 
Уступ и нижние стенки канала предполагаются изотермически нагретыми до Th, что 
соответствует θ = 1. На входе в канал нормальная составляющая скорости принимается 
равной нулю и задается полностью развитый параболический профиль осевой скорости, 
выражаемый зависимостью u(y) = −16(y2 − 1,5y + 0,5). Профиль температуры входящего 
потока жидкости имеет линейный вид: θ (y) = 2(1 − y) (см. [8]). На выходе из канала 
задается конвективное граничное условие ∂φ /∂t + uav (∂φ /∂x) = 0, где φ ⎯ переменная 
(u, v, θ ), uav ⎯ средняя скорость на входе в канал. Как отмечалось в работах [31] и [32], кон-
вективное граничное условие сокращает количество итераций на шаг по времени и 

Таблица  2  
Выражения для коэффициентов теплового раширения [29] 

Частицы β Концентрация Температура 

Al2O3 8,4407(100ϕ)−1,07304 1 % ≤ ϕ ≤ 10 % 298 K ≤ T ≤ 363 K 

ZnO 8,4407(100ϕ)−1,07304 1 % ≤ ϕ ≤ 7 % 298 K ≤ T ≤ 363 K 

CuO 9,8810(100ϕ)−0,9446 1 % ≤ ϕ ≤ 6 % 298 K ≤ T ≤ 363 K 
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обеспечивает более короткую расчетную область по сравнению со случаем граничного 
условия Неймана. Стенки квадратного цилиндра считаются адиабатическими. 

Тепловой поток между течением и горизонтальными стенками уступа характеризу-
ется пространственно усредненным числом Нуссельта, вычисляемым как 

av 0
Nu 1/ Nu( ) ,

L
L x dx= ∫                                               (17) 

где Nu(x) ⎯ это локальное число Нуссельта, рассчитанное с помощью уравнения [8] 

nf

b f wall

1Nu( ) ,
( ) 1

k
x

x k y
θ

θ
∂

= ⋅ ⋅
− ∂

                                        (18) 

здесь θb (x) ⎯ среднемассовая температура, рассчитанная по уравнению 

1 1
b 0 0
( ) .x u dy udyθ θ= ∫ ∫                                                  (19) 

Осредненное по времени и пространству число Нуссельта Nu на горизонтальных стен-

ках уступа вычисляется следующим образом: 

2

1
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2 1

1Nu Nu ,d
τ

τ
τ

τ τ
> =

− ∫                                          (20) 

где временной интервал (τ2 − τ1) велик по сравнению с периодом колебаний и обычно 
выбирается как целое, кратное периоду колебаний. 

2. Процедура решения 

Система уравнений непрерывности, движения и энергии решается с помощью ме-
тода конечных объемов [33] на разнесенных сетках. Члены конвекции в уравнениях (2)−(4) 
дискретизировались с использованием гибридной схемы, а диффузионные члены ⎯ 
с помощью схемы второго порядка. Алгоритм SIMPLER применялся для решения в паре 
давление−скорость в сочетании с неявной схемой переменного направления для опреде-
ления эволюции во времени. 

Настоящие вычисления выполнены с использованием сетки с 366×119 ячейками 
с переменными размерами 10−2 ≤ ∆x ≤ 10−1 и 10−3 ≤ ∆y ≤ 10−2. Для определения независи-
мости сетки выполнен расчет для 561×255 точек сетки размерами 5⋅10−3 ≤ ∆x ≤ 7⋅10−2 и 
5⋅10−4 ≤ ∆y ≤ 7⋅10−3 для Re = 450, Pr = 6,2, Ri = 0 и ϕ = 0 (чистая вода). Результаты вычис-
лений продемонстрировали разницу всего в 1,5, 0,7 и 1,1 % в значениях длины присое-

динения потока Lr и в осредненных по времени и пространству числах Нуссельта Nu  

на нижней и верхней стенках канала соответственно. Поскольку на сетке 561×255 время 
вычисления почти в четыре раза выше, чем на сетке 366×119, авторы решили использо-
вать последнюю в качестве базовой. Для всех исследованных случаев шаг вычислений 
по времени составлял ∆τ = 0,005. Шаг ∆τ = 0,0025 не привел к изменениям результатов 
вычислений. Данные, полученные по предложенной схеме вычисления сравнивались 
по длине присоединения потока и по осредненным числам Нуссельта с результатами 
работы [8], полученными для ламинарного течения с вынужденной конвекцией наножидко-
сти Cu-вода с уступом в отсутствие квадратного цилиндра. Из рис. 2 видно, что длина при-
соединения начинает расти с ростом числа Рейнольдса, увеличивая таким образом пер-
вую зону рециркуляции. С другой стороны, как видно на рис. 3, результаты показыва-
ют заметную интенсификацию теплообмена по сравнению с базовой жидкостью (ϕ = 0), 
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наблюдаемое усиление более выражено на 
горизонтальных стенках для большего ϕ. Это 
вполне логично из-за увеличения эффектив-
ной теплопроводности на обеих боковых 
стенках из-за хаотического движения наноча-
стиц. Рисунки 2, 3 показывают, что результаты 
расчетов хорошо согласуются с данными ра-
боты [8]. Максимальные отклонения составляют всего 3 и 2,7 % для длины присоедине-
ния и осредненного числа Нуссельта соответственно. Поэтому можно заключить, что 
представленный алгоритм может быть пригоден для расчета течения и теплообмена 
наножидкости за уступом поверхности. 

3. Результаты и обсуждение 

Численное моделирование было выполнено для изучения влияния броуновского 
движения наночастиц на течение жидкости и теплообмен за уступом поверхности. Таким 
образом, целью настоящего исследования является изучение интенсификации теплооб-
мена двумерного ламинарного смешанно-конвективного течения за уступом для случаев 
наличия и отсутствия адиабатического квадратного цилиндра при использовании раз-
личных типов наножидкостей. Расчеты проводились для потока наножидкостей CuO-вода, 
Al2O3-вода и ZnO-вода за уступом при разнице температур ∆Т < 35 K, объемной доли 
ϕ в диапазоне от 0 до 0,06 и постоянном числе Рейнольдса Re = 450. Здесь представлено 
влияние броуновского движения, типов наночастиц и наличия квадратного цилиндра на 
длину зоны рециркуляции, скорость, число Нуссельта, распределения линий тока и тем-
пературы. 

Рис. 2. Сравнение результатов настоящих 
расчетов (1) для длины присоединения 
с данными, полученными в работе [8] (2), 

при ϕ = 0 в отсутствии квадратного цилиндра. 

 

 
 

Рис. 3. Сравнение осредненных по времени и пространству чисел Нуссельта, полученных 
в настоящих расчетах (1), с данными, полученными в работе [8] (2), при Re = 450 

в отсутствие квадратного цилиндра и броуновского движения (вода/Cu). 
Нижняя (а) и верхняя (b) стенки канала. 
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Верификация модели броуновского движения 
         для отрывного течения жидкости с наночастицами 
         и влияния этого движения на теплообмен за уступом 
         в отсутствие квадратного цилиндра 

Поток отрывается от кромки уступа из-за внезапного расширения канала и направ-
ляется на стенки ниже по течению. Он делится на две части: одна разворачивается, дви-
жется в противоположном направлении к стенке уступа и образует область рециркуля-
ции, а другая движется вниз по потоку от точки присоединения, лежащей между этими 
частями, там, где скорость имеет нулевое значение [1]. Точкой присоединения называет-
ся точка, где оторвавшийся поток достигает нижней стенки (см. рис. 1). Поток характе-
ризуется рециркуляционными вихрями и обратными течениями внутри отрывной области. 
Воздействие наночастиц и броуновского движения на длину присоединения показаны 
на рис. 4. Результаты представлены для развитого стационарного режима и случая ∆T = 0. 
Можно наблюдать, что длина области рециркуляции начинает уменьшаться с увеличе-
нием объемной доли дисперсной фазы. Это связано с относительно меньшим воздейст-
вием инерции при большей величине объемной доли наночастиц. Кроме того, на длину 
области рециркуляции влияет броуновское движение, особенно при больших объемных 
долях дисперсной фазы. Последнее также можно объяснить увеличением динамической 
вязкости наножидкости с увеличением ϕ (см. уравнение (16)) и, следовательно, ростом 
силы трения на кромке стенок уступа. Эти силы, как правило, противостоят развитию 
основной зоны рециркуляции (см. рис. 5). Такое поведение может быть вызвано генера-
цией вихря, расположенного в верхней части основной зоны рециркуляции, как показа-
но на рисунке. Вихрь, который увеличивается в размерах с течением времени, покидает 
основную зону рециркуляции в направлении движения основного потока. В случае те-
чения без броуновского движения величина Lr незначительно уменьшается с увеличе-
нием ϕ. Тип жидкости не оказывает существенного влияния на длину области рецирку-
ляции. При учете броуновского движения большая длина зоны рециркуляции отвечает 
наножидкостям с низкой плотностью ⎯ Al2O3, ZnO или CuO. Уменьшение длины области 
рециркуляции при увеличении объемной доли дисперсной фазы составляет примерно 7 
и 64 % соответственно для случаев без учета и с учетом броуновского движения при 
объемной концентрации наночастиц 6 %. 

На рис. 6b представлен профиль скорости базовой жидкости с наночастицами CuO 
с учетом и без учета броуновского движения при Х = 2 по сечению канала. Поток стано-
вится отрывным после прохождения через кромку уступа из-за внезапного расширения 

канала. Видно, что при учете броуновского 
движения и действия сил плавучести значе-
ние отрицательной скорости увеличивается 
в области рециркуляции как и величина по-
ложительной скорости выше зоны рециркуля-
ции. Установлено, что размер области рецир-
куляции увеличивается с возрастанием раз-
ницы температуры между нагретой стенкой 

 

Рис. 4. Влияние броуновского движения 
на изменение Lr с объемной долей наночастиц ϕ. 
Вода/CuO (1), вода/Al2O3 (2), вода/ZnO (3) без учета 
броуновского движения; вода/CuO (4), вода/Al2O3 (5), 

вода/ZnO (6) с учетом броуновского движения. 
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с уступами и наножидкостью, как показано на рис. 6а. Это происходит потому, что 
поток, расширяющийся в направлении течения, подвергается воздействию силы плаву-
чести, которая действует перпендикулярно ему. Следовательно, сила плавучести не на-
столько значительна, чтобы повлечь повышения скорости потока с более низкой темпе-
ратурой, но влияет на течение, увеличивая длину области рециркуляции, как было ука-
зано ранее. Вниз по течению при X = 2 поток имеет отрицательные скорости у нагретых 
стенок, указывая на то, что зона рециркуляции развивается за уступом. Происходит уве-
личение отрицательной величины скорости наножидкости для течения без учета бро-
уновского движения (т.е. градиент скорости увеличивается в отрицательном значении, 
а плотность жидкости уменьшается при приближении к горячей стенке). Следует заме-
тить, что наножидкость с более высокой плотностью имеет меньшую скорость потока по 
сравнению с наножидкостями с меньшей плотностью. Очевидно, что плотность увели-
чивается при учете броуновского движения (µnf = µstatic + µ Brownian ). 

 
 

Рис. 6. Влияние учета броуновского движения для ϕ = 0,05 при X = 2. 
a ⎯ распределение температуры, b ⎯ распределение скорости; 

1 ⎯ чистая (базовая) жидкость, 2 ⎯ вода/CuO (5 %) без учета броуновского движения, 
3 ⎯ вода/CuO (5 %) с учетом броуновского движения. 

 
 

Рис. 5. Влияние броуновского движения на линии тока для наножидкости вода/CuO. 
Чистая (базовая) жидкость (ϕ = 0) (а), 

наножидкость вода/CuO (5 %) без учета (b) и с учетом (с) броуновского движения. 
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Влияние наличия в жидкости наночастиц на распределение поля температур пока-
зано на рис. 7. Интенсивность теплообмена и деформация изотерм увеличиваются при 
добавлении наночастиц в базовую (чистую) жидкость. Уменьшение толщины теплового 
пограничного слоя, которое отчетливо проявляется в присутствии наночастиц, является 
основной причиной такого поведения, таким образом, за счет этого увеличивается число 
Нуссельта. Изотермы расположены гораздо плотнее в нижней части канала при расчете 
с учетом броуновского движения. В то же время число Нуссельта является результатом 
умножения градиента температуры на коэффициент теплопроводности. Интенсифика-
ция теплообмена при учете броуновского движения наночастиц происходит за счет роста 
градиента температуры, и эта величина гораздо выше, чем без его учета. Похожее пове-
дение теплообмена наблюдается на рис. 5, где заметно влияние броуновского движения 
на структуру течения. Показано также, что контуры температуры имеют наиболее кру-
той подъем для чистой жидкости в области ближнего следа. 

 
 

Рис. 8. Влияние броуновского движения на изменение Nu  при вариации ϕ. 

Нижняя (а) и верхняя (b) стенки канала; вода/CuO (1), вода/Al2O3 (2), вода/ZnO (3) без учета 
броуновского движения; вода/CuO (4), вода/Al2O3 (5), вода/ZnO (6) с учетом броуновского движения. 

 
 

Рис. 7. Влияние броуновского движения на контуры изотерм. 
Чистая (базовая) жидкость (ϕ = 0) (а), 

наножидкость вода/CuO (5 %) без учета (b) и с учетом (с) броуновского движения. 
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На рис. 8 показано влияние броуновского движения на осредненный теплообмен 
на нижней и верхней стенках. Наблюдается значительное увеличение числа Нуссельта 
при увеличении объемной доли наночастиц для различных наножидкостей с учетом и 
без учета броуновского движения. Кроме того, видно, что теплообмен возрастает при 
учете броуновского движения по сравнению со случаем без его учета, причем в первом 
случае очевидно, что броуновское движение оказывает влияние на теплообмен на всех 
участках за исключением верхней стенки. Например, для ϕ = 0,04 рост теплообмена 
составляет приблизительно около 4,91, 4,48 и 3,76 % для CuO, Al2O3 и ZnO соответст-
венно. Наличие броуновского движения наночастиц увеличивает теплопроводность нано-
жидкости, поскольку на теплопроводность наножидкости влияют статические и динами-
ческие механизмы. Также броуновское движение наночастиц может способствовать 
интенсификации теплообмена за счет двух механизмов: за счет движения наночастиц, 
переносящих тепловую энергию, и за счет микроконвекции жидкости, окружающей 
наночастицу [34]. 

Влияние броуновского движения и типа наночастиц на распределение числа Нус-
сельта на стенке по течению за уступом демонстрируется на рис. 9. Здесь рассмотрено 
три различных типа наночастиц: CuO, Al2O3 и ZnO при ϕ = 0,05. Следует отметить, что 
для всех этих типов наножидкостей получены более высокие значения числа Нуссельта 
по сравнению с чистой водой. Кроме того, число Нуссельта при наличии учета броунов-
ского движения перечисленных наночастиц имеет значение выше, чем без учета послед-
него. Видно, что наножидкость с частицами Al2O3 демонстрирует наибольшее число 
Нуссельта, за ней следуют CuO и ZnO соответственно. Как упоминалось выше, при уче-
те броуновского движения наножидкость демонстрирует меньшую область зоны реци-
куляции (это можно увидеть далее на рис. 12) и вторичный отрывной поток жидкости 
смешивается с основным отрывным течением ближе к стенке уступа. Подобные явления 
были отмечены в работе [10], где изучалось влияние броуновского движения на характе-
ристики течения в основной рециркуляционной области. Результаты численных расче-
тов показывают, что величины максимального и минимального локальных чисел Нус-
сельта увеличиваются и сдвигаются вверх по потоку при добавлении наночастиц. Этот 
феномен ярче выражается при учете броуновского движения. Причиной этому является 
рост теплопроводности и удельной теплоемкости наножидкости, которые влияют на 
поток наряду с плотностью и вязкостью. 

 
 

Рис. 9. Влияние броуновского движения на локальное распределение Нуссельта для ϕ  = 0,05. 
Нижняя (а) и верхняя (b) стенки канала; чистая (базовая) жидкость (1); 

без учета броуновского движения: вода/CuO (2), вода/Al2O3 (3), вода/ZnO (4); 
с учетом броуновского движения: вода/CuO (5), вода/Al2O3 (6), вода/ZnO (7). 
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В работе [35] утверждалось, что пики локального теплообмена сдвигаются вверх по 
потоку к началу канала по мере того как поток изменяет температуру (см. рис. 6). Число 
Нуссельта в отрывной зоне увеличивается, пока не достигает своего максимального 
значения. После этого оно уменьшается из-за роста разности температур, пока не дос-
тигнет своего минимального значения несредственно за точкой присоединения потока. 
После этого значение числа Нуссельта остается практически неизменным до конца вы-
числительной области. На верхней стенке (рис. 9b) число Нуссельта резко уменьшается 
и достигает своего минимального значения в точке вблизи зоны рециркуляции, что объ-
ясняется уменьшением градиента температуры. Недалеко от стенки уступа скорость жид-
кости и, следовательно, коэффициент теплопереноса увеличивается из-за внезапного 
сжатия потока, что приводит к уменьшению разности температур стенки и наножидкости. 
С другой стороны, распределение числа Нуссельта на верхней стенке демонстрирует увели-
чение на ней числа Нуссельта при добавлении наночастиц и при учете влияния броунов-
ского движения (в основном при X = 2÷4). Объяснение такому поведению можно полу-
чить, рассмотрев уравнение (18). Формула для числа Нуссельта состоит из трех частей: 
разности температур между стенкой и среднемассовой температурой потока 1/(θ b − 1), 
отношения теплопроводностей (т.e. knf /kf) и градиента температуры на стенке (т.e. dθ /dy).  
Изотермы наножидкости вблизи верхней стенки становятся разреженными (см., например, 
рис. 7 от Х = 2 до Х = 4). Таким образом, снижение градиента температуры и уменьшение 
теплоотдачи достигается в этой зоне на верхней стенке. Кроме того, следует отметить, 
что зона рециркуляции искривляет линии тока от верхней стенки к нижней, что также 
было установлено в работе [8]. В этот момент число Нуссельта начинает снова увеличи-
ваться за счет снижения температуры при смешении и это происходит до тех пор, пока 
не будет достигнута точка, где влияние рециркуляции заканчивается, и число Нуссельта 
начинает постепенно уменьшаться. 

Исследование теплообмена в наножидкости при внезапном расширении канала 
         и наличии квадратного цилиндра 

На рисунке 10 показано осевое изменение числа Nu вдоль нижней и верхней стенок 
канала для ϕ = 0,05 с квадратным цилиндром для наножидкости вода/Al2O3. Максимальное 
значение Nu получено на расстоянии X = 4, соответствующем передней грани квадратного ци-
линдра (см. рис. 11), где в распределении числа Нуссельта наблюдается появление пика. 

 
 

Рис. 10. Локальное распределение числа Нуссельта для наножидкости вода/Al2O3 
для ϕ  = 0,05 при наличии квадратного цилиндра. 

Нижняя (а) и верхняя (b) стенки канала; без учета (1) и с учетом (2) броуновского движения. 



Теплофизика и аэромеханика, 2018, том 25, № 3 

 475 

Увеличение числа Нуссельта зарегистрировано у горизонтальной стенки уступа. Макси-
мальное значение Nu резко падает до очень низких значений на задней грани квадрат-
ного цилиндра. Такое поведение коэффициента теплообмена может объясняться тем, что 
вихреобразование резко возрастает в зоне рециркуляции за цилиндром, увеличивая 
вклад вязкости в теплообмен. Однако в точке присоединения отсутствуют сдвиговые 
касательные напряжения, что исключает вклад вязкости и оставляет только вклад тепло-
проводимости в теплообмен. Этим объясняется резкое падение числа Нуссельта после 
достижения его максимального значения. На нижней стенке минимальное значение Nu 
обнаруживается при Х = 0 в нижнем левом углу канала, так как в этой точке нет движе-
ния и отсутствует теплообмен. Причина максимума теплообмена на передней кромке 
стенки при наличии квадратного цилиндра обусловлена развитием гидродинамического 
пограничного слоя, отрыва потока и высокой скорости теплообмена с наибольшим ло-
кальным числом Нуссельта на передней кромке стенки цилиндра. На рис. 12 изображены 
контуры изотерм для разных объемных долей наночастиц в наножидкости вода/Al2O3, 
которые подтверждают эти результаты. Таким образом, зона рециркуляции за уступом 
сжимается сильнее при наличии квадратного цилиндра, кроме того, в отличие от случая 
его отсутствия (см. рис. 7), наблюдается сжатие изотермы вблизи горизонтальных стенок. 
При наличии квадратного цилиндра характеристики теплообмена могут быть заметно 
улучшены (рассматривается далее на рис. 13). 

На рис. 10b продемонстрировано появление второго пика за точкой присоединения 
вторичной отрывной зоны на верхней стенке канала. Таким образом, совершенно очевидно, 
что второй пик связан с наличием зоны вторичной рециркуляции. Область рециркуля-
ции за цилиндром влияет на значение Nu на верхней стенке канала. Однако её основное 
влияние выражается в сужении проходного сечения потока между вторичной отрывной 
областью и квадратным цилиндром, как показано на рис. 11. Это приводит к увеличе-
нию градиента скорости между вторичной областью рециркуляции и квадратным ци-
линдром. Высокие значения градиента скорости у стенки отвечают за высокие числа 
генерации энтропии, которые вызывают появление второго пика максимума теплоотда-
чи. Таким образом, можно сделать вывод, что эффект вторичной зоны рециркуляции за 
цилиндром имеет решающее значение для увеличения локальных темпов производства 

 
 
Рис. 11. Картины течения при наличии квадратного цилиндра в наножидкости вода/Al2O3. 

Однофазная базовая жидкость (ϕ = 0) (а), 
наножидкость вода/Al2O3 (5 %) с учетом (b) и без учета (с) броуновского движения. 
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энтропии на верхней стенке канала и, соответственно, общих показателей производства 
энтропии по всей области потока. 

На рис. 11 и 12 показано, что наличие квадратного цилиндра, обтекаемого потоком 
наножидкости, может вызвать значительные изменения в распределении линий тока и 
изотерм по сравнению с базовой однофазной жидкостью. Это изменение может быть 
более значительным при учете броуновского движения. Действительно, на рис. 11, ото-
бражающем изменения линий тока течения жидкости в канале при наличии и отсутствии 
наночастиц, видно, что основная зона рециркуляции за уступом уменьшается при нали-
чии наночастиц в жидкости. Между тем точка повторного отрыва основного потока 
сдвигается вверх по течению по мере того, как основной поток проходит уступ (особенно 
это заметно в случае учета броуновского движения) и зона рециркуляции вблизи уступа 
уменьшается. Результаты, представленные на рис. 12 показывают, что вблизи нижней 
стенки канала изотермы становятся все более и более компактными и приближаются 
к левому нижнему углу канала. Поэтому вполне можно ожидать, что характеристики 
теплообмена в этой области могут изменяться с ростом объемной концентрации наноча-
стиц. Влияние наночастиц на увеличение теплообмена становится значительнее при 
принятии во внимание броуновского движения. 

На рис. 13 представлены осредненные числа Нуссельта на нижней и верхней стен-
ках при наличии квадратного цилиндра. Здесь отображено увеличение числа Нуссельта, 
наблюдаемое при росте объемной доли наночастиц для разных видов наножидкостей 

 
 

Рис. 12. Контуры изотерм при вариации объемной концентрации наночастиц 
для системы вода/Al2O3 при наличии квадратного цилиндра. 

Базовая жидкость (ϕ = 0) (а), наножидкость вода/ Al2O3 (5 %) без учета (b) 
и с учетом (ϕ = 4 (с), 5 (d), 6 (e) %) броуновского движения. 
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при наличии и отсутствии квадратного цилиндра. Кроме того, видно, что теплообмен 
увеличивается при наличии квадратного цилиндра в сравнении со случаем его отсутст-
вия. Учет броуновского движения при наличии квадратного цилиндра приводит к ин-
тенсификации теплообмена за исключением области у нижней стенки. Действительно, 
при ϕ = 0,04 наблюдается увеличение теплоотдачи на нижней стенке на 17,14, 16,69 и 
15,84 % для CuO, Al2O3 и ZnO соответственно в сравнении со случаем без квадратного 
цилиндра. 

Заключение 

В представленной работе выполнено численное моделирование в целях изучения 
влияния броуновского движения на течение различных наножидкостей и теплообмен за 
уступом поверхности при наличии и отсутствии адиабатического квадратного цилиндра, 
расположенного за областью отрыва потока. Исследование выполнено как с учетом бро-
уновского движения, так и в его отсутствие. Рассматриваемая проблема является клас-
сической задачей механики жидкости и теплотехники. Приведем наиболее важные ре-
зультаты. 

1. Длина зоны рециркуляции течения уменьшается при добавлении наночастиц 
к базовой однофазной жидкости. Сокращение составляет 7 и 64 % для случаев без учета 
и с учетом броуновского движения соответственно и для концентрации наночастиц 6 %. 

2. Длина зоны рециркуляции уменьшается с учетом броуновского движения. 
3. При наличии броуновского движения без квадратного цилиндра всегда наблюда-

ется увеличение теплообмена на горизонтальных стенках. Его интенсификация более 
выражена при высоких объемных долях наночастиц. 

4. Пики максимума и минимума числа Нуссельта увеличиваются и сдвигаются 
вверх по потоку при добавлении наночастиц и рассмотрении броуновского движения. 

5. Наличие адиабатического квадратного цилиндра сильно увеличивает теплооб-
мен. Результаты показывают, что последний достигает своего максимума в месте распо-
ложения квадратного цилиндра. 

 
 

Рис. 13. Влияние квадратного цилиндра при учете броуновского движения 

на изменение Nu  для ϕ. 

Нижняя (а) и верхняя (b) стенки канала; вода/CuO (1), вода/Al2O3 (2), вода/ZnO (3) в отсутствие 
квадратного цилиндра; вода/CuO (4), вода/Al2O3 (5), вода/ZnO (6) при наличии квадратного цилиндра. 
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6. При наличии броуновского движения среднее по времени число Нуссельта воз-
растает с увеличением объемной доли твердой фазы менее чем на 5 % для всех нано-
жидкостей. Например, на нижней стенке для ϕ = 0,04 это увеличение близко к 4,91, 4,48 
и 3,76 % для CuO, Al2O3 и ZnO соответственно. В присутствии квадратного цилиндра 
это увеличение составляет 17,14, 16,69 и 15,84 %, для CuO, Al2O3 и ZnO. 

7. Для всех наножидкостей значение числа Нуссельта выше в сравнении с одно-
фазной базовой жидкостью (вода); наножидкости Al2O3 соответствует наибольшее его 
значение, за ней следуют соответственно CuO и ZnO. 

Условные обозначения 

Cp ⎯ удельная теплоемкость при постоянном 
          давлении, кДж⋅кг−1⋅K−1, 
h ⎯ коэффициент конвективной теплопередачи, 
        Вт⋅м−2⋅K−1, 
H ⎯ высота канала за сечением отрыва, м, 
k ⎯ коэффициент теплопроводности, Вт⋅м−1⋅K−1, 
L ⎯ длина канала, м, 
Lr ⎯ длина повторного присоединения потока, 
         безразмерная, 
Nu ⎯ число Нуссельта, 

Nu  ⎯ число Нуссельта, осредненное 

                   по времени и пространству, 
P ⎯ безразмеренное давление, 
p ⎯ давление, Н⋅м−2, 
Pe = Re⋅Pr ⎯ число Пекле, 

Pr = vf /af  ⎯ число Прандтля, 
qw ⎯ плотность теплового потока к стенке, 
          Вт⋅м−2, 
Re = ρf⋅u0⋅H/µf ⎯ число Рейнольда, 

Ri = gβf⋅H
 3⋅ ( )2 2

fh c( ) eRT T v ⋅−  ⎯ число 

        Ричардсона, 
T ⎯ температура, K, 
u0 ⎯ максимальная скорость на входе в канал, 
u ⎯ безразмерная компонента скорости 
        в направлении координаты x, 
v ⎯ безразмерная компонента скорости 
        в направлении координаты y, 
x ⎯ безразмерная горизонтальная координата, 
y ⎯ безразмерная вертикальная координата. 

Греческие символы 

α ⎯ коэффициент температуропроводности, м2⋅с−1, 
β ⎯ коэффициент теплового расширения, K−1, 
φ ⎯ переменная, 
ϕ ⎯ объемная концентрация наночастиц, 
ν ⎯ коэффициент кинематической вязкости, м−2⋅с−1, 

µ ⎯ коэффициент динамической вязкости, 
        кг⋅м−1⋅с−1, 
θ ⎯ безразмерная температура, 
ρ ⎯ плотность, кг⋅м−3, 
τ ⎯ обезразмеренное время. 

Подстрочные индексы 

av ⎯ среднее значение, 
b ⎯ среднемассовая величина параметра, 
nf ⎯ наножидкость, 
f ⎯ жидкость, 

s ⎯ твердое тело, 
w ⎯ стенка, 
wc ⎯ холодная стенка, 
wh ⎯ горячая стенка. 
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