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Разработан подход к оценке параметров подземных полостей, развивающихся в грунтовых 
массивах вследствие природных и/или техногенных процессов. Необратимое деформирова-
ние массива моделировалось методом дискретных элементов. Показана однозначная разре-
шимость сформулированной обратной задачи определения геометрических размеров и глу-
бины залегания полости по конфигурации мульды оседания. 

Грунтовой массив, необратимое деформирование, мульда сдвижения, метод дискретных 
элементов, обратная задача, целевая функция, аппроксимация 

 

Подземная добыча твердых полезных ископаемых, образование карстовых полостей, из-
влечение углеводородного сырья, вулканическая деятельность — вот далеко не полный пере-
чень природных и техногенных процессов, вызывающих необратимое деформирование вме-
щающих породных массивов. В результате на дневной поверхности последних могут возникать 
мульды оседания, размеры и конфигурация которых зависят как от структуры и деформацион-
но-прочностных свойств массива, так и от геометрии подземных полостей [1, 2]. 

Для определения размеров и формы мульды сдвижения используются как инженерные 
подходы [3 – 5], так и численные методы [6 – 8]. К последним относится одна из разновидно-
стей метода частиц [9] — метод дискретных элементов, который адекватно описывает необра-
тимое деформирование грунтовых и трещиновато-блочных породных массивов [10]. 

К настоящему времени создан ряд алгоритмов и кодов, реализующих метод частиц, для 
решения прямых статических и динамических задач механики сплошных сред, грунтов и гор-
ных пород [11 – 14]. Отличительная особенность этих кодов – высокая вычислительная ресур-
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соемкость, что, по-видимому, и объясняет крайне незначительное чило публикаций, посвящен-
ных решению соответствующих обратных задач: есть лишь отдельные примеры в гидродина-
мике [15,16]. Дополнительной сложностью здесь является “стохастичность” постановки, по-
скольку начальная упаковка частиц формируется случайным образом. 

В настоящей работе предложен метод количественной оценки размеров подземной полости в 
грунтовом массиве (деформирование которого моделируется методом дискретных элементов) с 
известными физико-механическими свойствами, основанный на решении обратной задачи по 
данным о конфигурации мульды оседания на дневной поверхности. Такая информация может 
быть получена не только реперными измерениями [17], но и методами спутниковой геодезии [18]. 

ПОСТАНОВКА И РЕШЕНИЕ ПРЯМОЙ ЗАДАЧИ 

Рассмотрим прямоугольную область D  с размерами xL  и zL  по соответствующим осям 
декартовой системы координат ( x , z ) (рис. 1). Грунтовой массив моделируется случайной 
упаковкой круглых частиц (элементов), осаждающихся под действием силы тяжести, верти-
кальная и нижняя границы D  неподвижны. В массиве на глубине H  мгновенно образуется 
прямоугольная полость ( w  — длина, h  — высота, рис. 1) посредством удаления из нее частиц. 
Это приводит к нарушению равновесия в массиве и инициирует процесс переупаковки частиц 
до наступления нового равновесного состояния. В результате в окрестности границы 0=z  
возникает и развивается мульда оседания, описываемая некоторой функцией )(xZZ = , задан-
ной в дискретном множестве точек Kkkx ,...,1}{ = , где K  — число частиц, расположенных на 
дневной поверхности. 

 
Рис. 1. Схема расчетной области 

Движение частиц в процессе установления нового состояния равновесия описывается сис-
темой уравнений 
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проведенные из центра i -го элемента к точкам приложения сил ijFτ
r

 и ijcF
r

 соответственно. Каж-
дый элемент характеризуется параметрами: плотностью iρ , модулем Юнга iE , углом контактно-
го трения iϕ , сцеплением iC  и модулем упругости виртуальной пружины сцепления ciE , сово-
купность которых и определяет деформационно-прочностные свойства среды [9 – 11]. 

Расчеты проводились при следующих значениях параметров: 210== yx LL  м, 2500=iρ  кг/м3, 
10=iE  ГПа, °= 20iϕ , 5.0=iC  МПа, 10=ciE  МПа, радиусы частиц — случайные величины, 

равномерно распределенные в диапазоне от 0.25 до 0.3 м ( 300152=N ). На рис. 2 в качестве 
примера приведены начальная и конечная упаковки частиц в центральной части D  при образо-
вании полости с 20=w  м и 4=h  м (контуры которой показаны штриховой линией). 

 
Рис. 2. Начальная (а) и конечная (б) упаковки частиц при возникновении подземной полости в 
грунтовом массиве 

ОБРАТНАЯ ЗАДАЧА 

Предположим, что известны гранулометрический состав и деформационно-прочностные 
свойства грунтового массива, которые могут быть определены стандартными методами [19]. 
Исследуем возможность оценки размеров подземной полости w  и h , а также ее глубины H  по 
инструментально зарегистрированной конфигурации мульды оседания )(0 xZ . 

Введем целевую функцию 
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где Z  получено в результате решения (1) при некоторых значениях H , w  и h . Традиционный 
подход [20], заключающийся в применении одного из градиентных методов [21] поиска мини-
мума Ψ , здесь нецелесообразен, поскольку время решения прямой задачи очень велико. По-
этому из априорных соображений выберем диапазоны изменения искомых параметров 

rl HHH ≤≤ , rl www ≤≤ , rl hhh ≤≤  и для дискретного набора pw , qh , sH  (в частности, 
Ppwwww lrlp /)( −+= , Pp ,...,0= ) рассчитаем по (1) конфигурации мульд оседания )(xZ pqs  

(сплошные серые линии на рис. 3). Каждую из них аппроксимируем параболой 
 2

0 )()( xxAFxZ pqs −+≅  (3) 

(штриховые линии на рис. 3), где коэффициенты A  и F  зависят от H , w  и h , а 0x  (как пока-
зали численные эксперименты) соответствует середине полости. 
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Рис. 3. Конфигурация мульды оседания (сплошные) и ее аппроксимация (штриховые) для различ-
ных значений геометрических параметров модели 

Теперь, с использованием метода наименьших квадратов, аппроксимируем A  и F  много-
членами первой 

 mmAAA ξ+≅ 0 ,   mmFFF ξ+≅ 0  (4) 
или второй 

 nmmnmm AAAA ξξξ ++≅ 0 ,   nmmnmm FFFF ξξξ ++≅ 0  (5) 

степени. Здесь введены безразмерные переменные rHH /1 =ξ , rww /2 =ξ  и rhh /3 =ξ , по по-
вторяющимся индексам m  и n  производится суммирование. Полученное таким образом при-
ближенное решение (3), (5) системы (1) и использовалось в качестве функции Z  в (2). 

Для численных экспериментов выбраны следующие значения параметров: 100=lH  м, 
200=rH  м; 5=lw  м, 20=rw  м; 1=lh  м, 5=rh  м. Оказалось, что для достижения приемле-

мой точности достаточно разбить интервалы изменения искомых величин на три части ( 2=P ). 
В табл. 1 и 2 приведены коэффициенты аппроксимации для (3) и (4) соответственно. Относи-
тельная точность ν  квадратичного приближения (4) составляет 7 % (табл. 2), что вполне доста-
точно для практики. 

ТАБЛИЦА 1. Значения коэффициентов при линейной аппроксимации функций A и F 

m 0 1 2 3 v, % 
100Am , м 0.623 0.341 – 1.146 – 0.995 13.8 
Fm, м – 131.7 – 36.1 216.7 188.1 10.2 

ТАБЛИЦА 2. Значения коэффициентов при аппроксимации функций A и F полиномами 
второй степени 

m 0 1 2 3 v, % 
100Am, м – 0.321 0.057 1.403 – 0.660 6.9 
Fm, м – 10.9 141.6 – 121.9 23.1 3.5 

 
(m, n) (1, 1) (2, 2) (3, 3) (1, 2) (1, 3) (2, 3) 

100Amn, м – 0.141 - 0.671 0.070 – 0.202 0.533 – 0.826 
Fmn, м – 55.6 110.6 – 19.3 – 38.5 – 24.4 153.7 
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На рис. 4 и 5 приведены изолинии функций ),,( hwHA  и ),,( hwHF  в различных сечениях 
const=h . Следует отметить, что для выбранных физико-механических свойств грунтового 

массива при небольших глубинах H  функция F  увеличивается практически линейно с ростом 
протяженности полости w . 

 
Рис. 4. Изолинии функции A(H,w,h) при различных значениях высоты полости h 

 
Рис. 5. Изолинии функции F(H,w,h) при различных значениях высоты полости h 

Поиск минимума целевой функции Ψ  осуществлялся модифицированным методом сопря-
женных градиентов [22]. Использовались синтетические входные данные 0Z , полученные из 
точного решения (1) наложением мультипликативного шума с относительной амплитудой η :  

 ),,,()](1[)( ***0 hwHxZxxZ ηγ+= , 

где γ  — равномерно распределенная на отрезке [-1, 1] случайная величина. На рис. 6 пред-
ставлены изолинии Ψ  при 140=∗H  м, 16=∗w  м и 3=∗h  м при 15.0=η  в сечениях 5.2=h , 
3.0, 3.5 м: можно видеть, что целевая функция имеет единственный минимум, поэтому сфор-
мулированная обратная задача однозначно разрешима. Численные эксперименты показали, что 
если уровень помехи 15 – 20 %, то относительная ошибка определения размеров полости не 
превышает 10 %, в то время как глубина залегания может достигать 25 – 30 %. 
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Рис. 6. Изолинии целевой функции в различных сечениях h=const. Штриховые линии — траекто-
рии итерационного процесса поиска минимума 

ВЫВОДЫ 

Предложенный подход позволяет по данным о смещениях дневной поверхности грунтовых 
массивов осуществлять мониторинг процесса эволюции подземных полостей при карстообра-
зовании и разработке месторождений твердых полезных ископаемых. 
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