
138 ПРИКЛАДНАЯ МЕХАНИКА И ТЕХНИЧЕСКАЯ ФИЗИКА. 2005. Т. 46, N-◦ 5

УДК 539.3

ОПРЕДЕЛЯЮЩИЕ СООТНОШЕНИЯ ДЛЯ КОНЕЧНЫХ

УПРУГО-НЕУПРУГИХ ДЕФОРМАЦИЙ

А. А. Роговой

Институт механики сплошных сред УрО РАН, 614013 Пермь
E-mail: rogovoy@icmm.ru

На основе кинематики наложения малых упругих и неупругих деформаций на конеч-
ные упруго-неупругие построен общий вид эволюционного определяющего соотноше-
ния упруго-неупругости с согласованной с ним объективной производной. Уравнение
конкретизировано с использованием упругого закона для слабосжимаемого материала.
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1. Предварительные сведения. В работе [1] с использованием трех конфигураций:
æ0 — начальной, æ — текущей и æ∗ — промежуточной, близкой к текущей, и в рамках ки-
нематики, определяемой наложением малых деформаций (градиентов места) на конечные,
построены уравнения состояния для конечных упругих деформаций простого материала

относительно промежуточной конфигурации.
В соответствии с теоремой Селерье — Рихтера или теоремой приведения Нолла опре-

деляющее уравнение для простого материала, удовлетворяющее принципу объективности,
имеет вид (см. [2])

T = R · g̃1(U) ·Rт, (1.1)

где T — тензор истинных напряжений; R, U — ортогональный тензор и симметричный

положительно-определенный тензор чистой деформации в полярном разложении градиента
места F = R · U ; g̃1(U) — отклик материала на чистую деформацию. Соотношение (1.1)
может быть представлено в нескольких эквивалентных формах [1], в частности

T = J−1F · g̃6 · F т, (1.2)

где J = I3(F ) — третий главный инвариант F , определяющий относительное изменение
объема; g̃6 — функция отклика материала. В работе [1] функция g̃6 связана с g̃1 соот-
ношением g̃1 = J−1U · g̃6 · U . Относительно промежуточной конфигурации æ∗, близкой к
текущей, определяющее уравнение (1.2) представляется в виде

T = [1− I1(e)]T∗ + h · T∗ + T∗ · hт + L̃IV
6 ·· e. (1.3)

Здесь T∗ — напряжение, достигнутое в конфигурации æ∗ (начальное для этой конфигура-

ции); h = (
æ∗
∇u)т — градиент относительно конфигурации æ∗ вектора малых перемеще-
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ний u, переводящих промежуточную конфигурацию в текущую; e = (h + hт)/2 — тензор

малых деформаций относительно конфигурации æ∗; d = (h − hт)/2 — тензор малых по-
воротов; L̃IV

6 — тензор четвертого ранга (в общем случае анизотропный), определяющий
упругий отклик материала на малые деформации относительно промежуточной конфигу-
рации.

Приближенное соотношение (1.3) легко сводится к точному делением на приращение
времени перехода из промежуточной конфигурации в текущую и осуществлением предель-
ного перехода — устремлением промежуточной конфигурации к текущей. В результате
получено эволюционное уравнение

TTr = L̃IV
6 ·· ė (1.4)

с объективной производной Трусделла.
Конфигурация æ∗ получается из текущей конфигурации (неизвестной до решения за-

дачи) малой упругой разгрузкой и, если процесс чисто упругий, совпадает с конфигу-
рацией æ1, полученной в конце предыдущего нагрузочного шага. Если процесс упруго-
неупругий, то конфигурация æ∗, как показано в [1], также однозначно строится по извест-
ной конфигурации æ1. На основе соотношений (1.3), (1.4), интерпретируя упругопластиче-
ский процесс как упругий с отсчетной конфигурацией æ2, полученной из конфигурации æ1

с помощью малого пластического поворота dP , авторы работы [1] построили эволюцион-
ные определяющие уравнения для больших упругопластических деформаций (конечных
упругих и конечных пластических) для любого закона упругости и ассоциированного за-
кона пластичности. Уравнения конкретизированы с использованием в качестве упругого
закона упрощенного соотношения Синьорини и соотношения Прандтля — Рейсса для пла-
стичности.

Вся процедура получения эволюционных определяющих уравнений для больших упру-
гопластических деформаций, изложенная в [1], есть некая формализация, алгоритм постро-
ения непротиворечивых (законам термодинамики, принципу объективности) уравнений
состояния. Цель настоящей работы — обосновать эту процедуру при построении опреде-
ляющих уравнений для конечных упруго-неупругих (упругопластических, вязкоупругих,
термоупругих) деформаций и конкретизировать полученные соотношения, основываясь на
уравнениях для слабосжимаемого упругого материала.

2. Кинематические соотношения. Придерживаясь подхода, изложенного в рабо-
те [1] и основанного на наложении малых деформаций на конечные, представим гради-
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ент места в виде мультипликации малых упругих, малых неупругих и конечных упруго-
неупругих деформаций (см. рисунок):

F = fE · fIN · F∗. (2.1)

Здесь упруго-неупругий градиент места F∗ переводит начальную конфигурацию, поло-
жение точки в которой определяется радиус-вектором r, в первую промежуточную æ1.
Градиент fIN переводит конфигурацию æ1 во вторую тоже промежуточную конфигура-
цию æ2, а градиент fE переводит конфигурацию æ2 в текущую c радиус-вектором R.
Причем конфигурации æ1, æ2 и текущая близки между собой, что формализуется выра-
жениями

Ræ2 = Ræ1 + εuIN , R = Ræ2 + εuE , (2.2)

где ε — малый параметр (положительная величина); uIN , uE — векторы неупругих и

упругих перемещений, последовательно переводящие конфигурацию æ1 в æ2 и æ2 — в те-
кущую. Соотношения (2.2) позволяют определить fIN и fE :

fIN = (
æ1
∇Ræ2)

т = g + εhIN = g + ε(eIN + dIN ) = (g + εeIN ) · (g + εdIN ),

fE = (
æ2
∇R)т = g + εhE = g + ε(eE + dE) = (g + εeE) · (g + εdE),

где g — единичный тензор; eIN , dIN — симметричная (малые неупругие деформации)

и кососимметричная (малые неупругие повороты) части тензора hIN = (
æ1
∇uIN )т; eE ,

dE — симметричная (малые упругие деформации) и кососимметричная (малые упругие
повороты) части тензора

εhE = ε(
æ2
∇uE)т = ε(f−IN

т ·
æ1
∇uE)т = ε(

æ1
∇uE)т.

Из этих выражений следует, что конфигурации æ1 и æ2 неразличимы (с точностью до

линейного представления по ε):

fE · fIN = fIN · fE = g + ε(e + d) = (g + εe) · (g + εd) = (g + εd) · (g + εe),

где e = eE + eIN — полная малая деформация; d = dE + dIN — полный малый поворот.
В результате соотношение (2.1) принимает вид

F = (g + εh) · F∗ = [g + ε(eE + eIN + dE + dIN )] · F∗. (2.3)

Здесь h = hE + hIN . Приближенные соотношения (2.3) (при их получении сохранялись
только линейные относительно ε слагаемые) легко сводятся к точным. Принимая во вни-
мание, что F −F∗ = ∆F — приращение градиента места, а εu = ∆u — приращение пере-
мещения, деля первое уравнение в соотношениях (2.3) на∆t — время перехода из промежу-

точной конфигурации в текущую, устремляя первую к последней (при этом
æ1
∇ стремится

к ∇̃ — оператору Гамильтона в текущей конфигурации) и учитывая, что (∇̃v)т = Ḟ ·F−1

(v — скорость перемещения), получаем тождество. Осуществляя аналогичный предель-
ный переход во втором уравнении соотношений (2.3), имеем

Ḟ = (DE + DIN + WE + WIN ) · F = P · F + Q · F.

Здесь DE = ėE , DIN = ėIN — деформации упругой и неупругой скоростей перемещений

(совпадающие в данном случае со скоростями соответствующих деформаций); WE = ḋE ,

WIN = ḋIN — упругий и неупругий тензоры вихря; P , Q — любые достаточно гладкие

тензорные функции, удовлетворяющие условию P + Q = A, A = DE + DIN + WE + WIN .
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Решением тензорного уравнения (см. [3])

Ḟ = P (t) · F (t) + Q(t) · F (t) (2.4)

при F (t = 0) = g является тензор (матрицант)

F t
0(A) = F t

0(P ) · F t
0(S), S = [F t

0(P )]−1 ·Q · F t
0(P ), (2.5)

где F t
0(P ), F t

0(S) — решения при тех же самых начальных условиях уравнения (2.4) с пра-
выми частями P и S (умноженными на F ) соответственно, что легко проверить простой
подстановкой. Каждый из матрицантов в решении (2.5) представляется выражением вида

F t
0(A) = (g + A(τ) ∆t) · F t∗

0 (A), ∆t = t− t∗, τ ∈ (t∗, t), (2.6)

являющимся при рекуррентном продолжении интегральным произведением, приводящим
в пределе при ∆t → 0 к мультипликативному интегралу [3].

Покажем эквивалентность соотношений (2.5) и (2.3). Поскольку F (t) есть F t
0(A),

P + Q = A, учитывая выражение для тензора S, используя для матрицантов представле-
ния (2.6) и сохраняя в выкладках слагаемые только первого порядка малости относитель-
но ∆t, соотношение (2.5) приводим к виду

(g + A(τ) ∆t) · F∗ = (g + A(τ) ∆t) · F t∗
0 (P ) · F t∗

0 (S).

Отсюда F∗ = F t∗
0 (P ) · F t∗

0 (S), что и должно быть в соответствии с соотношением (2.5), а
A(τ) ∆t = ε(eE + eIN + dE + dIN ).

Таким образом, выбирая любые достаточно гладкие тензорные функции P и Q с за-
данной суммой, получим разные мультипликативные разложения градиента места F . По-
ложим P = DE + WE . Тогда согласно (2.6) имеем

F t
0(P ) = [g + ε(eE + dE)] · F t∗

0 (P ).

В последнем выражении содержится только упругая кинематика. Поэтому естественно
ввести обозначение F t

0(P ) = FE и название “упругий градиент места”:

FE = [g + ε(eE + dE)] · FE∗. (2.7)

Тензор Q определяется выбором тензора P : Q = DIN + WIN . Тогда, используя второе
соотношение в (2.5), находим тензор S и, сохраняя в соответствии с (2.6) слагаемые только
первого порядка малости относительно ∆t или ε, строим тензор F t

0(S), который назовем
неупругим градиентом места и обозначим FIN :

FIN = [g + εF−1
E∗ · (eIN + dIN ) · FE∗] · FIN∗. (2.8)

В результате из первого соотношения (2.5) получаем представление F = FE · FIN , совпа-
дающее по форме с известным разложением Ли, но свободное от недостатков последнего.
В частности, из этого представления следует, что полная деформация скорости перемеще-
ний есть сумма упругой и неупругой деформаций скорости и упругий градиент места не

меняется при чисто неупругом изменении конфигурации.
Первое положение вытекает из следующей цепочки соотношений. Как известно, l =

(∇̃v)т = Ḟ · F−1. Тогда l = ḞE · F−1
E + FE · ḞIN · F−1

IN · F−1
E . Подставляя сюда соотношения

ḞE = (DE +WE) ·FE и ḞIN = F−1
E · (DIN +WIN ) ·FE ·FIN , следующие из выражений (2.7)

и (2.8), находим l = DE + WE + DIN + WIN или, учитывая симметричность тензоров D и

кососимметричность W , получаем D = (l + lт)/2 = DE + DIN .
Для доказательства второго положения запишем представление F в виде мультипли-

кации FE и FIN через соответствующие операторы Гамильтона и радиусы-векторы в

известном виде

F = FE · FIN = (
IN
∇ R)т · (∇RIN )т = RiR

i
IN · (RIN )jr

j = Rir
i. (2.9)
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Здесь радиусы-векторы R и RIN определяют текущую и неупругую конфигурации;
IN
∇ и ∇ — операторы Гамильтона относительно неупругой и начальной конфигураций;
Ri, Ri, (RIN )i, Ri

IN , ri, ri — векторы основного и взаимного базисов текущей, неупру-
гой и начальной конфигураций соответственно. Согласно (2.7) упругий градиент места
не меняется при чисто неупругом изменении конфигурации. Из выражений (2.9) следует,
что

FE = (
IN
∇ R)т = RiR

i
IN ,

где и R, и
IN
∇ , а соответственно, и Ri, и Ri

IN зависят от неупругой кинематики. Покажем,
что здесь нет никакого противоречия.

Неизменность FE при неупругом изменении конфигурации определяется соотношением

ḞE = ṘiR
i
IN + RiṘ

i
IN = 0. Отсюда следует Ri · Ṙi = Ri

IN · (ṘIN )i. Учитывая, что
положение точки в текущей конфигурации R определяется ее положением в предыдущей

близкой конфигурации R∗ и вектором малых неупругих перемещений εuIN : R = R∗ +
εuIN , имеем Ṙi = ∂vIN/∂qi, где vIN = u̇IN , qi — обобщенные координаты. В результате
приходим к следующему условию неизменности упругого градиента места при неупругом

изменении конфигурации: ∇̃ · vIN =
IN
∇ ·ṘIN .

Рассмотрим сомножитель в квадратных скобках в соотношении (2.8). Это выраже-
ние есть не что иное, как градиент вектора RIN относительно промежуточной неупругой

конфигурации, определяемой вектором RIN∗, близкой к текущей неупругой:

IN∗
∇ RIN =

IN∗
∇ (RIN∗ + εϕ) = g + ε

IN∗
∇ ϕ,

где εϕ — малое изменение неупругой конфигурации. Отсюда

ε
IN∗
∇ ϕ = εF−1

E∗ · hIN · FE∗.

Так как hIN = (
∗
∇uIN )т — градиент вектора малых неупругих перемещений относи-

тельно упруго-неупругой промежуточной конфигурации (конфигурация æ1 в соотноше-

нии (2.3)), близкой к текущей, то hIN · FE∗ = (
IN∗
∇ uIN )т. Тогда

ε
IN∗
∇ ϕ = εF−1

E∗ · (
IN∗
∇ uIN )т.

Деля последнее соотношение на приращение времени осуществления малого неупругого

процесса ∆t и выполняя предельный переход при ∆t → 0, получаем равенство
IN
∇ ṘIN =

F−1
E ·(

IN
∇ vIN )т, первый инвариант которого совпадает с выписанным выше условием неза-

висимости упругого градиента места от неупругой кинематики. Таким образом, соотноше-
нием (2.8) определяется переменная неупругая конфигурация (радиус-вектор RIN ), отно-
сительно которой градиент изменяемого за счет неупругих перемещений вектора R оста-
ется постоянным. Конечно, этот упругий градиент может быть записан в любом базисе,
в том числе и в переменном, использованном, например, в соотношении (2.9).

Таким образом, исходя из выражений (2.1) или (2.3), которые и только которые опре-
деляют действительную историю деформирования, получено мультипликативное разложе-
ние полного градиента места на упругий и неупругий, совпадающее по форме с известным
разложением Ли, но с совершенно иным содержанием. Естественно, что найденные таким
образом упругий и неупругий градиенты места (соотношения (2.7) и (2.8)) отражают дей-
ствительную историю деформирования: подстановка в правую часть разложения типа Ли
выражений для этих градиентов приводит к соотношениям (2.1) или (2.3).
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Отметим, что представление F в виде мультипликации FE и FIN полезно в некоторых

случаях трактовать, используя терминологию структурного моделирования, как последо-
вательное соединение упругого и неупругого элементов. Действительно, в рамках малых
деформаций (FE∗ = FIN∗ = g) из соотношений (2.7), (2.8) следует, что полные деформация
и поворот равны сумме упругих и неупругих величин, что соответствует последователь-
ному соединению упругого и неупругого элементов.

Корректное выделение из упруго-неупругого градиента места чисто упругого, выпол-
ненное здесь, понадобится нам при построении уравнения состояния упруго-неупругого
поведения материала при конечных деформациях. Понадобится также мера деформации
Коши — Грина C = F т · F , которая с учетом выражений (2.3), (2.5) представляется в
виде

C = F тIN · CE · FIN = C∗ + 2 εF т∗ · (eE + eIN ) · F∗, (2.10)

где F∗ = FE∗ · FIN∗.
3. Определяющее уравнение. Любой упруго-неупругий процесс, приводящий к те-

кущей конфигурации æ, интерпретируется как упругий из напряженной конфигурации æ2,
близкой к текущей (см. рисунок). Близость определяется возможностью использовать со-
отношение (1.3) в качестве определяющего уравнения упругости, которое допускает удоб-
ную для наших целей трактовку, связанную со слагаемыми, содержащими напряжение T∗,
соответствующее градиенту места F∗. Эти слагаемые полностью определяют преобразова-
ние напряжений T∗ при наложении на F∗ градиента места f , т. е. поворот этих напряжений
и их изменение в связи с изменением текущей элементарной площадки. Действительно, эле-
ментарные ориентированные площадки в текущей и промежуточной конфигурациях связа-
ны известным соотношением (см. [1]) J−1

f N ·f dS = N∗ dS∗, где Jf = I3(f) = 1+εI1(e); N dS

и N∗ dS∗ — ориентированные элементарные площадки в текущей и промежуточной (æ2)
конфигурациях. Из равенства усилия, соответствующего напряжению T∗ в промежуточной
конфигурации, усилию в текущей конфигурации получаем для последней симметричный
тензор напряжений J−1

f f ·T∗·fт. Подставляя сюда выражения для Jf и f и удерживая толь-

ко линейные относительно ε слагаемые, приходим к соотношению [1−I1(e)]T∗+h·T∗+T∗·hт,
в котором, учитывая, что h = e+d, можно выделить члены, связанные только с поворотом
и изменением величины площадки.

Рассмотрим процесс перехода из конфигурации æ1 в текущую æ (см. рисунок). Конфи-
гурации æ1 соответствует накопленное напряженное состояние Tæ1 . Градиент fIN перево-
дит конфигурацию æ1 с этим напряженным состоянием в конфигурацию æ2, поворачивая
тензор Tæ1 посредством dIN и пересчитывая его на новую текущую площадку посред-
ством eIN (путь 1 на рисунке). В результате напряженное состояние в конфигурации æ2

определяется соотношением

Tæ2 = [1− εI1(eIN )]Tæ1 + εhIN · Tæ1 + εTæ1 · h
т
IN . (3.1)

Напряжения Tæ2 являются начальными для кинематики, определяемой упругим гради-
ентом места fE , поэтому в соответствии с уравнением состояния (1.3) тензор истинных
напряжений записывается в виде

T = [1− εI1(eE)] Tæ2 + εhE · Tæ2 + εTæ2 · h
т
E + εL̃IV

6 ·· eE , (3.2)

где L̃IV
6 определяет отклик материала на малые упругие деформации eE относительно

конфигурации æ2. Подставляя выражение (3.1) в соотношение (3.2) и сохраняя только
линейные по ε слагаемые, приходим к уравнению

T = [1− εI1(e)] Tæ1 + εh · Tæ1 + εTæ1 · h
т + εL̃IV

6 ·· eE , (3.3)
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где e = eE +eIN и h = hE +hIN — полная малая деформация и градиент полных перемеще-
ний при переходе из конфигурации æ1 (с накопленными в ней напряжениями Tæ1 (далее T∗)
в текущую. (Заметим, что соотношение (3.3) можно получить, двигаясь по пути 2 (см. ри-
сунок), т. е. сначала осуществляя малый упругий процесс, а затем — малый неупругий,
что следует из отмеченного выше равенства fE · fIN = fIN · fE .) Так как eE = e− eIN , то

T = [1− εI1(e)]T∗ + εh · T∗ + εT∗ · hт + εL̃IV
6 ·· (e− eIN ). (3.4)

Приближенное уравнение (3.4) можно свести к точному (дифференциальному, эво-
люционному) делением его на приращение времени перехода из конфигурации æ1 в ак-
туальную и устремлением промежуточных конфигураций к текущей (æ1 → æ2 → æ).
В результате имеем

TTr = L̃IV
6 ·· (ė− ėIN ), (3.5)

где TTr ≡ Ṫ − ḣ · T − T · ḣт + I1(ė)T — автоматически получающаяся объективная произ-

водная Трусделла; ḣ ≡ (∇̃v)т; ė ≡ D (D — тензор деформации скорости полных перемеще-
ний). Аргументами у тензора четвертого ранга L̃IV

6 в (3.5) являются те же кинематические
величины, что и в соотношении (3.4), но не в промежуточной, а в текущей конфигурации.
В результате, вводя уравнение состояния для ėIN , получаем эволюционное определяющее
уравнение, записанное через истинное напряжение, скорость его изменения, деформацию
скорости полных перемещений и упругую кинематику, через которую определяется тен-
зор L̃IV

6 . Построим для этого тензора конкретное выражение.
4. Упругий потенциал. Рассмотрим чисто упругий материал, поведение которого

определяется только упругой кинематикой. (Для упрощения обозначений далее опускаем
индекс E во всех кинематических величинах, считая их упругими.)

Тензор истинных напряжений представляется через тензор Пиолы — Кирхгофа вто-
рого рода в виде T = J−1F · PII · F т. Сравнивая это выражение с соотношением (1.2),
заключаем, что g̃6(U) = PII . Тензор PII определяется в упругости через упругий потенци-
ал W , зависящий, как правило, от меры упругих деформаций Коши — Грина C = F т · F :
PII = 2 (∂W/∂C). Используя известные правила дифференцирования тензорных функций
тензорного аргумента по тензорному аргументу [4], имеем

dPII =
∂PII

∂C
·· dC =

∂PII

∂C
·· (2F т · de · F ) = 2

(
F

3◦ ∂PII

∂C
· F т

)
·· de.

Здесь учтено, что в соответствии с соотношением (2.10) (в котором FIN = g, eIN = 0)
в пределе (при стремлении промежуточной конфигурации к текущей) имеем dC = 2F т ·
de · F . Выражение A

3◦BIV означает позиционное умножение, т. е. скалярное умножение
слева тензора второго ранга A на третий базисный вектор тензора четвертого ранга BIV .
Учитывая теперь представление PII через упругий потенциал, получаем

PII = 4

∫
et
0

(
F

3◦ ∂2W

∂C2
· F т

)
·· de = 4

t∫
0

(
F

3◦ ∂2W

∂C2
· F т

)
··D dτ. (4.1)

Здесь et
0 — история изменения тензора e, а в последнем интеграле все величины в подын-

тегральном выражении являются функциями времени τ .
Аналогично

dW =
∂W

∂C
·· dC =

∂W

∂C
·· (2F т · de · F ) = 2

(
F · ∂W

∂C
· F т

)
·· de = (F · PII · F т) ·· de.
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Отсюда

W =

∫
et
0

(F · PII · F т) ·· de =
1

2

∫
Ct

0

PII ·· dC, (4.2)

где Ct
0 — история изменения тензора C, или с учетом (4.1)

W = 4

∫
et
0

{
F ·

[ ∫
et
0

(
F

3◦ ∂2W

∂C2
·F т

)
··de

]
·F т

}
··de = 2

∫
Ct

0

[ ∫
et
0

(
F

3◦ ∂2W

∂C2
·F т

)
··de

]
··dC =

= 4

t∫
0

{
F ·

[ τ1∫
0

(
F

3◦ ∂2W

∂C2
· F т

)
··D dτ2

]
· F т

}
··D dτ1. (4.3)

Из последнего равенства в (4.3) следует, что

dW

dt
= PII ·· (F т ·D · F ) = JT ··D.

Учитывая, что D dt = de и 2F т · de · F = dC, получаем соотношения PII = 2 (∂W/∂C) и
T = J−1 (∂W/∂e). Последние выражения непосредственно следуют и из других равенств
в (4.2), (4.3). Определяя из второго равенства в (4.3) вторую производную по C, получаем
тождество. Такая форма представления упругого потенциала позволяет обобщить его на
упруго-неупругий процесс.

Как следует из соотношения (4.1), тензор четвертого ранга ∂2W/∂C2 определяет свой-
ства материала в текущий момент времени относительно базиса начальной конфигурации

и его отклик (напряжение, отнесенное к начальной конфигурации) на бесконечно малое
приращение меры деформации Коши — Грина. Тензор F просто переводит два последних

базисных вектора этого тензора четвертого ранга в векторы текущей конфигурации, к ко-
торым отнесен тензор de. Будем моделировать упруго-неупругий процесс с помощью после-
довательного соединения упругого и неупругого элементов, кинематика которых определя-
ется соотношениями (2.7) и (2.8) соответственно, а кинематика всей сборки — (2.5). При
таком соединении элементов истинные напряжения в них одинаковы и равны полному на-
пряжению всей сборки. Приращение этих напряжений определяется свойствами упругого
элемента, т. е. тензором четвертого ранга ∂2W (CE)/∂C2

E , и приращением упругих дефор-
маций. Поэтому естественным обобщением соотношений (4.1), (4.3) на упруго-неупругий
процесс будут выражения

PII = 4

t∫
0

(
F

3◦ ∂2W

∂C2
E

· F т
)
··DE dτ ; (4.4)

W1 = 4

t∫
0

{
F ·

[ τ1∫
0

(
F

3◦ ∂2W

∂C2
E

· F т
)
··DE dτ2

]
· F т

}
··DE dτ1, (4.5)

где F — полный упруго-неупругий градиент места; W — упругий потенциал, зависящий
только от упругой кинематики, определяемой выражением (2.7). Из этих соотношений
следует, что

JT ··DE =
dW1

dt
= 4

{
F ·

[ t∫
0

(
F

3◦ ∂2W

∂C2
E

· F т
)
··DE dτ

]
· F т

}
··DE . (4.6)
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Отсюда имеем

T = 4J−1F ·
[ t∫

0

(
F

3◦ ∂2W

∂C2
E

· F т
)
··DE dτ

]
· F т.

Представим последний интеграл в виде суммы двух интегралов: первый — от 0 до t∗,
который согласно (4.4) есть PII∗, второй — от t∗ до t, причем t − t∗ = ∆t — малая

конечная величина, и поэтому его можно аппроксимировать выражением(
F∗

3◦ ∂2W

∂C2
E

∣∣∣
CE=CE∗

· F т∗
)
·· εeE .

Здесь и ниже величины c индексом “∗” относятся к моменту времени t∗. Учитывая теперь
соотношение (2.3) для F и представление J = J∗(1 + εI1(e)) для якобиана (отсюда J−1 =
J−1
∗ (1−εI1(e))) [1], приходим, сохраняя только линейные слагаемые по ε, к определяющему
уравнению (3.3) с конкретным выражением для L̃IV

6 :

L̃IV
6 = 4J−1

∗ F∗ ·
(
F∗

3◦ ∂2W

∂C2
E

∣∣∣
CE=CE∗

2∗F т∗

)
· F т∗ , (4.7)

где BIV 2∗A означает скалярное умножение справа тензора второго ранга A на второй

базисный вектор тензора четвертого ранга BIV .
5. Упругий потенциал W слабосжимаемого материала. Так как потенциал W

в (4.4)–(4.7) зависит от меры только упругих деформаций, то для упрощения в начале
этого раздела индекс E в обозначениях кинематических величин будем опускать.

Эластомеры, т. е. материалы, допускающие большие упругие деформации, проявляют
слабую сжимаемость и в обычных условиях считаются несжимаемыми. Такая аппроксима-
ция используется большинством авторов и является вполне корректной, когда материалы
работают в обычных (не экстремальных) условиях, т. е. при невысоком гидростатическом
давлении [5–7]. Условия работы эластомеров в узлах современной техники — это экстре-
мальные условия с высокими гидростатическими давлениями, которые могут провоци-
роваться и температурными полями, и неучет слабой сжимаемости материала приводит
к неадекватным реальности результатам. Разработанная в [8] теория конечных упругих
деформаций изначально изотропного слабосжимаемого материала основана на разложе-
нии упругого потенциала W в ряд по третьему главному инварианту меры деформации

Коши — Грина C в окрестности единицы с удержанием (в силу слабой сжимаемости ма-
териала) только членов не выше квадратичных:

W (I1, I2, I3) = Ŵ (I1, I2) + χ1(I3 − 1) + (1/2)χ2(I3 − 1)2,

Ŵ (I1, I2) = W (I1, I2, 1), χ1(I1, I2) =
∂W

∂I3

∣∣∣
I3=1

, χ2(I1, I2) =
∂2W

∂I2
3

∣∣∣
I3=1

,

где Ii = Ii(C) (i = 1, 2, 3) — главные инварианты меры C. Этим вводятся четыре обоб-
щенных модуля упругости, один из которых и определяет сжимаемость (несжимаемость)
материала.

Дальнейшему развитию теории посвящены работы [9–11], в которых учитывается экс-
периментально наблюдаемый факт изменения “объемного модуля” и “модуля сдвига” при
изменении объема и продемонстрированы возникающие при этом эффекты, в частности
эффект раскручивания и натягивания обратно предварительно закрученной и стянутой в

осевом направлении внешней поверхности полого цилиндра при подаче внутреннего дав-
ления. При конечных деформациях выражения, определяющие модуль сдвига и объемный
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модуль, зависят от конкретной задачи, т. е. для разных задач они разные (что и опи-
сано в [8, 9]). И это неудивительно, поскольку гидростатика при конечных деформациях
определяется изменением не только объема, но и формы. И наоборот, изменение объема
определяется и шаровой и девиаторной частями тензора напряжений. В связи с этим поня-
тия “объемный модуль” и “модуль сдвига” чисто условные, терминологически удобные, но
их нужно обязательно привязывать к конкретной задаче, поэтому они и взяты в кавычки.

Определяющее соотношение, полученное и использованное в работах [9–11], имеет вид

1

2
PII =

∂W

∂C
= (g − I3C

−1)c1 + (I1g − C − 2I3C
−1)c2 + σI3C

−1,

α(σ − χ1) = I3 − 1, α = 1/χ2, (5.1)

ci(Î1, Î2, I3) = ki + pi(I3 − 1) + (1/2)qi(I3 − 1)2,

ki(Î1, Î2) =
∂Ŵ

∂Îi

, pi(Î1, Î2) =
∂χ1

∂Îi

, qi(Î1, Î2) =
∂χ2

∂Îi

(i = 1, 2).

Здесь

Î1 = I1 − (I3 − 1), Î2 = I2 − 2(I3 − 1), Î3 = I3 (5.2)

— инварианты, введенные в [12]. Причем

χ1(Î1, Î2)
∣∣
C=g

= 0, 2(k1 + k2)
∣∣
C=g

= G0,

4
(
χ2 −

2(k1 + k2)

3

)∣∣∣
C=g

= B0,
χ2 − (k1 + k2)

2χ2 − (k1 + k2)

∣∣∣
C=g

= ν0,

где G0, B0, ν0 — модуль сдвига, объемный модуль и коэффициент Пуассона линейной
теории упругости. Для того чтобы уравнения состояния были энергетически допустимы-
ми [13], должны выполняться равенства

∂k1

∂Î2

=
∂k2

∂Î1

,
∂p1

∂Î2

=
∂p2

∂Î1

,
∂q1

∂Î2

=
∂q2

∂Î1

.

В работах [9–11] принимались простейшие выражения для Ŵ , χ1 и χ2:

Ŵ = k1(Î1 − 3) + k2(Î2 − 3), χ1 = p1(Î1 − 3) + p2(Î2 − 3),

χ2 = χ20 + q1(Î1 − 3) + q2(Î2 − 3) = χ20(1 + Q1(Î1 − 3) + Q2(Î2 − 3)), Qi = qi/χ20,

k1, k2, p1, p2, q1, q2, χ20 — const,

которые тем не менее позволили достаточно ярко выявить эффект, связанный со слабой
упругой сжимаемостью материала.

Из соотношений (5.1) несложно получить выражение для ∂2W/∂C2, учитывая, что
(см. [4, 13])

∂I1

∂C
= g,

∂I2

∂C
= I1g − C,

∂I3

∂C
= I3C

−1,

∂C

∂C
= CIV

II ,
∂C−1

∂C
= −C−1 · CIV

II
2∗C−1.

Здесь CIV
II — второй изотропный тензор четвертого ранга. В результате, принимая во

внимание (4.7) и вновь помечая величины, относящиеся только к упругости, индексом E,
получаем
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L̃IV
6 ·· eE = 4J−1

∗ {(c1 − σ∗)I3E∗[Y · eE · Y − Y (Y ·· eE)] +

+ I3E∗[Y (Φ∗ ·· eE) + (Φ∗ − 2I3E∗Y )(Y ·· eE)][p1 + q1(I3E∗ − 1)] +

+ [Φ∗(Φ∗ ·· eE)− Φ∗ · eE · Φ∗ + 2I3E∗(Y · eE · Y − (Y ·· eE)Y ]c2 +

+ I3E∗[I1E∗Y (Φ∗ ·· eE)− Y (X ·· eE) + (I1E∗Φ∗ −X − 4I3E∗Y )(Y ·· eE)][p2 + q2(I3E∗ − 1)] +

+ I2
3E∗[χ20 + q1(Î1E∗ − 3) + q2(Î2E∗ − 3)]Y (Y ·· eE)}. (5.3)

Здесь ci = ki + pi(I3E∗ − 1) + (1/2)qi(I3E∗ − 1)2 (i = 1, 2); σ∗ определяется соотношением

α0
σ∗ − p1(Î1E∗ − 3)− p2(Î2E∗ − 3)

1 + Q1(Î1E∗ − 3) + Q2(Î2E∗ − 3)
= I3E∗ − 1, α0 =

1

χ20
, (5.4)

а Î1E , Î2E — соотношениями (5.2); Y = F∗ · C−1
E∗ · F

т
∗ ; X = F∗ · CE∗ · F т∗ ; Φ∗ = F∗ · F т∗ —

тензор меры деформаций Фингера, инварианты которого совпадают с соответствующими
инвариантами тензора C∗. Все величины с индексом “∗” отнесены к достигнутой проме-
жуточной конфигурации æ1 и поэтому известны. Представляя в соотношении (5.3) малые
упругие деформации разностью малых полных и неупругих деформаций (для последних
нужно записать свои уравнения состояния; некоторые из них приведены в п. 4), заверша-
ем построение определяющего уравнения (3.4), описывающего упруго-неупругое поведение
материала при конечных деформациях, конечных упругих (слабосжимаемый материал) и
неупругих. Полная кинематика, присутствующая в соотношениях (3.4), (5.3), определяется
выражением (2.3), а упругая, входящая в (5.3), (5.4), — выражением (2.7).

Заключение. Из кинематики упруго-неупругого процесса выделена чисто упругая
кинематика, не зависящая от неупругого изменения деформационной конфигурации. Это
позволило, трактуя упруго-неупругий процесс как упругий из напряженной однозначно
определенной конфигурации, близкой к текущей, записать эволюционное уравнение (с ав-
томатически вытекающей объективной производной) поведения сложных сред при конеч-
ных деформациях. Процедура построения уравнения достаточно просто формализуется и
применялась для построения определяющих соотношений упругопластичности [1], вязко-
и термоупругости [14, 15] при конечных деформациях.
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