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Рассматривается динамика кавитационного пузырька, изменение полей давления и скорости окружающей 
жидкости в процессе его осесимметричного сжатия вблизи плоской твердой стенки. Предполагается, что 
в начальный момент времени жидкость покоится, а пузырек имеет форму сфероида. Жидкость считается 
невязкой и несжимаемой, движение ее ⎯ потенциальным. Деформация поверхности пузырька и скорость 
жидкости на ней рассчитываются по схеме Эйлера с применением метода граничных элементов до момента 
соударения между собой каких-либо частей поверхности пузырька. Исследуется влияние удаленности пузырька 
от стенки и его начальной несферичности на поля давления и скорости жидкости, форму пузырька, давление 
в его полости в конце рассматриваемого промежутка времени. Показано, что максимальное давление в жидкости 
реализуется у основания возникающей при схлопывании кумулятивной струи, направленной к стенке. 
В верхней половине этой струи скорость и давление практически постоянны, при этом давление в струе 
примерно равно давлению в пузырьке. 
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Введение 

Изучение динамики пузырьков у стенки важно для понимания особенностей явления 
кавитационного разрушения (эрозии). В результате воздействия кавитационных пузырьков 
разрушению подвергаются лопасти гребных винтов судовых движителей [1, 2], стенки 
проточных каналов трубопроводных систем [3] и насосов [4], лопасти гидротурбин [5] и 
т.д. Разрушительный потенциал кавитации используется для очистки от отложений труб 
теплообменных аппаратов [6], подводных объектов от морских загрязнений (в частности, 
от нароста ракообразных) [7], для доставки лекарств в органические клетки посредством 
сонопорации [8] и т.д. 

Исследованию динамики пузырька у стенки посвящено множество публикаций, 
начиная с экспериментальных работ [9, 10] и теоретической работы [11], в которых 
впервые было показано образование на поверхности пузырька при его сжатии кумулятивной 
струи жидкости, направленной к поверхности стенки. Роль таких струй в кавитационном 
разрушении обсуждалась в работе [12]. В дальнейшем [13, 14] изучалось влияние 
на динамику пузырька сфероидальных возмущений его начальной формы. В частности, 
в работе [13] была установлена сильная зависимость скорости кумулятивной струи от 
малых возмущений начальной формы пузырька, а в [14] был определен интервал 
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отношения полуосей сфероидального пузырька, контактирующего со стенкой, в котором 
на поверхности пузырька возникает кумулятивная струя. Позже в ряде работ исследовалось 
влияние расстояния между пузырьком и стенкой и силы тяжести [15−17], соседних 
пузырьков [18], податливости стенки [19, 20] и др. Во многих работах наряду со стадией 
сжатия пузырька рассматривается и предшествующая ей стадия расширения [15, 17, 21, 22]. 

В настоящей работе изучается влияние начальной несферичности на динамику 
кавитационного пузырька при его схлопывании на разных расстояниях от плоской жест-
кой стенки. Давление в пузырьке в начале сжатия равно давлению насыщенного пара 
при температуре окружающей жидкости (т.е. намного меньше, чем давление жидкости). 
Основное внимание направлено на исследование характеристик кумулятивной струи 
(формы, скорости, диаметра), давления пара в пузырьке, полей давления и скорости как 
в струе, так и в слое жидкости между пузырьком и стенкой, а также зависимости влияния 
начальной несферичности от расстояния между пузырьком и стенкой. Такая задача для 
пустой полости рассматривалась в работах [13, 14], однако многие аспекты, перечислен-
ные выше, были освещены недостаточно подробно. 

В расчетах используется методика, основанная на схеме Эйлера с применением 
метода граничных элементов (МГЭ). Впервые МГЭ для задачи о динамике пузырька был 
предложен в работе [23] и применен в работах [13, 14] для изучения осесимметричной 
деформации пустой сфероидальной полости у твердой стенки. Дальнейшее развитие МГЭ 
в приложении к задачам динамики пузырька получил значительно позже в рабо-
тах [15, 16, 24, 25]. В работе [24] МГЭ был обобщен на трехмерный случай, а в [25] ⎯ 
на случай перехода в тороидальную фазу движения пузырька. Наряду с этим в рабо- 
тах [26, 27] был предложен приближенный способ учета сжимаемости жидкости для 
пузырька в неограниченном ее объеме, что важно для задач с интенсивным сжатием 
пузырька. 

Постановка задачи, основные соотношения и метод решения 

Рассматривается сжатие кавитационного пузырька в жидкости вблизи плоской 
жесткой стенки. Поверхность пузырька в начале сжатия представляет собой сфероид 
с осью симметрии z (рис. 1) и отношением полуосей 0 0/ .e b a=  Начальный объем пузырька 
равен объему сферы радиуса R0. Давление на «бесконечности» p∞ постоянно. Давление 
пара в пузырьке в начале сжатия 0

bp  равно давлению насыщения при температуре окру-
жающей жидкости. Изучается динамика пузырька, изменение полей давления и скорости 
окружающей жидкости в зависимости от начальной формы пузырька и начального рас-
стояния h0 между пузырьком и стенкой. 

Предполагается, что жидкость идеальная и несжимаемая, ее движение потенциаль-
ное и описывается уравнениями 

Φ 0,∆ =                                              (1) 

( )21Φ Φ 0,
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+ ∇ + =                              (2) 

где Φ ⎯ потенциал скорости, t ⎯ время, p ⎯ давление, ρf ⎯ 
плотность жидкости. Состояние пара в кавитационном пузырь-
ке описывается уравнением Ван-дер-Ваальса 
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Рис. 1. Пузырек около стенки.
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Здесь 2 0
0 0/( ), / ,ba a V p b b V= =  V0, V ⎯ начальный и текущий объемы пузырька, γ ⎯ 

показатель адиабаты, a, b ⎯ константы газа.  
На поверхности пузырька выполняются динамическое и кинематическое условия 

2 ,f bp p Hσ= −                                                     (4) 

,d dt =x/ v                                                           (5) 

где pf , рb ⎯ давления со стороны жидкости и пара, σ ⎯ коэффициент поверхностного 
натяжения, H ⎯ средняя кривизна, ,x v  ⎯ радиус-вектор и скорость точки поверхности 
( = ∇Φv ). 

На жесткой стенке ставится условие непротекания 

0.zv =                                                                (6) 

Для описания движения и деформации поверхности пузырька во времени и кор-
рекции значений потенциала на ней применяется схема Эйлера первого порядка точно-
сти, для определения скорости жидкости на контуре используется МГЭ [15, 23]. 

Потенциал скорости Φ и его нормальная производная ∂Φ/∂n на поверхности связа-
ны граничным интегральным уравнением [28] 

Φ( ) ( , )( )Φ( ) ( ( , ) Φ( ) ) ( ),y G x yc x x G x y y dS y
n n

S

∂ ∂
= −

∂ ∂∫                           (7) 

где x, y ∈ S ⎯ точки наблюдения и интегрирования, n  ⎯ вектор нормали, направленной 
внутрь пузырька, G(x, y) ⎯ фундаментальное решение (функция Грина), которое для 
полупространства с границей в виде плоской жесткой стенки берется в виде 

( )2( , ) (1 4 ) 1 1 ,G x y r rπ= +                                                  (8) 

здесь r = ⎜x − y ⎜, r2
 = ⎜x* − y ⎜ ⎯ расстояния между точками x и y и между точкой x*, 

симметричной точке x относительно стенки, и точкой y. Параметр c(x) в уравнении (7) 
полагается равным 0,5 в случае гладкой границы в точке x и равен β/(2π) для угловой 
точки границы x с углом β при вершине. При известном значении потенциала Φ на по-
верхности S из (7) можно определить значения нормальной производной ∂Φ/∂n. 

Для осесимметричной задачи уравнение (7) записывается в цилиндрической системе 
координат в виде: 
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(ρ, ϕ, z) ⎯ координаты точки наблюдения x, (ρ0, ϕ, z0) ⎯ координаты точки интегриро-
вания y, s0 ⎯ дуговая координата контура, 

( ) ( )
1/ 22 2

0 0 ,A z zρ ρ⎡ ⎤= + + −⎢ ⎥⎣ ⎦
   ( ) ( )

1/ 22 2
0 0 ,d z zρ ρ⎡ ⎤= − + −⎢ ⎥⎣ ⎦

 

( ) ( )
1/ 22 2
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K(m), E(m) ⎯ полные эллиптические интегралы первого и второго рода. 
Для решения уравнения (9) используется МГЭ. При этом контур поверхности 

пузырька аппроксимируется ломаной линией, состоящей из n элементов. В пределах 
элемента функции 0 0( , )zψ ρ  и 0 0Φ( , )zρ  принимаются линейными. Алгоритм решения 
задачи (1)−(6) подробно описан в работе [29]. Было проведено тестирование МГЭ на 
точном решении уравнения Лапласа для заданного сложного контура, состоящего 
из конических и тороидальных фрагментов. При этом алгоритм показал сходимость вто-
рого порядка. Для определения шага по времени использовалось условие устойчивости, 
принятое в работах [17, 25]. 

При построении полей скорости и давления в жидкости, окружающей пузырек, 
потенциал Φ(ρ, z) определяется из уравнения (9), в котором полагается с = 1. Для вычис-
ления компонент скорости vρ = ∂Φ/∂ρ и vz = ∂Φ/∂z применяются конечно-разностные 
формулы второго порядка точности. Давление в жидкости вычисляется из уравнения (2), 
где ∂Φ/∂t также считается по конечно-разностным формулам. 

В работе изучается сжатие сфероидального кавитационного пузырька среднего 
радиуса R0 = 1 мм в воде при комнатных условиях (p∞ = 0,1 МПа, ρf = 1000 кг/м3, 

0
bp = 0,0023 МПа, γ = 1,33, a = 8,4⋅10−5, b = 1,8⋅10−5). В силу достаточно большого раз-

мера пузырька поверхностное натяжение не учитывается ⎯ σ = 0. 

Динамика примыкающего к стенке пузырька 

На рис. 2 для ряда значений е из интервала [0,5, 2,0] представлены формы пузырь-
ка, касающегося стенки (h0 = 0), в несколько последовательных моментов времени, по-
следний из которых (момент 3) совпадает с моментом tc. Под моментом tc здесь и далее 
понимается момент соударения (контакта) между собой каких-либо частей поверхности 
пузырька. Также на рис. 2 приведены картины полей давления и скорости жидкости в 
окрестности пузырька в момент t = tc. 

Видно, что у первоначально сильно сплюснутого сфероида (рис. 2а) момент tc 
соответствует образованию в области, наиболее удаленной от стенки, либо малой торои-
дальной полости (е = 0,5), либо малого дочернего пузырька (е = 0,67), в окрестности 
которых наблюдаются наибольшие скорости и давления. 

Деформация пузырька с малым начальным отклонением формы от сферической 
(рис. 2b) происходит с образованием на его поверхности направленной к стенке кумуля-
тивной струи. Удар такой струи непосредственно по стенке или по ближней к стенке 
части поверхности пузырька, если пузырек удален от стенки, является на практике наи-
более разрушительным, поскольку в этом случае нет рассеивания кинетической энергии 
струи, как, например, при е = 1,1 (рис. 2с), когда струя бьет по боковой части поверхно-
сти пузырька. 
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Рис. 2. Изменение формы примыкающего к стенке (h0 = 0) первоначально сфероидального 
пузырька в процессе сжатия, поля давления (бар) и скорости в жидкости в окрестности пузырька 

в момент tc для ряда значений начальной несферичности е. 
Обозначения приведены в тексте. 
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На рис. 2b момент tc соответствует удару конца струи по стенке в точке соприкаса-
ния пузырька со стенкой. С уменьшением е струя становится тоньше, а ее скорость воз-
растает. Наибольшее давление в жидкости возникает у основания струи, и оно тем 
больше, чем шире струя. В верхней половине струи скорость и давление практически 
постоянны. При этом давление в струе примерно равно давлению в пузырьке. Давление 
на стенке в момент удара можно оценить по формуле ,fp vDρ=  где D c vλ= +  ⎯ ско-

рость ударной волны, с ⎯ скорость звука в жидкости, λ = const (для воды с = 1500 м/c, 
λ = 2) [30]. Согласно такой оценке давление на стенке по мере уменьшения е от 1,05 
до 0,95 возрастает от 1,7 кбар до 2,8 кбар. 

У сильно вытянутого сфероидального пузырька (рис. 2с) при е = 1,1 и 1,5 в верхней 
части пузырька в результате расширения конца струи образуется отделяющаяся от 
пузырька тороидальная полость. Подобная картина наблюдается и при e = 2,0. Однако 
в этом случае до завершения образования тороидальной полости вблизи стенки возникает 
тонкая ножка с отделением малой полости. 

Расчетами установлено, что бьющая по стенке струя у примыкающего к стенке 
парового пузырька в воде возникает при [0,82, 1,05].e∈  На рис. 3а приведена макси-
мальная скорость конца струи в зависимости от параметра е (линия 1), скорость конца 
струи (линия 2) и давление в пузырьке (линия 3) в момент удара струи о стенку tc. Сим-
волами изображены значения скорости струи, полученные в работах [13, 14]. Видно, что 
для е > 0,88 значения максимальной скорости и скорости конца струи в момент удара 
близки между собой и хорошо согласуются с результатами [13, 14]. 

Вычисления показывают, что при увеличении числа отрезков разбиения контура n 
различие в форме струи и величине давления внутри пузырька быстро уменьшается. 

 
 
Рис. 3. Максимальная скорость струи (1), скорость струи (2) и давление в пузырьке (3) в момент 
удара струи о стенку tc в зависимости от e (a); скорость конца струи для е = 0,9 (b) и 0,85 (с) 

на интервале времени, близком к моменту tc, при разном разбиении контура. 
а: символы ⎯ результаты работ [13, 14];  b, c: n = 100 (1), 200 (2), 400 (3), 800 (4). 
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На рис. 3b, 3с приведены зависимости скорости конца струи от времени для е = 0,9 и 
0,85 при разном числе n. Видно, что с ростом n разница между кривыми становится 
меньше. При этом различие между полученными данными максимальной скорости 
струи и результатами [13, 14] для е = 0,9 не превышает 2 % при n = 50, а с ростом n 
увеличивается до 4 % (n = 100÷400). Для е = 0,85 при n = 200 это различие составляет 
менее 1 % и увеличивается с ростом n до 10 % (n = 800). 

Все приведенные в статье результаты получены с равномерным распределением 
узлов на контуре пузырька. При этом с уменьшением е сходимость по величине скоро-
сти конца струи ухудшается и получить достоверную оценку скорости струи для е < 0,85 
становится затруднительным. С целью улучшения сходимости были проведены расчеты 
с неравномерным распределением узлов пропорционально либо расстоянию от оси вра-
щения, либо скорости контура, либо значению потенциала на нем, что приводило к сгу-
щению узлов на контуре струи. Так, если на длину дуги, равную радиусу кривизны конца 
струи, в случае e = 0,85 для n = 200 (800), при равномерном распределении приходи-
лось 2 (3) узла, то при их сгущении ⎯ 7 (11). Однако это не привело к заметному улуч-
шению сходимости по скорости струи. Отметим, что одновременно с ухудшением 
сходимости разность между максимальной скоростью конца струи и ее скоростью 
в момент удара о стенку возрастает (рис. 3). 

Влияние удаленности пузырька от стенки 

Проведено исследование влияния начального расстояния от пузырька до стенки h0 
на интервал изменения е, в котором образуется направленная к стенке кумулятивная 
струя, бьющая по ближней к стенке части поверхности пузырька. 

Для нескольких значений [0,82, 1,08]e∈  и h0 на рис. 4 показаны формы пузырьков 
в момент tc соударения частей их поверхности. Прямыми линиями показано положение 
стенки при 0 0 00, 0, 25 , 0,5 ,h R R=  случай, когда 0 0/ ,h R = ∞  соответствует ее отсутствию. 

Видно, что при е = 0,82 очень тонкая кумулятивная струя возникает только 
у пузырька, примыкающего к стенке. Начиная с е = 0,825 образование такой струи про-
исходит и при 0 00, 25 ,h R=  а начиная с е = 0,845 и до е = 1,05 ⎯ при всех рассмотренных 

 
 
Рис. 4. Формы пузырьков в момент tc при разных значениях начального 

расстояния до стенки h0 и начальной несферичности e. 
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значениях h0. У первоначально вытянутых пузырьков для е > 1,05 наблюдается картина, 
обратная той, что возникает при рассмотрении сплюснутых пузырьков. Так, при е = 1,06, 
в случае пузырька, примыкающего к стенке, струя касается боковой поверхности 
пузырька, не достигая стенки, а при 0 00, 25h R≥  она практически одновременно бьет как 
по боковой, так и по ближней к стенке частям поверхности пузырька. Аналогичная кар-
тина наблюдается и для е = 1,08, но при 0 00,5 .h R=  Интервал изменения е, в котором 
возникает кумулятивная струя, направленная к стенке, с ростом h0 незначительно изме-
няясь по величине сдвигается вправо. Из рис. 4 видно, что наличие стенки существенно 
влияет на форму пузырьков в момент соударения частей их поверхности. 

На рис. 5 приведены значения относительной максимальной скорости конца струи 
(пунктирные линии), относительной скорости конца струи, характеризующей скорость 
соударения (сплошные линии), и давления в пузырьке (штриховые линии) в момент tc 
для трех значений h0 в зависимости от е: h0 = 0 (линии 1), 0,25R0 (линии 2), 0,5R0 (линии 3). 
Относительная скорость подсчитывалась как разность скоростей конца струи и противо-
положной ей точки поверхности пузырька. 

Видно, что по мере удаления пузырька от стенки скорость конца струи и давление 
в пузырьке в момент tc возрастают. С уменьшением e численная сходимость по величине 
скорости струи ухудшается, одновременно разность между максимальной скоростью 
струи и ее скоростью в момент tc возрастает. 

Заключение 

Рассмотрен процесс осесимметричного схлопывания кавитационного пузырька 
в идеальной несжимаемой жидкости вблизи плоской твердой стенки. В начале сжатия 
жидкость находится в состоянии покоя, паровой пузырек имеет форму сфероида. 

В работе использовался численный метод, основанный на схеме Эйлера для кор-
рекции положения контура пузырька, значений потенциала скорости на нем и методе 
граничных элементов. Расчет проводился до момента соударения (контакта) tc между 
собой каких-либо частей поверхности пузырька. Исследована практическая сходимость 
метода при увеличении числа элементов разбиения контура. Выполнено сравнение 
полученных данных с результатами других авторов и получено их хорошее совпадение. 

 
 
Рис. 5. Зависимости от е относительной максимальной скорости конца струи (пунктирные линии), 

относительной скорости конца струи (сплошные линии) и давления внутри пузырька 
(штриховые линии) в момент tc для трех значений параметра h0. 

h0 = 0 (1), 0,25R0 (2), 0,5R0 (3). 
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Изучено влияние на динамику пузырька расстояния до стенки и отклонения формы 
пузырька от сферической в начальный момент времени. Показано, что при схлопывании 
сильно сплюснутого сфероидального пузырька, контактирующего со стенкой, в момент 
соударения tc от пузырька в его удаленной от стенки части отделяется небольшая торои-
дальная полость, а при схлопывании сильно вытянутого пузырька вблизи стенки от него 
отделяется маленький дочерний пузырек. 

Установлено, что при значениях е, принадлежащих интервалу [0,82, 1,05], у при-
мыкающего к стенке пузырька образуется кумулятивная струя, бьющая непосредственно 
по стенке. По мере удаления пузырька от стенки на расстояние, не превышающее поло-
вины среднего по объему начального радиуса пузырька, этот интервал изменяется 
незначительно по величине и сдвигается вправо. При этом с увеличением начального 
расстояния до стенки у сплюснутого пузырька при е < 0,9 возрастает скорость соударе-
ния конца струи с противоположной ей частью поверхности пузырька, а у вытянутого ⎯ 
при е > 1 возрастает давление внутри пузырька. Расчеты показали, что при увеличении 
числа элементов разбиения контура различие в форме струи и величине давления 
внутри пузырька быстро уменьшается. Однако для изначально сплюснутого сфероида 
сходимость по величине скорости струи в момент tc c уменьшением e замедляется так, 
что получить достоверную оценку скорости при 0,82 ≤ е < 0,85 в рамках используемой 
методики становится затруднительным. 

Построены поля скорости и давления в жидкости, окружающей пузырек. Показано, 
что максимальное давление возникает у основания струи. В верхней половине струи 
скорость и давление практически постоянны, при этом давление в струе примерно равно 
давлению в пузырьке. 
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