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В нелинейной постановке в актуальных переменных исследовано напряженно-
деформированное состояние несжимаемого цилиндрического упругого тела при анти-
плоском деформировании при действии потенциальных сил и поверхностной нагрузки,
постоянных вдоль тела. Напряжения выражены через давление и независимые дефор-
мации, давление — через силовой и упругий потенциалы, для деформаций (и переме-
щения) получены нелинейные краевые задачи. Развиты различные методы решения
этих задач. Для полученных нелинейных уравнений указан ряд аналитических реше-
ний, содержащих свободные параметры, которые могут служить основой при решении
частных задач.
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Исследование ряда актуальных проблем упругости приводит к необходимости учета

больших деформаций тела и нелинейного поведения материала. В этих условиях линейная
теория упругости не обеспечивает требуемой точности и должна быть заменена нелиней-
ной теорией, учитывающей геометрическую и физическую нелинейности.

Рассмотрим антиплоское деформирование изотропного цилиндрического тела при дей-
ствии потенциальных сил на основе нелинейной модели несжимаемого тела.Определяющи-
ми уравнениями этой модели являются уравнения равновесия, закон Мурнагана, условие
несжимаемости, зависимость упругого потенциала от базисных инвариантов деформации,
выражения инвариантов через компоненты деформации и компонент деформации через пе-
ремещение. В переменных актуального состояния x1, x2, x3 (x1 = x, x2 = y — поперечные

координаты; x3 — продольная координата) эти соотношения имеют вид [1]

∂

∂xl
(Pkl − V δkl) = 0, Pkl = −q∗δkl + (δkn − 2Ekn)

∂U

∂Eln
, U = U(E, E2, E3),

E = Enn, 2E2 = EnnEmm − EnmEmn, E3 = |Ekl|, (1)

2Ekl =
∂ul

∂xk
+

∂uk

∂xl
− ∂un

∂xk

∂un

∂xl
, E − 2E2 + 4E3 = 0,

где q∗, U , V — лагранжев множитель, упругий и силовой потенциалы; E, E2, E3 — ин-
варианты деформации; uk, Pkl, Ekl — компоненты перемещения, напряжений Коши и де-
формаций Альманси; δkl — символ Кронекера (индексы принимают значения 1, 2, 3, по
повторяющимся индексам проводится суммирование).

Работа выполнена в рамках Программы специализированных отделений РАН № 4.11.2 “Разработка
моделей сложных нелинейных сред и эффективных методов численной реализации”.
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Будем считать, что для цилиндра сечения S c контуром L, подверженного антиплос-
кой деформации вдоль тела [2], заданы упругий и силовой потенциалы, боковая нагрузка pk

и продольная составляющая P3 результирующей торцевой нагрузки:

u1 = u2 = 0, u3 = w(x, y), U = U(E, E2, E3), V = V (x, y); (2)

pk

∣∣
L

= pk(x, y), P3 =

∫
S

p3 dS. (3)

Согласно (1), (2) деформации нелинейно представляются через перемещение (геомет-
рическая нелинейность) и могут быть выражены через две независимые компоненты E31,
E32, связанные между собой дифференциальным условием совместности

∂E32

∂x
− ∂E31

∂y
= 0. (4)

Инварианты деформации неположительны, выражаются через линейный инвари-
ант E и удовлетворяют условию несжимаемости (что оправдывает использование модели
несжимаемого тела). Упругий потенциал выражается через линейный инвариант в виде
U = f(E), поэтому из закона Мурнагана следует квазилинейная зависимость напряже-
ний от деформаций (физическая нелинейность) и давления q, допускающая представление
напряжений через давление и независимые деформации:

P11 = −q + 4f ′(E)E2
31, P22 = −q + 4f ′(E)E2

32, P33 = −q,

P12 = 4f ′(E)E31E32, P31 = −2f ′(E)E31, P32 = −2f ′(E)E32, (5)

q = q∗ − f ′(E), E = −2(E2
31 + E2

32).

Здесь штрих обозначает производную функции f(E) по аргументу.
В силу (1) имеют место формулы 2E31 = ∂w/∂x, 2E32 = ∂w/∂y, следовательно, пере-

мещение выражается через деформации в виде

w = 2

(x,y)∫
(x∗,y∗)

(E31 dx + E32 dy) + w∗, w∗ = w(x∗, y∗), (x∗, y∗) ∈ L, (6)

где интеграл в силу (4) не зависит от пути интегрирования, а аддитивная постоянная
определена задаваемым перемещением в граничной точке. Тем самым напряжения (5) и
перемещение (6) определяются давлением и независимыми деформациями.

В первом и втором уравнениях равновесия в (1) давление выражается через силовой
и упругий потенциалы интегралом уравнений, постоянная интегрирования в котором вы-
числяется по интегральному условию в (3):

q = h− V − f, h =
1

S

( ∫
(V + f) dS − P3

)
. (7)

В частности, в случае, когда осевая составляющая результирующей торцевой нагрузки
равна нулю, эта постоянная равна среднему значению суммы силового и упругого потен-
циалов в сечении тела, а давление равно отклонению суммы потенциалов от ее среднего
значения.

Независимые деформации определяются нелинейной системой уравнений, состоящей
из третьего уравнения равновесия в (1) и условия совместности деформаций (4):

∂ (f ′E31)

∂x
+

∂ (f ′E32)

∂y
= 0,

∂E32

∂x
− ∂E31

∂y
= 0, (8)
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f ′ = f ′(E), E = −2(E2
31 + E2

32).

Условие f ′′/f ′ 6 0, достаточное для эллиптичности этой системы, будем считать выпол-
ненным, поэтому для системы (8) корректна краевая задача с заданными граничными
деформациями.

Граничные условия в (3), записанные в естественном базисе контура L (нормали n,
касательной t и бинормали b) [3]:

pn = V + f − h + 4f ′e2
n, pt = 4f ′enet, pb = −2f ′en,

en = E31n1 + E32n2, et = −E31n2 + E32n1, (9)

E = −2(e2
n + e2

t ) на L,

определяют ограничение на нагрузку (первое равенство в (9)) и граничные значения неза-
висимых деформаций

E31

∣∣
L

= enn1 − etn2, E32

∣∣
L

= enn2 + etn1, (10)

et = pt/(2pb), pb + 2enf ′(E) = 0, E = −2e2
n − p2

t /(2p
2
b).

Из соотношений (7), (8) и (10) следует, что потенциальные силы оказывают влияние
на давление и не влияют на деформации. Следовательно, согласно (5) они влияют на
напряжения растяжения-сжатия и не влияют на напряжения сдвига.

В цилиндрических координатах s, v, z (z изменяется вдоль тела, s, v — в плоскости

поперечного сечения) напряжения выражаются через давление q и независимые деформа-
ции Ezs, Ezv:

Pss = −q + 4f ′E2
zs, Pvv = −q + 4f ′E2

zv, Pzz = −q, Psv = 4f ′EzsEzv,

Pzs = −2f ′Ezs, Pzv = −2f ′Ezv, f ′ = f ′(E), E = −2(E2
zs + E2

zv).
(11)

В (11) давление определяется формулой (7), а независимые деформации являются реше-
нием краевой задачи

∂(sf ′Ezs)

∂s
+

∂(f ′Ezv)

∂v
= 0,

∂(sEzv)

∂s
− ∂Ezs

∂v
= 0,

f ′ = f ′(E), E = −2(E2
zs + E2

zv), (12)

Ezs = enns − etnv, Ezv = ennv + etns на L,

где en, et определены в (10). В ряде случаев эта система уравнений допускает аналитиче-
ские решения.

В случае, когда деформации зависят только от полярного радиуса: Ezs(s), Ezv(s),
согласно (12) имеем также зависимости E(s), f ′(s), и уравнения (12) принимают вид

d(sf ′Ezs)

ds
= 0,

d(sEzv)

ds
= 0.

При произвольном упругом потенциале эти уравнения имеют решение с двумя произволь-
ными постоянными:

sEzv = A, sf ′Ezs = C, A = const, C = const . (13)

При квадратичном потенциале Ривлина— Сондерса, моделирующем большие упругие
деформации резиноподобных материалов [2]:

f = aE2 − bE + c, a > 0, b > 0, c > 0, E < 0,

f ′ = −b(1 + 4k(E2
zs + E2

zv)), f ′′ = 2a, k = a/b,
(14)
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компонента Ezv определяется первым равенством в (13), а компонента Ezs — кубическим

уравнением, имеющим одно вещественное решение [4]:

E3
zs + mEzs + h = 0, m =

s2 + 4kA2

4ks2
, h =

B

4ks

(
C = bB, H =

m3

27
+

h2

4
> 0

)
,

Ezs =
3
√
−h/2 +

√
H +

3
√
−h/2−

√
H, Ezv = A/s.

(15)

Для потенциала Ривлина — Сондерса выполняется условие эллиптичности f ′′/f ′ 6 0.
При слабой физической нелинейности, когда в потенциале (14) коэффициент при квад-

ратичном члене существенно меньше коэффициента при линейном (a/b = k � 1), незави-
симые деформации (15) в линейном по k приближении равны

Ezv =
A

s
, Ezs = −B

s

(
1− 4k

A2 + B2

s2

)
, A = const, B = const, k � 1.

В случае, когда деформации зависят только от полярного угла: Ezs(v), Ezv(v), соглас-
но (12) имеем также зависимости E(v), f ′(v), и система (12) сводится к уравнению для

одной компоненты Ezs:

Ezv =
dEzs

dv
, f ′Ezs +

d

dv

(
f ′ dEzs

dv

)
= 0, f ′ = f ′(E), E = −2

(
E2

zs +
(dEzs

dv

)2)
.

Для квадратичного упругого потенциала (14) это уравнение имеет вид[
1 + 4k

(
E2

zs + 3
(dEzs

dv

)2)](
Ezs +

d2Ezs

dv2

)
= 0

и сводится к равенству нулю второго сомножителя. Из вида общего решения этого уравне-
ния следует, что независимые деформации являются периодическими функциями полярно-
го угла с двумя произвольными постоянными, имеющими смысл амплитуды и начальной
фазы:

Ezs = C sin (v + D), Ezv = C cos (v + D), C = const, D = const .

Система уравнений для деформаций (8) с учетом (6) может быть записана в виде
одного уравнения относительно продольного смещения w = w(x, y):

∂

∂x

[
f ′(E)

∂w

∂x

]
+

∂

∂y

[
f ′(E)

∂w

∂y

]
= 0, E = −1

2

[(∂w

∂x

)2
+

(∂w

∂y

)2]
. (16)

Вместе с перемещением (6) на границе

w
∣∣
L

= 2

s∫
0

(
E31(s)x

′(s) + E32(s)y
′(s)

)
ds + w∗

уравнение (16) составляет краевую задачу для перемещения. Представим это нелинейное
уравнение в виде линейного уравнения [5. С. 46], применив преобразование Лежандра к
функции w = w(x, y), т. е. введем новые независимые переменные ξ, η и новую неизвестную
функцию Φ = Φ(ξ, η) по формулам

ξ =
∂w

∂x
, η =

∂w

∂y
, Φ = xξ + yη − w. (17)

Предположим, что якобиан преобразования (17)

∆ ≡ D(ξ, η)

D(x, y)
=

∂2w

∂x2

∂2w

∂y2
−

( ∂2w

∂x ∂y

)2
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не равен нулю. Обозначим через r и θ полярные координаты в плоскости (ξ, η). Тогда для
функции Φ = Φ(r, θ) получим линейное уравнение

g(r)r2∂2Φ

∂r2
+ r

∂Φ

∂r
+

∂2Φ

∂θ2
= 0, (18)

где

g(r) = (1− r2f ′′/f ′)−1, f = f(E), E = −r2/2. (19)

Условие r2f ′′/f ′ < 1 обеспечивает эллиптичность уравнения (18). Имеют место формулы
обратного преобразования

x =
∂Φ

∂r
cos θ − 1

r

∂Φ

∂θ
sin θ, y =

∂Φ

∂r
sin θ +

1

r

∂Φ

∂θ
cos θ, w = r

∂Φ

∂r
− Φ. (20)

Формулы (20) для решения Φ(r, θ) уравнения (18) определяют в параметрической форме
перемещение в физической плоскости (x, y).

Если в уравнении (18) положить

Φm(r, θ) = Zm(r) eimλθ, i2 = −1, m = 0,±1,±2, . . . , λ = const, (21)

то функция Zm(r) будет удовлетворять уравнению

g(r)r2 d2Zm(r)

dr2
+ r

dZm(r)

dr
− λ2m2Zm(r) = 0. (22)

Зная решение этого уравнения и учитывая выражение (21), можно строить классы частных
решений уравнения (18) вида∑

m

Zm(r)(am cos (mλθ) + bm sin (mλθ)),

где am, bm — произвольные постоянные.
Рассмотрим некоторые примеры.
Пример 1. Пусть λ = 1, m = 1, f = A ln (1 − 2αE), где A > 0, α > 0 — постоянные,

E < 0. Тогда условие эллиптичности r2f ′′/f ′ < 1 принимает вид αr2 < 1. В этом случае
согласно (19)

g(r) =
1 + αr2

1− αr2

и уравнение (22) для функции Z1(r) = Z(r) принимает вид

(1 + αr2)r2 d2Z(r)

dr2
+ (1− αr2)r

dZ(r)

dr
− (1− αr2)Z(r) = 0. (23)

Частными решениями этого уравнения являются функции

Z1 = r, Z2 = 2αr ln r − 1/r,

следовательно, общее решение уравнения (23) имеет вид

Zm(r) = C1Z1 + C2Z2 = r[C1 + C2(2α ln r − 1/r2)], C1 = const, C2 = const .

Пример 2. Пусть f = AE2k + B, где A, B, k — положительные постоянные (причем
k = 1, 2, . . . ), E < 0. Тогда r2f ′′/f ′ = −2(2k − 1) и условие эллиптичности r2f ′′/f ′ < 1
выполнено. В данном случае в соответствии с (19)

g(r) = (4k − 1)−1 = n−1 (n = 4k − 1),
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поэтому уравнение (22) принимает вид

r2 d2Zm(r)

dr2
+ nr

dZm(r)

dr
− nλ2m2Zm(r) = 0.

Общее решение этого уравнения записывается в виде

Zm(r) = C1r
n1 + C2r

n2 ,

n1 = (1− n)/2 +
√

(1− n)2/4 + nλ2m2, n2 = (1− n)/2−
√

(1− n)2/4 + nλ2m2,

C1 = const, C2 = const .

Уравнения для независимых деформаций (8) при квадратичном потенциале (14) мож-
но исследовать также с использованием потенциалов деформации. Перейдем от деформа-
ций E31, E32 к потенциалам (перемещению w и функции деформации v) согласно форму-
лам

2E31f
′ = −b

∂v

∂y
, 2E32f

′ = b
∂v

∂x
; (24)

2E31 =
∂w

∂x
, 2E32 =

∂w

∂y
. (25)

Тогда в системе (8) первое уравнение будет удовлетворено в силу (24), а второе — в

силу (25). Исключив из (24), (25) деформации, получим нелинейные зависимости между
потенциалами

∂w

∂x
=

1

f ′
∗

∂v

∂y
,

∂w

∂y
= − 1

f ′
∗

∂v

∂x
, f ′

∗ = −f ′

b
= 1 + k

[(∂w

∂x

)2
+

(∂w

∂y

)2]
. (26)

С помощью дифференцирования из (26) можно исключить один из потенциалов, а для
другого получить дифференциальное уравнение второго порядка. В частности, уравнение
для перемещения имеет вид (16).

В комплексных переменных плоскости (x, y)

z = x + iy, z̄ = x− iy, ∂x = ∂z + ∂z̄, ∂y = i(∂z − ∂z̄)

соотношения (24)–(26) имеют вид

E31 = E31 + iE32 = g eih, E31f ′
∗ = −i

∂v

∂z̄
, E31 =

∂w

∂z̄
,

∂w

∂z̄
= − i

f ′
∗

∂v

∂z̄
, f ′

∗ = 1 + 4k
∂w

∂z

∂w

∂z̄
= 1 + 4kE31Ē31 = 1 + 4kg2,

(27)

где g, h — полярные координаты; E31, Ē31 — комплексные координаты в плоскости де-
формаций (E31, E32).

Нелинейность четвертого уравнения в (27) обусловлена величиной f ′
∗, зависящей от

полярного радиуса g. Для того чтобы получить линейное уравнение, перейдем от пере-
менных z, z̄ к переменным g, h (E31, Ē31):

g =
√

E31Ē31, h =
1

2i
ln

E31

Ē31
.

Для этого, полагая w = w(z, z̄), v = v(z, z̄) и используя (27), рассмотрим выражение

1

2
dw +

i

2f ′
∗

dv =
dz

2

(∂w

∂z
+

i

f ′
∗

∂v

∂z

)
+

dz̄

2

(∂w

∂z̄
+

i

f ′
∗

∂v

∂z̄

)
= Ē31 dz = g e−ih dz,
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откуда (при g 6= 0) находим

dz =
eih

2g

(
dw +

i

f ′
∗

dv
)
. (28)

Полагая далее w, v, z функциями g, h, из (28) найдем

∂z

∂g
=

eih

2g

(∂w

∂g
+

i

f ′
∗

∂v

∂g

)
,

∂z

∂h
=

eih

2g

(∂w

∂h
+

i

f ′
∗

∂v

∂h

)
. (29)

Исключив в этих равенствах z, приравняв смешанные производные ∂2z/∂g ∂h и ∂2z/∂h ∂g,
отделив в полученном равенстве действительные и мнимые части, c учетом (27) получим
линейные уравнения

∂w

∂h
=

g

1 + 4kg2

∂v

∂g
,

∂v

∂h
= −g(1 + 4kg2)2

1 + 12kg2

∂w

∂g
. (30)

При слабой физической нелинейности (k � 1) коэффициенты при производных в пра-
вых частях уравнений (30) в линейном по k приближении различаются только знаком:

∂w

∂h
= g(1− 4kg2)

∂v

∂g
,

∂v

∂h
= −g(1− 4kg2)

∂w

∂g
. (31)

Заменой переменной g на t:

t =
1

2
ln

1− 4kg2

g2
(g = e−3t(e2t−2k)) (32)

уравнения (31) преобразуются к уравнениям Коши — Римана

∂w

∂t
=

∂v

∂h
,

∂w

∂h
= −∂v

∂t
. (33)

Если в плоскости (t, h) ввести комплексную функцию u комплексных переменных Z, Z̄:

u = w(Z, Z̄) + iv(Z, Z̄), Z = t + ih, Z̄ = t− ih,

2
∂

∂Z
=

∂

∂t
− i

∂

∂h
, 2

∂

∂Z̄
=

∂

∂t
+ i

∂

∂h
,

(34)

то уравнения (33) можно записать в комплексной форме

∂u

∂Z̄
= 0.

Отсюда в результате интегрирования находим u как произвольную функцию W перемен-
ной Z (комплексный потенциал), а также w и v как действительную и мнимую части

функции W :

u = W (Z), w = Re W, v = Im W. (35)

Задание контура L уравнениями x = x(s), y = y(s) (s — дуга L) и граничных условий
для деформаций E31(s), E32(s) (см. (10)) определяет согласно (6) граничное смещение

w(s) = 2

s∫
s∗

[
E31(s)x

′(s) + E32(s)y
′(s)

]
ds + w∗, (36)

а также (в соответствии с (27), (32), (34)) величины g(s), h(s), t(s), Z(s), Z̄(s). Используя
представление (35) перемещения через комплексный потенциал и его значение (36) на
границе области, получим стандартную краевую задачу для потенциала [6]

Re W (Z)
∣∣
L

= w(s). (37)
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Найденный из (37) потенциал W (Z) определяет перемещение (35) как функцию Z, Z̄:
w(Z, Z̄) = (W (Z) + W̄ (Z̄))/2, которую можно записать в переменных z, z̄. Для этого с
учетом (34), (35) и соотношений

g = e−t(1− 2k e−2t), f ′
∗ = 1 + 4k e−2t, t =

Z + Z̄

2
, h =

Z − Z̄

2i
(k � 1)

равенство (28) представим в виде

dz = (1/2) et+ih(1 + 2k e−2t)[(1− 2k e−2t) dW + 2k e−2t dW̄ ] =

= (1/2) eZ W ′(Z) dZ + k e−Z̄ W̄ ′(Z̄) dZ̄.

В результате интегрирования получим

z =
1

2

∫
eZ W ′(Z) dZ + k

∫
e−Z̄ W̄ ′(Z̄) dZ̄ + D, D = const . (38)

Добавив к (38) комплексно-сопряженное равенство, получим зависимости

z = z(Z, Z̄), z̄ = z̄(Z, Z̄). (39)

Якобиан этого преобразования, вычисленный с учетом соотношений (32), (34), отличен от
нуля:

∂(z, z̄)

∂(Z, Z̄)
=

∂(z, z̄)

∂(g, h)

∂(g, h)

∂(t, h)

∂(t, h)

∂(Z, Z̄)
=

e−t

2i(1 + 6k e−2t)

∂(z, z̄)

∂(g, h)
6= 0,

так как согласно (29), (30) и (27)

∂(z, z̄)

∂(g, h)
=

i

2g2f ′
∗

(∂w

∂h

∂v

∂g
− ∂w

∂g

∂v

∂h

)
=

i

2g2

[1

g

(∂w

∂h

)2
+ g

1 + 4kg2

1 + 12kg2

(∂w

∂g

)2]
6= 0.

Следовательно, преобразование (39) может быть обращено: Z = Z(z, z̄), Z̄ = Z̄(z, z̄). Най-
денную функцию w(Z, Z̄) можно представить в виде w(Z(z, z̄), Z̄(z, z̄)) = w(z, z̄). Эта функ-
ция определяет перемещение в физической плоскости, а также деформации и напряжения.

Можно рассмотреть обратную задачу, в которой задается комплексный потенциал (а
также определяемые им перемещение, деформации и напряжения) и находится нагрузка,
соответствующая частной задаче.
Пример 3. Пусть W = 2AZ, где A = B + iC. Тогда W ′ = 2A и соотношения (39)

согласно (38) имеют вид

z = A eZ −2kĀ e−Z̄ , z̄ = Ā eZ̄ −2kA e−Z .

Исключив из этих соотношений Z̄, для Z получим уравнение

z̄A e2Z +[2k(A2 − Ā2)− zz̄] eZ −2kzA = 0.

Найдем линейное по параметру k � 1 решение, полагая eZ = f +kg (f 6= 0). Подставляя eZ

в последнее уравнение и приравнивая к нулю коэффициенты при нулевой и первой степенях

параметра, получим уравнения

Af − z = 0, 2z̄Afg + 2(A2 − Ā2)f − zz̄g − 2zA = 0,

определяющие это приближение. Таким образом,

eZ =
z

A

(
1 +

2kĀ2

zz̄

)
, eZ̄ =

z̄

Ā

(
1 +

2kA2

zz̄

)
.
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Отсюда следует, что

Z = ln
z

A
+

2kĀ2

zz̄
, Z̄ = ln

z̄

Ā
+

2kA2

zz̄

и перемещение (35) имеет вид

w = A ln (Āz) + Ā ln (Az̄)− (A + Ā)
[
ln (AĀ)− 2kAĀ

zz̄

]
.

Пример 4. Пусть W = 4F eZ , где F = G + iH = const. Тогда W ′ = 4F eZ и равен-
ства (39) в соответствии с (38) (где положено D = 0) принимают вид

z = F e2Z +4kF̄ Z̄, z̄ = F̄ e2Z̄ +4kFZ.

Обращая эти зависимости, в линейном по k приближении получим

Z = ln

√
z

F
− k

F̄

z
ln

z̄

F̄
, Z̄ = ln

√
z̄

F̄
− k

F

z̄
ln

z

F
.

Cледовательно, перемещение (35) имеет вид

w = 2[
√

Fz (F̄ /z̄)kF̄ /z +
√

F̄ z̄ (F/z)kF/z̄].

В примерах 3, 4 перемещение зависит от двух вещественных параметров.
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