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Рассматривается модель трехмерного упругого тела, содержащего жесткое включение и
трещину, расположенную на границе между включением и телом. На трещине задают-
ся естественные краевые условия. Для произвольного достаточно гладкого возмущения
области выведена производная функционала энергии по параметру возмущения, в част-
ности, получена формула Гриффитса.
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Введение. В данной работе рассматривается трехмерная модель упругого тела, со-
держащего жесткое включение и трещину. Под жестким включением понимается часть
тела, деформация которой равна нулю (при этом перемещения могут быть ненулевыми).
Трещина расположена на границе между включением и телом. Система находится в рав-
новесии под действием объемной силы. Считается, что на внешней границе тело жестко
закреплено, а берега трещины свободны от напряжений.

В настоящей работе выводится производная функционала энергии по параметру воз-
мущения области. В частности, рассматривается возмущение области, соответствующее
квазистатическому росту трещины вдоль заданной поверхности. В этом случае произ-
водная функционала энергии определяется формулой Гриффитса, которая используется в
механике разрушения [1, 2].

Возможность дифференцирования функционалов энергии по параметру возмущения

области исследовалась во многих работах. Линейные краевые задачи в негладких обла-
стях рассматривались в [3–5]. В работах [6–15] изучались вариации решений, коэффициен-
тов интенсивности напряжений, а также других функций геометрических и механических
параметров при изменении формы трещины или при ее росте. В указанных работах, как
правило, рассматривались однородные тела.

В настоящей работе рассматривается существенно неоднородное тело — тело с жест-
ким включением и трещиной. Задачи теории упругости для тел с трещинами и жесткими
включениями исследовались в работах [16–22]: в [16] рассматривалась двумерная задача о
жестком круговом включении, на границе которого расположена трещина, и с использова-
нием метода комплексной переменной выведена формула Гриффитса; в [17] исследовалось
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влияние жесткого включения на распространение трещины в бесконечном теле на основе

критерия Ирвина; в [18] рассматривалась задача теории упругости для двух соединенных
полупространств с круглой плоской трещиной в плоскости соединения, на основе критерия
Гриффитса найдена величина разрушающих усилий; в [19–22] исследовалось взаимодей-
ствие в упругих телах жестких включений с расположенными вблизи них трещинами.

Работы [23–25] посвящены изучению задач теории упругости для неоднородных тел с
трещинами. В [26–30] исследовалась асимптотика функционалов энергии для задач теории
трещин с односторонними ограничениями на границе.

1.Постановка задачи. Пусть Ω ⊂ R3 — ограниченная область с границей ∂Ω ∈ C0,1,
ω0 — подобласть Ω с границей ∂ω0, такая что ω0 ⊂ Ω, ∂ω0 ∈ C0,1. Граница ∂ω0 состоит

из двух участков γ0 и ∂ω0 \ γ0. Будем считать, что либо meas γ0 > 0, либо γ0 = ∅.
Обозначим через ν0 единичную внешнюю нормаль к ω0; γ

+
0 — берег разреза γ0, соот-

ветствующий направлению нормали ν0; Ω0 = Ω \ γ0 — область, которую занимает трех-
мерное тело, содержащее жесткое включение ω0 и трещину γ0, расположенную на участке
границы между жестким включением и телом.

Пусть U = (u1, u2, u3)
т — вектор перемещений. Будем считать, что для упругой

части Ω \ ω0 тела справедлив линейный закон Гука, связывающий между собой тензоры
деформаций {εij(U )} и напряжений {σij(U )}:

εij(U ) =
1

2

(∂ui

∂xj
+
∂uj

∂xi

)
, σij(U ) = cijklεkl(U ).

Здесь cijkl — компоненты симметричного и положительно определенного тензора упруго-
сти, которые удовлетворяют условиям

cijkl = cjikl = cklij , cijkl = const,

cijklξklξij > c0ξijξij ∀ξ ∈ R2 × R2: ξij = ξji, c0 = const > 0,

индексы i, j, k, l принимают значения 1, 2, 3.
Задачу о равновесии тела с жестким включением и трещиной сформулируем в виде

задачи минимизации функционала энергии на множестве допустимых смещений. Для этого
определим функциональное пространство

H1,0(Ω0) = {v ∈ H1(Ω0): v = 0 на ∂Ω}.
Кроме того, введем в рассмотрение множество жестких перемещений

R(ω0) = {ρ = (ρ1, ρ2, ρ3): ρ(x) = Bx + C, x = (x1, x2, x3)
т ∈ ω0},

где B — кососимметрическая матрица, C — постоянный вектор:

B =

 0 b12 b13

−b12 0 b23

−b13 −b23 0

 , C =

 c1

c2

c3

 , b12, b13, b23, c
1, c2, c3 ∈ R.

Определим множество допустимых смещений

K0(Ω0) = {U ∈ H1,0(Ω0)×H1,0(Ω0)×H1,0(Ω0): U ∈ R(ω0)}.
Здесь включение U ∈ R(ω0) означает, что сужение функции U на область ω0 принад-
лежит множеству жестких перемещений R(ω0). Очевидно, что K0(Ω0) является подпро-
странством пространства H1,0(Ω0)×H1,0(Ω0)×H1,0(Ω0).

Наконец, определим функционал потенциальной энергии

Π(Ω0; U ) =
1

2

∫
Ω\ω0

σij(U )εij(U ) dx−
∫
Ω0

F тU dx,



116 ПРИКЛАДНАЯ МЕХАНИКА И ТЕХНИЧЕСКАЯ ФИЗИКА. 2011. Т. 52, N-◦ 2

где F т = (f1, f2, f3) — заданный вектор внешних сил. Будем считать, что fi ∈ C1(R3),
i = 1, 2, 3. Отметим, что внешняя сила F действует на все тело: и на упругую часть Ω0\ω0,
и на жесткое включение ω0.

Задача о равновесии упругого тела, содержащего жесткое включение и трещину, фор-
мулируется в следующем виде: найти функцию U0 ∈ K0(Ω0), минимизирующую функци-
онал потенциальной энергии на множестве допустимых смещений:

Π(Ω; U0) = inf
U∈K0(Ω)

Π(Ω0; U ). (1.1)

Используя рассуждения работ [31, 32], можно получить постановку задачи (1.1) в
дифференциальной форме

−σij,j(U0) = fi в Ω \ ω0, i = 1, 2, 3; (1.2)

u01 = u02 = u03 = 0 на ∂Ω; (1.3)

U0 = B0x + C0 на ω0; (1.4)

στ (U0) = 0, σν0(U0) = 0 на γ+
0 ; (1.5)

−〈σ(U0)ν0,ρ〉1/2,∂ω0
=

∫
ω0

F тρ dx ∀ρ ∈ R(ω0). (1.6)

Здесь σ(U0)ν0 ∈ [H−1/2(∂ω0)]
3 — вектор напряжений на ∂ω0; σν0(U0) ∈ H

−1/2
00 (γ0) — нор-

мальное напряжение; στ (U0) ∈ [H
−1/2
00 (γ0)]

3 — вектор касательных напряжений на γ+
0 ;

запись 〈 · , · 〉1/2,∂ω0
обозначает двойственность между пространствами [H−1/2(∂ω0)]

2

и [H1/2(∂ω0)]
2.

Теорема 1. Задача (1.1) имеет единственное решение, удовлетворяющее вариаци-
онному тождеству∫

Ω\ω0

σij(U0)εij(U ) dx =

∫
Ω0

F тU dx ∀U ∈ K0(Ω0). (1.7)

Доказательство. Так как множество K0(Ω0) является подпространством гильбер-
това пространства, а функционал Π(Ω0; U ) непрерывный и коэрцитивный, решение зада-
чи (1.1) существует [26]. Кроме того, поскольку функционал Π(Ω0; U ) дифференцируем по
Гато, задача минимизации (1.1) эквивалентна вариационному тождеству (1.7).

Покажем единственность решения методом от противного. Пусть U1 и U2 — решения

задачи (1.1). Для решения U1 подставим в вариационное равенство в качестве тестовой

функции функцию U2 − U1 ∈ K0(Ω0), а для решения U2 — функцию U1 − U2 ∈ K0(Ω0).
Складывая полученные соотношения, находим∫

Ω\ω0

σij(U2 −U1)εij(U2 −U1) dx = 0.

Поскольку сужение функций U1 и U2 на область ω0 принадлежит множеству жестких

перемещений R(ω0), интегрирование по Ω \ ω0 можно заменить интегрированием по Ω0:∫
Ω0

σij(U2 −U1)εij(U2 −U1) dx = 0.

В силу неравенства Корна U1 = U2. Теорема доказана.
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Отметим, что из вариационного тождества (1.7) выводятся дифференциальные урав-
нения (1.2) и краевые условия (1.3)–(1.6).

Сформулируем возмущенную задачу. Для малого параметра δ ∈ [0, δ0) (δ0 = const)
рассмотрим возмущение Φδ(x) = (Φδ1(x),Φδ2(x),Φδ3(x)), такое что Φ0(x) = x и

Φδi ∈ C1([0, δ0);W
1,∞
loc (R3)), i = 1, 2, 3.

Зафиксируем δ ∈ [0, δ0) и применим к области Ω координатное преобразование

y = Φδ(x). (1.8)

В результате получаем возмущенную область Ωδ = Φδ(Ω) c жестким включением ωδ =
Φδ(ω0) и трещиной γδ = Φδ(γ0). Будем считать, что преобразование (1.8) является взаимно
однозначным, т. е. существует обратная функция x = Φ−1

δ (y), где Φ−1
δ = (Φ−1

δ1 ,Φ
−1
δ2 ,Φ

−1
δ3 ),

и имеют место включения Φ−1
δi ∈ C1([0, δ0);W

1,∞
loc (R3)), i = 1, 2, 3. В этом случае Ωδ = Ω\γδ,

γδ ⊂ ∂ωδ.
По аналогии с пространством H1,0(Ω0) определим пространство H

1,0(Ωδ). Преобразо-
вание (1.8) задает взаимно однозначное соответствие между пространствами H1,0(Ω0) и
H1,0(Ωδ), т. е. если функция v(x) ∈ H1,0(Ω0), то v(Φ

−1
δ (y)) ∈ H1,0(Ωδ), и наоборот, если

v(y) ∈ H1,0(Ωδ), то v(Φδ(x)) ∈ H1,0(Ω0).
Для возмущенной задачи введем в рассмотрение пространство допустимых смещений

Kδ(Ωδ) = {U ∈ H1,0(Ωδ)×H1,0(Ωδ)×H1,0(Ωδ): U ∈ R(ωδ)}.

Как и выше, включение U ∈ R(ωδ) означает, что сужение функции U на область ωδ

принадлежит пространству жестких перемещений R(ωδ).
Рассмотрим задачу минимизации функционала энергии на множестве допустимых

смещений Kδ(Ωδ) в возмущенной области Ωδ: найти функцию U δ ∈ Kδ(Ωδ), такую что

Π(Ωδ; U
δ) = inf

U∈Kδ(Ωδ)
Π(Ωδ; U ), (1.9)

где

Π(Ωδ; U ) =
1

2

∫
Ω\ωδ

σij(U )εij(U ) dy −
∫
Ωδ

F тU dy.

Для каждого δ ∈ [0, δ0) задача (1.9) имеет единственное решение U δ ∈ Kδ(Ωδ), которое
удовлетворяет вариационному тождеству∫

Ω\ωδ

σij(U
δ)εij(U ) dy =

∫
Ωδ

F тU dy ∀U ∈ Kδ(Ωδ). (1.10)

2. Вспомогательные утверждения. В силу гладкости отображения (1.8) имеют
место следующие разложения по δ:

Φδ(x) = x + δV (x) + r1(δ,x), ‖r1(δ,x)‖
[W

1,∞
loc (R3)]3

= o(δ),

∂Φδ

∂x
= I + δ

∂V

∂x
+ r2(δ,x), ‖r2(δ,x)‖[L∞loc(R3)]9 = o(δ).

(2.1)

Здесь

V (x) = (V1(x), V2(x), V3(x))т =
∂Φδ(x)

∂δ

∣∣∣
δ=0

.
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Из (2.1) следует, что якобиан Jδ(x) преобразования (1.8) допускает представление

Jδ(x) = 1 + δ div V (x) + r3(δ,x), ‖r3(δ,x)‖L∞loc(R3) = o(δ),

откуда следует, что для всех достаточно малых δ якобиан Jδ(x) строго положительный.
ПустьΨ = (∂Φδ(x)/∂x)−1 — матрица, обратная матрице Якоби преобразования (1.8).

Тогда

Ψ(x) = I − δ
∂V

∂x
+ r4(δ,x), ‖r4(δ,x)‖L∞loc(R3) = o(δ).

Применяя к области Ωδ обратное преобразование, получаем невозмущенную область Ω0

с включением ω0 и разрезом γ0. Взаимная однозначность областей Ωδ и Ω0 при отобра-
жении (1.8) не влечет взаимную однозначность множеств допустимых смещений Kδ(Ωδ) и
K0(Ω0). Это обусловлено тем, что сужение функции, принадлежащей множеству Kδ(Ωδ),
на область ωδ имеет вид

U (y) = By + C.

При действии обратного отображения образ Ũ (x) = U (Φδ(x)) функции U (y) имеет вид

Ũ (x) = BΦδ(x) + C на ω0,

т. е. не принадлежит пространству жестких перемещений R(ω0). Обозначим через Kδ(Ω0)
образ множества Kδ(Ωδ) при действии преобразования, обратного (1.8):

Kδ(Ω0) = {U ∈ H1,0(Ω0)×H1,0(Ω0)×H1,0(Ω0): U ∈ Rδ(ω0)}.
Здесь

Rδ(ω0) = {U : U = BΦδ(x) + C, x ∈ ω0},
B — кососимметрическая матрица; C — постоянный вектор.

Применяя координатное преобразование (1.8) к функциям и интегралам, входящим
в (1.10), получаем вариационное равенство∫

Ω\ω0

Jδ(x)cijklEkl(Ψ; Uδ)Eij(Ψ; U ) dx =

∫
Ω0

Jδ(x)F т
δ U dx ∀U ∈ Kδ(Ω0), (2.2)

гдеUδ — решение возмущенной задачи (1.9), отображенное на невозмущенную область Ω0,
т. е. Uδ(x) = U δ(Φδ(x)), Uδ ∈ Kδ(Ω0); Fδ(x) = F (Φδ(x)); Eij(Ψ; U ) — трансформирован-
ный тензор деформаций [33]:

Eij(Ψ; U ) =
1

2

( ∂ui

∂xk
Ψkj +

∂uj

∂xk
Ψki

)
, i, j = 1, 2, 3.

Таким образом, единственное решение U δ, отображенное с помощью преобразова-
ния, обратного (2.8), на невозмущенную область, является единственным решением Uδ ∈
Kδ(Ω0) вариационного равенства (2.2).

Далее, из предположения о гладкости функции F и возмущения Φδ следуют разложе-
ния∫

Ω\ω0

JδcijklEkl(Ψ; U )Eij(Ψ; W ) dx =

∫
Ω\ω0

(
σij(U )εij(W ) + δA1(V ; U ,W )

)
dx +

+ o(δ)R1(δ,U ,W ), (2.3)
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∫
Ω0

JδF
т
δ U dx =

∫
Ω0

(
F тU + δ div (V fi)ui

)
dx + o(δ)R2(δ,U ),

где

A1(V ; U ,W ) = div V σij(U )εij(W )− σij(U )Eij

(∂V
∂x

; W
)
− σij(W )Eij

(∂V
∂x

; U
)
,

|R1(δ,U ,W )| 6 c‖U‖[H1,0(Ω0)]3 ·‖W ‖[H1,0(Ω0)]3 ; |R2(δ,U )| 6 c‖U‖[L2(Ω0)]3 ; c не зависит от δ.

Подставляя в равенство (1.10) в качестве тестовой функции U = U δ, выполняя заме-
ну переменных в интегралах и используя разложения (2.3), получаем равномерную по δ
оценку

‖Uδ‖[H1,0(Ω0)]3 6 c. (2.4)

Рассмотрим произвольную функцию U , принадлежащую множеству Kδ(Ω0). Как от-
мечено выше, сужение функции U на область ω0 имеет вид

U = BΦδ(x) + C. (2.5)

Подставляя (2.1) в (2.5), получаем

U = Bx + C + δB
(
V (x) +

r1(δ,x)

δ

)
в ω0.

Лемма 1. Пусть U0 ∈ K0(Ω0) — решение невозмущенной задачи (1.1), Uδ ∈
Kδ(Ω0) — решение задачи (2.2). Тогда существуют вектор-функции W 1

δ , W 2
δ , такие

что

U0 + δW 1
δ ∈ Kδ(Ω0), Uδ − δW 2

δ ∈ K0(Ω0);

‖W i
δ‖[H1,0(Ω0)]3 6 c, i = 1, 2. (2.6)

Доказательство. Построим в явном виде функцииW 1
δ иW 2

δ , начав сW 1
δ . Рассмот-

рим решение U0 невозмущенной задачи равновесия. В области ω0 это решение имеет вид

U0 = B0x+C0. Выберем функцию θ ∈ C∞0 (Ω), такую что θ(x) = 1 при x ∈ ω0, и положим
W 1

δ = θB0(V + r1(δ)/δ).
Покажем, что U1

δ = U0 + δW 1
δ принадлежит множеству Kδ(Ω0). Очевидно, что W 1

δ ∈
[H1,0(Ω0)]

3 и

U1
δ = U0+δW 1

δ = B0x+C0+δθB0

(
V +

r1(δ)

δ

)
= B0x+C0+δB0

(
V +

r1(δ)

δ

)
п.в. в ω0.

Построим функцию W 2
δ . Для каждого значения δ функция Uδ в области ω0 имеет вид

Uδ = Bδx + Cδ + δBδ

(
V +

r1(δ)

δ

)
,

где Bδ, Cδ — кососимметрическая матрица и постоянный вектор, соответствующие реше-
ниюU δ, т. е. U δ = Bδy+Cδ при y ∈ ωδ. ПолагаяW 2

δ = θBδ(V +r1(δ)/δ), где θ — финитная

функция, введенная выше, покажем, что U2
δ = Uδ−δW 2

δ принадлежит множеству K0(Ω0).
Очевидно, что W 2

δ ∈ [H1,0(Ω0)]
3. Кроме того, имеем

U2
δ = Uδ − δW 2

δ = Bδx + Cδ + δBδ

(
V +

r1(δ)

δ

)
− δBδ

(
V +

r1(δ)

δ

)
= Bδx + Cδ п.в. в ω0,

т. е. U2
δ ∈ R(ω0), и, следовательно, U2

δ ∈ K0(Ω0).
Равномерные оценки (2.6) следуют из (2.4). Теорема доказана.
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Замечание 1. При построении функций W 1
δ и W 2

δ использовалась финитная функ-
ция θ, выбор которой достаточно произволен. Поэтому построенные функции W 1

δ и W 2
δ

не являются единственными.
Доказанная лемма позволяет установить сильную сходимость Uδ к U0.
Теорема 2. Пусть Uδ — решение (2.2), U0 — решение (1.7). Тогда

‖Uδ −U0‖[H1,0(Ω0)]3 6 c
√
δ. (2.7)

Доказательство. Подставляя U1
δ = U0 +δW 1

δ ∈ Kδ(Ω0) и U2
δ = Uδ−δW 2

δ ∈ K0(Ω0)
в качестве тестовых функций в вариационные равенства (2.2) и (1.7) соответственно и
используя разложения (2.3), после ряда преобразований получаем∫

Ω\ω0

σij(Uδ −U0)εij(Uδ −U0) dx 6

6 δ

∫
Ω\ω0

(
− σij(U0)εij(W

2
δ ) + σij(Uδ)εij(W

1
δ ) + A1(V ; Uδ,U0 − δW 1

δ )
)
dx +

+ δ

∫
Ω0

F т(W 2
δ −W 1

δ ) dx + o(δ)
(
R1(δ,Uδ,U0 − δW 1

δ ) +R2(δ,U0 − δW 1
δ )

)
.

В силу леммы 1 и оценки (2.4) получаем∫
Ω\ω0

σij(Uδ −U0)εij(Uδ −U0) dx 6 δc, (2.8)

где c не зависит от δ. Так как функцияU0 принадлежит пространству R(ω0), то εij(U0) = 0
на ω0 (i, j = 1, 2, 3). В то же время

Uδ = Bδx + Cδ + δBδ

(
V +

r1(δ)

δ

)
,

откуда следует, что

εij(Uδ) = δεij

(
Bδ

(
V +

r1(δ)

δ

))
.

Рассмотрим кососимметрическую матрицу Bδ, соответствующую решению возмущен-
ной задачи U δ. Матрица Bδ определяется элементами b

δ
12, b

δ
13, b

δ
23. Из (2.4) следует, что

|bδij | 6 c (i = 1, 2, j = 2, 3) равномерно по δ. Поэтому получаем

εij

(
Bδ

(
V +

r1(δ)

δ

))
6 c ∀x ∈ ω0, (2.9)

где c — константа, не зависящая от δ.
Из равенства∫

Ω0

σij(Uδ −U0)εij(Uδ −U0) dx =

∫
Ω\ω0

σij(Uδ −U0)εij(Uδ −U0) dx−

− δ2
∫
ω0

σij

(
Bδ

(
V +

r1(δ)

δ

))
εij

(
Bδ

(
V +

r1(δ)

δ

))
dx
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в силу неравенства Корна и неравенств (2.8), (2.9) получаем

‖Uδ −U0‖[H1,0(Ω0)]3 6 c
√
δ.

Теорема доказана.
Лемма 2. Пусть bδij, b

0
ij (i = 1, 2, j = 2, 3) — элементы матриц Bδ, B0 соответ-

ственно, cδk, c
0
k (k = 1, 2, 3) — составляющие векторов Cδ, C0. Тогда при δ → 0

bδij → b0ij , cδi → c0k, i = 1, 2, j = 2, 3, k = 1, 2, 3.

Доказательство. В области ω0 функции Uδ и U0 имеют вид

Uδ = Bδx + Cδ + δBδ(V + r1(δ)/δ), U0 = B0x + C0.

Из (2.7) следует, что при δ → 0

Uδ → U0 сильно в [H1(ω0)]
3.

Это означает, что∫
ω0

|Uδ −U0|2 dx → 0,

∫
ω0

∣∣∣∂Uδ

∂xi
− ∂U0

∂xi

∣∣∣2dx → 0, i = 1, 2, 3.

Для первых компонент u01 и uδ1 векторов Uδ и U0 соответственно имеем

u01(x) = b012x2 + b013x3 + c01,

uδ1(x) = bδ12x2 + bδ13x3 + cδ1 + δbδ12V2(x) + bδ13V3(x) + r5(δ,x) в ω0,

где ‖r5(δ,x)‖
W

1,∞
loc (R3)

= o(δ). Следовательно, в силу ограниченности bδ12 получаем∫
ω0

∣∣∣∂uδ1

∂x2
− ∂u01

∂x2

∣∣∣2 dx =

∫
ω0

∣∣∣− bδ12 + b012 − δbδ12V2,1 +
∂r5(δ,x)

∂x2

∣∣∣2 dx =

= µω0 |bδ12 − b012|2 +O(δ),

где µω0 — мера области ω0. Так как µω0 > 0, то при δ → 0

bδ12 → b012. (2.10)

Аналогично доказывается сходимость bδ13 и b
δ
23 к b

0
13 и b

0
23 соответственно.

Поскольку∫
ω0

|uδ1 − u01|2 dx = |bδ12 − b012|2
∫
ω0

x2
2 dx + |bδ13 − b013|2

∫
ω0

x2
3 dx µω0 |cδ1 − c01|+O(δ),

в силу (2.10) получаем cδ1 → c01 при δ → 0. Аналогично доказывается сходимость cδi к c
0
i

при i = 2, 3. Лемма доказана.
Лемма 3. Справедливы сходимости

W 1
δ → W0 сильно в [H1,0(Ω0)]

3,

W 2
δ → W0 сильно в [H1,0(Ω0)]

3,

где W0 = θB0V .
Доказательство. По построению

W 1
δ = θB0(V + r1(δ)/δ), W 2

δ = θBδ(V + r1(δ)/δ),

поэтому справедливость утверждения следует из леммы 2 и оценки ‖r1(δ, x)‖[W
1,∞
loc (R2)]2

=

o (δ). Лемма доказана.
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3.Производная функционала энергии. Рассмотрим функционал Π(Ωδ,U ) энергии
тела, занимающего возмущенную область Ωδ. Применяя преобразование координат (1.8)
к интегралам в Π(Ωδ,U ), получим новый функционал Πδ(Ω0; U ), определенный на невоз-
мущенной области Ω0. Используя формулы разложений по δ, функционал Πδ(Ω0,U ) можно
представить в виде

Πδ(Ω0; U ) =
1

2

∫
Ω\ω0

σij(U )εij(U ) dx−
∫
Ω0

F тU +

+
1

2
δ

∫
Ω\ω0

A1(V ; U ,U ) dx− δ

∫
Ω0

div (V fi)ui dx + o(δ)R3(δ,U ),

где |R3(δ,U )| 6 c‖U‖[H1,0(Ω0)]3 ; c не зависит от δ.

Для того чтобы найти производную функционала энергии по параметру возмущения

области, необходимо вычислить предел

Π′(Ω0; U0) = lim
δ→0

Π(Ωδ; U
δ)− Π(Ω0; U0)

δ
. (3.1)

Так как преобразование (1.8) задает взаимно однозначное соответствие между множества-
ми Kδ(Ωδ) и Kδ(Ω0), то производная Π′(Ω0; U0) равна

Π′(Ω0; U0) = lim
δ→0

Πδ(Ω0; Uδ)− Π(Ω0; U0)

δ
.

Кроме того, функция Uδ минимизирует функционал Πδ(Ω0; U ) на множестве Kδ(Ω0), по-
этому справедлива следующая цепочка неравенств:

Πδ(Ω0; Uδ)− Π(Ω0; Uδ − δW 2
δ )

δ
6

Πδ(Ω0; Uδ)− Π(Ω0; U0)

δ
6

6
Πδ(Ω0; U0 + δW 1

δ )− Π(Ω0; U0)

δ
. (3.2)

Рассмотрим правую часть (3.2):

Πδ(Ω0; U0 + δW 1
δ )− Π(Ω0; U0)

δ
=

1

δ

(1

2

∫
Ω\ω0

σij(U0 + δW 1
δ )εij(U0 + δW 1

δ ) dx−

−
∫
Ω0

F т(U0 + δW 1
δ ) dx +

1

2
δ

∫
Ω\ω0

A1(V ; U0 + δW 1
δ ,U0 + δW 1

δ ) dx−

− δ

∫
Ω0

div (V fi)(u0i + δw1
δi) dx + o(δ)R3(δ,U0 + δW 1

δ )−

− 1

2

∫
Ω\ω0

σij(U0)εij(U0) dx +

∫
Ω0

F тU0 dx
)
. (3.3)
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Используя доказанные выше теорему 2 и лемму 3, нетрудно вычислить предел (3.3):

lim
δ→0

Πδ(Ω0; U0 + δW 1
δ )− Π(Ω0; U0)

δ
=

1

2

∫
Ω\ω0

A1(V ; U0,U0) dx−
∫
Ω0

div (V fi)u0i +

+

∫
Ω\ω0

σij(W0)εij(W0) dx−
∫
Ω0

F тW0 dx.

Рассмотрим левую часть (3.2):

Πδ(Ω0; Uδ)− Π(Ω0; Uδ − δW 2
δ )

δ
=

1

δ

(1

2

∫
Ω\ω0

σij(Uδ)εij(Uδ) dx−

−
∫
Ω0

F т(U0 + δW 1
δ ) dx +

1

2
δ

∫
Ω\ω0

A1(V ; Uδ,Uδ) dx−

− δ

∫
Ω0

div (V fi)uδi dx + o(δ)R3(δ,Uδ)−

− 1

2

∫
Ω\ω0

σij(Uδ − δW 2
δ )εij(Uδ − δW 2

δ )dx +

∫
Ω0

F т(Uδ − δW 2
δ )dx

)
dx.

Из этого равенства получаем

lim
δ→0

Πδ(Ω0; Uδ)− Π(Ω0; Uδ − δW 2
δ )

δ
=

1

2

∫
Ω\ω0

A1(V ; U0,U0) dx−
∫
Ω0

div (V fi)u0i dx +

+

∫
Ω\ω0

σij(U0)εij(W0) dx−
∫
Ω0

F тW0 dx.

Таким образом, пределы правой и левой частей (3.2) совпадают. Следовательно, пре-
дел в (3.1) существует и задается формулой

Π′(Ω0; U0) =
1

2

∫
Ω\ω0

A1(V ; U0,U0) dx−
∫
Ω0

div (V fi)u0i dx +

+

∫
Ω\ω0

σij(U0)εij(W0) dx−
∫
Ω0

F тW0 dx. (3.4)

Рассмотрим последние два слагаемых в (3.4), обозначив их через ∆(U0):

∆(U0) =

∫
Ω\ω0

σij(U0)εij(W0) dx−
∫
Ω0

F тW0 dx.

Применим формулу Грина к области Ω \ ω0. Так как W0 = B0V в ω0, то

∆(U0) = −
∫

Ω\ω0

σij,j(U0)w0i dx−
∫

Ω0\ω0

F тW0 dx−
∫
ω0

F тB0V dx− 〈σ(U0)ν0, B0V 〉1/2,∂ω0
.
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В силу уравнений равновесия (1.2) первые два слагаемых равны нулю. Таким образом,
справедлива

Теорема 3. Для любого возмущения Φ ∈ C1([0, δ0);W
1,∞(R2)) существует первая

производная функционала энергии Π(Ωδ; U
δ) по параметру возмущения δ при δ = 0, ко-

торая задается формулой

Π′(Ω0; U0) =
1

2

∫
Ω\ω0

div V σij(U0)εij(U0) dx−
∫

Ω\ω0

σij(U0)Eij

(∂V
∂x

; U0

)
dx−

−
∫
Ω0

div (V fi)u0i dx−
∫
ω0

F тB0V dx− 〈σ(U0)ν0, B0V 〉1/2,∂ω0
, (3.5)

где U0 — решение невозмущенной задачи (1.1),

Eij

(∂V
∂x

; U0

)
=

1

2

(∂u0i

∂xk
Vk,j +

∂u0j

∂xk
Vk,i

)
.

Замечание 2. Если решение U0 достаточно гладкое (например, при σ(U0)ν0 ∈
[L2(∂ω0)]

3), то с учетом краевых условий (1.5) на трещине γ0 имеем

〈σ(U0)ν0, B0V 〉1/2,∂ω0
=

∫
∂ω0\γ+

0

νт0 σ(U0) ·B0V .

Замечание 3. Формула (3.5) справедлива также в случае γ0 = ∅.
4. Квазистатический рост трещины. Рассмотрим частный случай возмущения

области Ω0, соответствующего квазистатическому росту трещины вдоль заданной поверх-
ности. В этом случае формула (3.5) является формулой Гриффитса для трехмерного тела,
содержащего жесткое включение и трещину, расположенную на границе между телом и
жестким включением.

Конкретизируем геометрию области Ω0 — тела с трещиной γ0 и жестким включени-
ем ω0. Пусть граница жесткого включения ∂ω0 состоит из двух участков γ и ∂ω0 \ γ и,
кроме того, трещина γ0 содержится в γ.

Пусть Σ0 ⊂ R2 — односвязная плоская область в пространстве R2, ограниченная кон-
туром ∂Σ0. Введем трехмерную декартову систему координат и будем считать, что начало
координат находится строго внутри плоской области Σ0. Пусть область Σ0 описывается

в полярных координатах (r, ϕ), определенных в R2, следующим образом:

Σ0 = {r < R(ϕ), ϕ ∈ [0, 2π], R(0) = R(2π), R > 0}.

Тогда ∂Σ0 = {r = R(ϕ), ϕ ∈ [0, 2π], R(0) = R(2π), R > 0}, Σ0 = Σ0 ∪ ∂Σ0.
Будем считать, что трещина γ0 задается следующим образом:

γ0 = {x ∈ R3: x3 = ψ(x1, x2), (x1, x2) ∈ Σ0}

(ψ ∈ C2,1
loc (R2) — заданная функция).

Построим возмущение Φδ(x), соответствующее квазистатическому росту трещины
вдоль поверхности γ и определяющееся семейством трещин γδ [34, 35]. Для этого возму-
щение фронта трещины

ψ(γ0) = {x ∈ R3: x3 = ψ(x1, x2), (x1, x2) ∈ ∂Σ0}
определим следующим образом. Пусть задана функция h(ϕ) ∈ C1[0, 2π], такая что h > 0,
h(0) = h(2π), h′(0) = h′(2π). Введем область Σδ = {r < R(ϕ) + δh(ϕ), ϕ ∈ [0, 2π]} ⊂ R2,
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ограниченную контуром ∂Σδ = {r = R(ϕ) + δh(ϕ), ϕ ∈ [0, 2π]}, при этом Σδ = Σδ ∪ γδ.
Тогда семейство трещин γδ можно задать в следующем виде:

γδ = {x ∈ R3: x3 = ψ(x1, x2), (x1, x2) ∈ ωδ}.
В силу гладкости функции ψ и сделанных выше предположений для области Σδ существу-
ет такое малое δ0, что для всех положительных значений δ < δ0 трещины γδ лежат строго

внутри области Ω, т. е. γδ ⊂ Ω. Тогда Ωδ = Ω \ γδ — область, которую занимает тело с
жестким включением ω0 и трещиной γδ, расположенной на границе включения. Следует
отметить, что построенная таким образом область Ωδ содержит такое же жесткое вклю-
чение ω0, что и область Ω0, при этом трещина γ0 “подросла” до γδ вдоль поверхности γ,
являющейся частью границы жесткого включения ω0.

Построим взаимно однозначное координатное преобразование, отображающее область
Ω0 на область Ωδ. Для этого рассмотрим гладкую срезающую функцию η, такую что

ее носитель supp η ⊂ Ω \ {(0, 0, 0)} и η = 1 в некоторой окрестности O фронта ψ(γ0)
трещины γ0. Введем цилиндрические координаты r, ϕ, x3, которые связаны с декартовыми
координатами стандартными соотношениями

x1 = r cosϕ, x2 = r sinϕ.

Определим координатное преобразование y = Φδ(x), x ∈ Ω0, отображающее область Ω0

на область Ωδ:

y1 = x1 + δη(x1, x2, x3)h(ϕ(x1, x2)) cosϕ(x1, x2),

y2 = x2 + δη(x1, x2, x3)h(ϕ(x1, x2)) sinϕ(x1, x2), (4.1)

y3 = x3 + ψ(y1, y2)− ψ(x1, x2).

Введем следующие обозначения:

θ = η/r, θi = xiθ (i = 1, 2), θ3 = θ1ψ,1 + θ2ψ,2.

В этих обозначениях преобразование (4.1) принимает вид

y1 = x1 + δθ1, y2 = x2 + δθ2, y3 = x3 + ψ(x1 + δθ1, x2 + δθ2)− ψ(x1, x2).

Следовательно,

V =
∂Φδ(x)

∂δ

∣∣∣
δ=0

= (hθ1, hθ2, hθ3)
т.

Таким образом, компоненты преобразованного тензора деформаций Eij(η; U ) задаются
формулами

Eij(η; U ) =
1

2

(
(hθk),j

∂ui

∂xk
+ (hθk),i

∂uj

∂xk

)
, i, j = 1, 2, 3.

Пусть U0 — решение невозмущенной задачи, B0 — соответствующая ему кососиммет-
рическая матрица. Подставляя найденные формулы в (3.5), получаем формулу Гриффитса
для упругого тела с жестким включением и трещиной

Π′(Ω0; U0) =

∫
Ω\ω0

(hθk),kσij(U0)εij(U0) dx−
∫

Ω\ω0

σij(U0)Eij(η; U0) dx−

−
∫
Ω0

(hθkfi),ku0i dx−
∫
ω0

h
(
θ1(−b012f2 − b013f3) + θ2(b

0
12f1 − b023f3) + θ3(b

0
13f1 + b023f2)

)
dx−

− 〈σ(U0)ν0, B0V 〉1/2,∂ω0
. (4.2)
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Учитывая, что h,1θ1 + h,2θ2 + h,3θ3 = 0, и предполагая, что решение достаточно гладкое
(см. замечание 2), формулу (4.2) можно записать в следующем виде:

Π′(Ω0; U0) =

∫
Ω\ω0

hθk,kσij(U0)εij(U0) dx−
∫

Ω\ω0

σij(U0)Eij(η; U0) dx−

−
∫
Ω0

h(θkfi),ku0i dx−
∫
ω0

h
(
θ1(−b012f2 − b013f3) + θ2(b

0
12f1 − b023f3) + θ3(b

0
13f1 + b023f2)

)
dx−

−
∫

∂ω0\γ+
0

νт0 σ(U0) ·B0V . (4.3)

Формула (4.3) для упругого тела с жестким включением и трещиной получена впер-
вые.
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