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Предлагаются определяющие уравнения установившейся ползучести для ортотропных
материалов, обладающих различными свойствами при растяжении и сжатии. Для опи-
сания разносопротивляемости используются степенные функции с различными показа-
телями при растяжении и сжатии. Приведены уравнения задач о растяжении, сдвиге и
уравнения задачи о плоском напряженном состоянии. С использованием предложенной
модели решена задача о кручении постоянным моментом при температуре T = 200 ◦C
цилиндрических трубчатых стержней, вырезанных в направлении нормали к плите
из трансверсально-изотропного сплава АК4-1 и в продольном направлении. Получены
определяющие уравнения при кручении. Значения параметров модели найдены в экспе-
риментах на одноосное растяжение и сжатие сплошных круглых образцов, вырезанных
в различных направлениях. При одном и том же степенном показателе при растяже-
нии и сжатии получено аналитическое решение для скорости закручивания стержня
с кольцевым поперечным сечением, вырезанного в направлении нормали к плите. Для
стержня, вырезанного в продольном направлении, получена верхняя оценка скорости
закручивания. Показано, что результаты расчетов удовлетворительно согласуются с
экспериментальными данными.
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Введение. Как правило, при высоких температурах современные конструкционные
сплавы обладают свойствами анизотропии. Свойства листового материала заготовок мо-
гут различаться как в плоскости листа, так и по нормали к нему, а также в направлении,
составляющем угол 45◦ с нормалью листа. Анизотропия такого типа может быть обу-
словлена прокаткой исходной заготовки. Помимо анизотропии материалы могут иметь

различные свойства при растяжении и сжатии. Существует ряд моделей, описывающих
процессы деформирования таких материалов в режимах ползучести.

В моделях, описывающих изотропные материалы с различными свойствами при рас-
тяжении и сжатии в условиях ползучести, как правило, используются степенные функции
с одинаковыми [1–4] или различными [5–7] показателями при растяжении и сжатии. Ана-
лиз процессов кручения сплошных круглых образцов с помощью двух таких моделей [1, 5],
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построенных с использованием понятия “трансформированного” пространства напряже-
ний, проведен в работе [8].

Модели анизотропных материалов, свойства которых при растяжении и сжатии по-
лагаются одинаковыми, предложены в работах [9, 10]. В [9] на основе модели, аналогич-
ной модели анизотропной пластичности Хилла, создана ортотропная модель, в которой
используется функция с одним и тем же степенным показателем для описания свойств

материала в различных направлениях. В [10] рассматривается модель, в которой для опи-
сания свойств ортотропного материала используется функция с различными степенными

показателями в направлениях трех основных осей ортотропии.
Модели анизотропных материалов, в которых учитывается их разносопротивляемость

и используются функции с одним и тем же степенным показателем при растяжении и сжа-
тии, исследованы в [4, 11–13]. Варианты моделей анизотропных материалов, в которых
учитывается их разносопротивляемость и используются степенные функции с различны-
ми показателями при растяжении и сжатии, предложены в [14–16]. Следует выделить
модели, в которых учитывается различие свойств материала и используются функции с
одним и тем же степенным показателем при растяжении, сжатии и кручении [4, 17–19].
Существенное отличие свойств при кручении от свойств при растяжении и сжатии может

быть обусловлено анизотропией материала.
В последнее время строятся модели ползучести, в которых учитываются как анизо-

тропия и различие свойств материала при растяжении и сжатии, так и повреждаемость
материала [20], параметры микроструктуры (плотность дислокаций) [21], композитные
свойства [22]. Активно развиваются модели ползучести анизотропных материалов в гео-
механике [23].

Для ряда сплавов экспериментально показано, что интенсивность процессов растяже-
ния и сжатия может различаться и описываться функциями с различными значениями

степенных показателей [8, 24, 25]. В данной работе предложенная в [7] модель, в которой
учитывается разносопротивляемость материала растяжению и сжатию и используется

степенная функция с различными показателями при растяжении и сжатии, строится для
ортотропных материалов. В отличие от модели, изложенной в работе [14], в которой рас-
смотрен трансверсально-изотропный материал, в предлагаемой модели учитывается ор-
тотропия. Предлагаемый потенциал не имеет разрыва [15] и достаточно точно описывает
одноосное и двухосное растяжение-сжатие несжимаемого при ползучести материала [16].

1. Модель ортотропного материала с различными свойствами при растя-
жении и сжатии. Для учета свойств ортотропии и разносопротивляемости растяжению
и сжатию предлагается следующая модель:

ηij =
∂Φ

∂σij
, 2Φ = Φ1 + Φ2 + (Φ2 − Φ1) sin 3ξ; (1)

Φ1 = T
n++1
1 /(n+ + 1), Φ2 = T

n−+1
2 /(n− + 1). (2)

Здесь ηij = dεc
ij/dt — компоненты тензора скоростей деформаций ползучести; εc

ij , σij —
компоненты тензора деформаций ползучести и напряжений; инвариант ξ — угол, опре-
деляющий вид напряженного состояния и использующийся для учета различных свойств

при растяжении и сжатии [4]:

sin 3ξ = −9

2

σ̄klσ̄lj σ̄kj

σ3
i

, (3)

σ̄kl — компоненты девиатора напряжений; σi = (3σ̄klσ̄kl/2)1/2 — интенсивность напряже-
ний; Φ1, Φ2 — скалярные потенциальные функции тензора напряжений при растяжении и

сжатии соответственно; T1, T2 — квадратичные формы компонент тензора напряжений:
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T1(σij) = (A+
11(σ22 − σ33)

2 + A+
22(σ33 − σ11)

2 + A+
33(σ11 − σ22)

2 +

+ 2A+
12σ

2
12 + 2A+

23σ
2
23 + 2A+

31σ
2
13)

1/2,

T2(σij) = (A−
11(σ22 − σ33)

2 + A−
22(σ33 − σ11)

2 + A−
33(σ11 − σ22)

2 +
(4)

+ 2A−
12σ

2
12 + 2A−

23σ
2
23 + 2A−

31σ
2
13)

1/2;

A+
11 =

(
(B+

22)
2/(n++1) + (B+

33)
2/(n++1) − (B+

11)
2/(n++1)

)
/2,

2A+
12 = 4(B+

12)
2/(n++1) − A+

11 − A+
22,

A−
11 =

(
(B−

22)
2/(n−+1) + (B−

33)
2/(n−+1) − (B−

11)
2/(n−+1)

)
/2,

(5)

2A−
12 = 4(B−

12)
2/(n−+1) − A−

11 − A−
22.

Остальные компоненты A+
ij , A−

ij (i, j = 1, 2, 3) получаются путем циклической перестанов-

ки индексов. Константы B+
ii , B−

ii (i = 1, 2, 3) являются характеристиками процесса одно-
мерной ползучести на установившейся стадии при растяжении и сжатии в трех главных

направлениях соответственно:

ηii =

{
B+

ii σ
n+
ii , σii > 0,

B−
ii |σii|n−−1σii, σii < 0,

i = 1, 2, 3.

Константы B+
ij , B−

ij (i 6= j) — аналогичные характеристики при растяжении и сжатии

соответственно в трех направлениях вдоль осей системы координат, полученной путем
поворота исходной системы координат на угол, равный 45◦; n+, n− — показатели одно-
мерной ползучести при растяжении и сжатии.

Из (1)–(5) следуют соотношения для ортотропного материала с одинаковыми свой-
ствами при растяжении и сжатии и изотропного материала, свойства которого при рас-
тяжении и сжатии различаются, причем интенсивность процессов растяжения и сжатия
может описываться степенными функциями с различными показателями.

1.1. Ортотропный материал. Если B+
ij = B−

ij = Bij (i, j = 1, 2, 3) и степенной по-
казатель ползучести не зависит от знака прикладываемой нагрузки: n+ = n− = n, то
из (1)–(5) следует A+

ij = A−
ij (i, j = 1, 2, 3), T1 = T2 = T , Φ1 = Φ2 = Φ. Для компонент

скоростей деформаций ползучести имеем

ηij =
∂Φ

∂σij
, Φ =

Tn+1

n + 1
; (6)

T (σij) = (A11(σ22 − σ33)
2 + A22(σ33 − σ11)

2 + A33(σ11 − σ22)
2 +

+ 2A12σ
2
12 + 2A23σ

2
23 + 2A31σ

2
13)

1/2; (7)

A11 = (B
2/(n+1)
22 + B

2/(n+1)
33 −B

2/(n+1)
11 )/2, 2A12 = 4B

2/(n+1)
12 − A11 − A22. (8)

Модель (6)–(8) предложена О. В. Сосниным [9] для описания ортотропных свойств ма-
териала в условиях ползучести. Несмотря на то что эта модель хорошо известна, с ее
использованием решено небольшое количество задач. Это обусловлено тем, что для по-
лучения параметров модели для конкретного материала необходимо выполнить большое

число экспериментов. Проверку полученных параметров и модели в целом следует прово-
дить для сложного напряженного состояния.

В работе [26] модель (6)–(8) с учетом повреждаемости используется для описания

процессов деформирования оболочек на основе безмоментной теории. Один из вариантов
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модели (6)–(8), в котором константы Aij нормированы, встроен разработчиками пакета
Ansys в конечно-элементный комплекс. Тестирование встроенной модели с использова-
нием элемента Solid45 при решении задачи о растяжении кубического образца показало,
что результаты расчета по этой модели удовлетворительно согласуются с аналитическим

решением [27]. При сложном напряженном состоянии встроенная модель была примене-
на для оценки влияния свойства деформирования по нормали к листу, более слабого по
сравнению с деформированием в плоскости листа, на величину прогиба при изгибе и кру-
чении пластин из сплавов В95 (T = 180 ◦C, тонкие листы толщиной 6 ÷ 10 мм) и 1163T
(T = 400 ◦C, плита толщиной 12 мм) [28, 29]. Для случая чистого изгиба (кручения)
проведено сравнение конечно-элементного решения, полученного с использованием паке-
та Ansys, и результатов двух расчетов, в одном из которых используются интегральные
величины (кривизна и момент), а в другом разрешающие уравнения сводятся к системе
обыкновенных дифференциальных уравнений в точках разбиения по толщине пластины.
Для сплава 1163T проведена экспериментальная проверка модели [29]. В [30] с помощью
модели (6)–(8) исследовано влияние сопротивления деформациям ползучести в направле-
нии под углом 45◦ к направлению нормали к плите (т. е. в направлении сдвига), меньшего
по сравнению с сопротивлением деформациям ползучести в плоскости листа и по нормали,
на процесс кручения сплошных круглых образцов (вырезанных в продольном направлении
и в направлении нормали к плите) из сплава В95пчТ2 при T = 180 ◦C (толщина плиты
равна 50 мм) в предположении трансверсально-изотропных свойств сплава. У стержней,
вырезанных из плиты в продольном направлении, возникает депланация поперечного се-
чения [30]. В случае депланации сечения необходимо более точно определять сдвиговые па-
раметры для моделей [4, 13] на основе данных экспериментов на кручение при стесненной
деформации торцов вследствие наличия захватов. В работе [31] модель (6)–(8) построена с
учетом повреждений в тензорной формулировке и встроена в пакет Ansys. Проведено срав-
нение результатов расчета с данными экспериментов на одноосное растяжение и показано,
что они удовлетворительно согласуются.

1.2. Изотропный материал с различными свойствами при растяжении и сжатии. В
данном случае имеем B+

ij = B+, B−
ij = B− (i, j = 1, 2, 3), B+ 6= B−, n+ 6= n−. Тогда из (5)

следует

2A+
12 = 2A+

23 = 2A+
31 = 3B

2/(n++1)
+ , 2A−

12 = 2A−
23 = 2A−

31 = 3B
2/(n−+1)
− ,

A+
11 + A+

22 = A+
22 + A+

33 = A+
33 + A+

11 = B
2/(n++1)
+ ,

A−
11 + A−

22 = A−
22 + A−

33 = A−
33 + A−

11 = B
2/(n−+1)
−

и из (1)–(4) получаем

ηij =
∂Φ

∂σij
, 2Φ(σi, ξ) = Φ1 + Φ2 + (Φ2 − Φ1) sin 3ξ, (9)

где Φ1 = B+σ
n++1
i /(n+ + 1); Φ2 = B−σ

n−+1
i /(n− + 1). Константы ползучести B+, n+ и

B−, n− могут быть получены соответственно в экспериментах на одноосное растяжение и
сжатие независимо от того, в каком направлении вырезался из плиты образец (η = B+σn+

при σ > 0, η = B−|σ|n−−1σ при σ < 0).
Модель (9) была предложена и применена в работе [7] при решении задачи о чистом

кручении пластины из сплава В95пчТ2 (T = 180 ◦C, толщина плиты, из которой выре-
залась пластина, равна 40 мм) в предположении плоского напряженного состояния. Для
решения использовался конечно-элементный алгоритм, входящий в пакет программ, разра-
ботанный авторами [7]. Получены результаты расчета, удовлетворительно согласующиеся
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с данными эксперимента. В [32] на основе модели (9) разработан встроенный в комплекс
MSC.Marc конечно-элементный алгоритм решения трехмерных задач ползучести. Резуль-
таты расчета кручения пластины из сплава АК4-1 (T = 200 ◦C) хорошо согласуются с
экспериментальными данными и результатами расчета по модели, в которой используется
понятие “трансформированного” пространства напряжений [33].

2. Определяющие соотношения в частных случаях (плоское напряженное
состояние, растяжение, сдвиг). Запишем определяющие соотношения (1)–(5) в случае
плоского напряженного состояния. Поскольку σ33 = 0, выражение (3) преобразуется к
виду

sin 3ξ =
1

2

( I

σi

)3
− 3

2

I

σi
,

где I = σ11 + σ22; σi = (σ2
11 + σ2

22 − σ11σ22 + 3σ2
12)

1/2 — интенсивность напряжений.
Введем обозначение ζ = I/σi. Тогда выражения для потенциальной функции (1) и

квадратичных форм (4) записываются в виде

2Φ = Φ1(T1) + Φ2(T2) + [Φ2(T2)− Φ1(T1)](ζ
3 − 3ζ)/2, (10)

где

T1 = ((A+
22 + A+

33)σ
2
11 + (A+

11 + A+
33)σ

2
22 − 2A+

33σ11σ22 + 2A+
12σ

2
12)

1/2,

T2 = ((A−
22 + A−

33)σ
2
11 + (A−

11 + A−
33)σ

2
22 − 2A−

33σ11σ22 + 2A−
12σ

2
12)

1/2.

Для компонент скоростей деформаций ползучести (1) получаем

η11 = λ1T
n+−1
1 ((A+

22 + A+
33)σ11 − A+

33σ22) + λ2T
n−−1
2 ((A−

22 + A−
33)σ11 − A−

33σ22) +

+ λ3

(T
n−+1
2

n− + 1
−

T
n++1
1

n+ + 1

) σ2
22 − σ11σ22 + 2σ2

12

σ3
i

,

η22 = λ1T
n+−1
1 ((A+

33 + A+
11)σ22 − A+

33σ11) + λ2T
n−−1
2 ((A−

33 + A−
11)σ22 − A−

33σ11) +
(11)

+ λ3

(T
n−+1
2

n− + 1
−

T
n++1
1

n+ + 1

) σ2
11 − σ11σ22 + 2σ2

12

σ3
i

,

η12 = λ1T
n+−1
1 (2A+

12σ12) + λ2T
n−−1
2 (2A−

12σ12)− λ3

(T
n−+1
2

n− + 1
−

T
n++1
1

n+ + 1

)(σ11 + σ22)σ12

σ3
i

,

где

λ1 =
1

2
− ζ3 − 3ζ

4
, λ2 =

1

2
+

ζ3 − 3ζ

4
, λ3 =

9

4
(ζ2 − 1).

Для изотропного материала с различными свойствами при растяжении и сжатии выраже-
ния (10), (11) преобразуются к виду

2Φ(σ11, σ22, σ12) = Φ1(σi) + Φ2(σi) + [Φ2(σi)− Φ1(σi)](ζ
3 − 3ζ)/2,

η11 = Φ3(2σ11 − σ22) + Φ4(σ
2
22 − σ11σ22 + 2σ2

12), (12)

η22 = Φ3(2σ22 − σ11) + Φ4(σ
2
11 − σ11σ22 + 2σ2

12), η12 = 6Φ3σ12 − 2Φ4(σ11 + σ22)σ12.

Здесь

Φ3 =
1

4
(B+σ

n+−1
i + B−σ

n−−1
i ) +

1

8
(B−σ

n−−1
i −B+σ

n+−1
i )(ζ3 − 3ζ),

Φ4 =
9

8

( B−
n− + 1

σ
n−−2
i − B+

n+ + 1
σ

n+−2
i

)
(ζ2 − 1).
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В случае простого растяжения (σ11 = σ, σ22 = σ33 = 0) имеем σi = σ, ζ = 1, λ1 = 1,
λ2 = λ3 = 0 и из (11) получаем

η11 = T
n+−1
1 (A+

22 + A+
33)σ, η22 = −T

n+−1
1 A+

33σ, η33 = −T
n+−1
1 A+

22σ,

T1 =
√

A+
22 + A+

33 σ.

Для ортотропного материала (6)–(8) соответственно имеем

η11 = Tn−1(A22 + A33)σ, η22 = −Tn−1A33σ, η33 = −Tn−1A22σ,

T =
√

A22 + A33 σ.

Для изотропного материала с различными свойствами при растяжении и сжатии из (12)
следует

η11 = B+σn+ , η22 = η33 = −B+σn+/2.

В случае равномерного растяжения (σ11 = σ22 = σ, σ33 = 0) σi = σ, ζ = 2, λ1 = λ3 = 0,
λ2 = 1 и

η11 = T
n−−1
2 A−

22σ, η22 = T
n−−1
2 A−

11σ, η33 = −T
n−−1
2 (A−

11 + A−
22)σ,

T2 =
√

A−
11 + A−

22 σ.

Равномерное растяжение с напряжением σ в направлениях осей x1, x2 эквивалентно сжа-
тию с напряжением σ в направлении оси x3.

Для ортотропного материала (соотношения (6)–(8)) имеем

η11 = Tn−1A22σ, η22 = Tn−1A11σ, η33 = −Tn−1(A11 + A22)σ,

T =
√

A11 + A22 σ.

Для изотропного материала с различными свойствами при растяжении и сжатии

из (12) получаем

η11 = η22 = B−σn−/2, η33 = −B−σn− .

В случае сдвига (σ11 = σ22 = σ33 = 0, σ12 = σ, σ > 0)

σi =
√

3 σ, ζ = 0, λ1 = λ2 = 1/2, λ3 = −9/4,

η11 = η22 =
(T

n++1
1

n+ + 1
−

T
n−+1
2

n− + 1

)√3

4σ
, η12 = (T

n+−1
1 A+

12 + T
n−−1
2 A−

12)σ,

где T1 =
√

2A+
12 σ; T2 =

√
2A−

12 σ.

Для ортотропного материала (соотношения (6)–(8)) соответственно имеем

η11 = η22 = η33 = 0, η12 = 2Tn−1A12σ12. (13)

Для изотропного материала с различными свойствами при растяжении и сжатии

из (12) получаем

η11 = η22 =
(
√

3 )n++2B+σn+

4(n+ + 1)
− (

√
3 )n−+2B−σn−

4(n− + 1)
,

η12 =
(
√

3 )n++1B+σn+ + (
√

3 )n−+1B−σn−

2
.

(14)
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Из (13), (14) следует, что в случае сдвига деформации η11, η22, η33 = −(η11 + η22) возника-
ют вследствие различия свойств материала при растяжении и сжатии. Для изотропного
материала с различными свойствами при растяжении и сжатии, для описания которого
используется степенная функция с показателем n = n+ = n− и B+ 6= B−, соотношения (14)
упрощаются:

η11 = η22 = (
√

3 )n+2 B+ −B−
4(n + 1)

σn, η12 = (
√

3 )n+1 B+ + B−
2

σn. (15)

Заметим, что в этом случае выражения для скорости деформаций сдвига η12 в (15) и в
модели [1, 8] совпадают.

3. Апробация модели ортотропного материала с учетом различия его

свойств при растяжении и сжатии. Проводится сравнение результатов расчета по
модели (1)–(5) с экспериментальными данными для трансверсально-изотропного сплава
АК4-1. Данные экспериментов на растяжение и сжатие сплошных круглых цилиндриче-
ских образцов, а также на кручение тонкостенных трубчатых образцов, вырезанных в
направлении нормали к плите толщиной 42 мм и в продольном направлении, при темпе-
ратуре T = 200 ◦C приведены в работе [24].

На рис. 1 представлены экспериментальные зависимости деформаций ползучести от
времени при растяжении при постоянных напряжениях σ = 156,96; 166,77; 176,58МПа для
круглых образцов, вырезанных под углом 45◦ к направлению нормали к плите (точки 1–3),
в продольном (точки 4–6) и поперечном (точки 7, 8) направлениях, а также в направлении

4
5
6
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8
9
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1
2
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1
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Рис. 1. Зависимости деформаций ползучести от времени при растяжении при
постоянном напряжении образцов из сплава АК4-1 при T = 200 ◦C:
точки — экспериментальные данные (1–3 — образцы, вырезанные под углом 45◦ к на-
правлению нормали к плите, 4–6 — образцы, вырезанные в продольном направлении,
7, 8 — образцы, вырезанные в поперечном направлении, 9, 10 — образцы, вырезанные в
направлении нормали к плите); линии — результаты расчетов (1–3 — аппроксимация

данных с параметрами (16) и n+ = 12, полученных при растяжении образцов, выре-
занных под углом 45◦ к направлению нормали к плите, 4–6 — аппроксимация данных

с параметрами (17) и n+ = 12, полученных при растяжении образцов, вырезанных в
направлениях в плоскости плиты и по нормали к плите); 1, 4, 7 — σ = 156,96 МПа,
2, 5, 9 — σ = 166,77 МПа, 3, 6, 8, 10 — σ = 176,58 МПа
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Рис. 2. Зависимости деформаций ползучести от времени при сжатии при по-
стоянном напряжении образцов из сплава АК4-1 при T = 200 ◦C:
точки — экспериментальные данные (1–3 — образцы, вырезанные под углом 45◦ к на-
правлению нормали к плите, 4 — образцы, вырезанные в продольном направлении,
5 — образцы, вырезанные в поперечном направлении, 6 — образцы, вырезанные под
углом 45◦ к продольному направлению в плоскости плиты, 7–9 — образцы, вырезан-
ные в направлении нормали к плите); линии 1–3 — результаты расчетов (сплошные —
аппроксимация данных с параметрами (18) и n− = 12, полученных при сжатии об-
разцов, вырезанных под углом 45◦ к направлению нормали к плите, штриховые —
аппроксимация данных с параметрами (19) и n− = 12, полученных при сжатии образ-
цов, вырезанных в направлениях в плоскости плиты и по нормали к плите); 1, 5, 7 —
σ = 176,58 МПа, 2, 6, 8 — σ = 186,36 МПа, 3, 4, 9 — σ = 196,2 МПа

нормали к плите (точки 9, 10). Видно, что свойства сплава (скорость деформаций пол-
зучести) при растяжении в плоскости плиты в продольном, поперечном направлениях, а
также в направлении нормали к плите практически одинаковые.

На рис. 2 представлены экспериментальные зависимости деформаций ползучести от
времени при сжатии при постоянных напряжениях σ = 176,58; 186,36; 196,20 МПа для
образцов, вырезанных под углом 45◦ к направлению нормали к плите (точки 1–3), в про-
дольном (точки 4) и поперечном (точки 5) направлениях, в направлении под углом 45◦ к
продольному направлению (точки 6) и по нормали к плите (точки 7–9). При сжатии, так
же как и при растяжении, значения скорости деформаций ползучести образцов, вырезан-
ных в различных направлениях в плоскости плиты (продольное, поперечное, под углом
45◦ к продольному направлению) и в направлении нормали к плите, близки. При этом ско-
рость деформаций ползучести для одного и того же значения напряжения σ = 176,58 МПа
при сжатии в плоскости плиты и в направлении нормали к ней (точки 5, 7 на рис. 2)
в четыре раза меньше, чем при растяжении (точки 6, 8, 10 на рис. 1). Наибольшая ско-
рость деформаций ползучести и при растяжении, и при сжатии имеет место для образцов,
вырезанных под углом 45◦ к направлению нормали к плите, при растяжении скорость
ползучести больше, чем при сжатии.

Для определения параметров B+
ij , n+ и B−

ij , n− используем методику, описанную в

работе [34]. Экспериментальные зависимости, приведенные на рис. 1, 2, представлены в
логарифмических координатах ln η–ln σ на рис. 3. Видно, что экспериментальные точки
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Рис. 3. Зависимости деформаций от напряжения в логарифмических координа-
тах ln η− lnσ:
линии — результаты расчетов (1, 3 — аппроксимации данных, полученных при растя-
жении и сжатии образцов, вырезанных под углом 45◦ к направлению нормали к плите;
2, 4 — аппроксимация данных, полученных при растяжении и сжатии образцов, выре-
занных в направлениях в плоскости плиты и по нормали к плите); точки— эксперимен-
тальные данные (1–10 — экспериментальные данные, соответствующие точкам 1–10 на
рис. 1, 1–9 — экспериментальные данные, соответствующие точкам 1–9 на рис. 2)

группируются вдоль линий 1–4. Полученные методом наименьших квадратов значения n+

(линии 1, 2) и значения n− (линии 3, 4) были осреднены: n+ = 11,8, n− = 12,3. Для реше-
ния задачи о кручении стержней с использованием модели (1), (2) при n+ 6= n− необходимо
использовать численные методы. При n+ = n− в ряде случаев можно получить аналити-
ческие решения или оценки. Поскольку значения показателей ползучести при растяжении
и сжатии практически равны: n+ ≈ n−, далее принимается n+ = n− = 12. На основе ап-
проксимации данных, приведенных на рис. 3, получены следующие значения параметров:

B+
23 = B+

31 = 2,976 · 10−35 МПа−n · с−1 (линия 1); (16)

B+
11 = B+

22 = B+
33 = B+

12 = 8,935 · 10−35 МПа−n · с−1 (линия 2); (17)

B−
23 = B−

31 = 0,811 · 10−35 МПа−n · с−1 (линия 3); (18)

B−
11 = B−

22 = B−
33 = B−

12 = 1,805 · 10−35 МПа−n · с−1 (линия 4). (19)

Аппроксимационные прямые, полученные при данных значениях констант, приведены
на рис. 1, 2.

3.1. Кручение стержня, вырезанного в направлении нормали к плите. При кручении
стержней, вырезанных в направлении нормали к плите, постоянным моментом имеем σ11 =
σ22 = σ22 = σ12 = 0, σ13 6= 0, σ23 6= 0. Упругими деформациями пренебрегаем. Для
компонент скоростей деформаций ползучести из (1)–(5) следует

η11 =

√
3

4

(T
n++1
1

n+ + 1
−

T
n−+1
2

n− + 1

) σ2
13 − 2σ2

23

(σ2
13 + σ2

23)
3/2

,
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η22 =

√
3

4

(T
n++1
1

n+ + 1
−

T
n−+1
2

n− + 1

) σ2
23 − 2σ2

13

(σ2
13 + σ2

23)
3/2

,

η33 =

√
3

4

(T
n++1
1

n+ + 1
−

T
n−+1
2

n− + 1

) σ2
13 + σ2

23

(σ2
13 + σ2

23)
3/2

,

(20)

η12 = 0, η13 = (A+
31T

n+−1
1 + A−

31T
n−−1
2 )σ13, η23 = (A+

23T
n+−1
1 + A−

23T
n−−1
2 )σ23,

где T1 =
√

2A+
31σ

2
13 + 2A+

23σ
2
23; T2 =

√
2A−

31σ
2
13 + 2A−

23σ
2
23.

С учетом (5), (16)–(19) имеем A+
31 = A+

23, A−
31 = A−

23, n+ = n− = n, T1 =√
2A+

31

√
σ2

13 + σ2
23, T2 =

√
2A−

31

√
σ2

13 + σ2
23. Тогда выражения (20) записываются в виде

η11 = D1(σ
2
13 − 2σ2

23)(σ
2
13 + σ2

23)
(n−2)/2, η22 = D1(σ

2
23 − 2σ2

13)(σ
2
13 + σ2

23)
(n−2)/2,

η33 = D1(σ
2
13 + σ2

23)
n/2, η12 = 0,

η13 = D2(σ
2
13 + σ2

23)
(n−1)/2σ13, η23 = D2(σ

2
13 + σ2

23)
(n−1)/2σ23,

где

D1 =

√
3

4(n + 1)

(
(2A+

31)
(n+1)/2 − (2A−

31)
(n+1)/2

)
, D2 =

1

2

(
(2A+

31)
(n+1)/2 + (2A−

31)
(n+1)/2

)
.

В цилиндрической системе координат (r, ϕ, z), ось z которой совпадает с нормалью к
плите, выражения для скоростей деформаций сдвига принимают вид

ηrϕ = ηrz = 0, ηϕz = D2τ
n
ϕz. (21)

Крутящий момент цилиндрического стержня с кольцевым сечением с внутренним и внеш-
ним радиусами R1 и R2 соответственно (R1 6 r 6 R2) равен

M =

2π∫
0

R2∫
R1

τϕzr
2 dr dϕ. (22)

Из (21), (22) с учетом равенства ηϕz = θr для скорости изменения погонного угла закру-
чивания стержня θ получаем [35]

θ = D2

(3 + 1/n

2π

M

R
3+1/n
2 −R

3+1/n
1

)n
. (23)

В этом случае функция напряжений, такая что τϕz = −∂F/∂r, имеет вид

F (r) =
(3 + 1/n)MR

1+1/n
2 (1− (r/R2)

1+1/n)

2π(1 + 1/n)(R
3+1/n
2 −R

3+1/n
1 )

=
( θ

D2

)1/n 1

1 + 1/n
(R

1+1/n
2 − r1+1/n). (24)

Касательное напряжение определяется по формуле

τϕz =
(3 + 1/n)Mr1/n

2π(R
3+1/n
2 −R

3+1/n
1 )

. (25)
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3.2. Кручение стержня, вырезанного в продольном или поперечном направлении. При
кручении постоянным моментом стержня, вырезанного в продольном направлении, имеем
σ11 = σ22 = σ22 = σ23 = 0, σ12 6= 0, σ13 6= 0. Для компонент скоростей деформаций
ползучести из (1)–(5) получаем

η11 =

√
3

4

(T
n++1
1

n+ + 1
−

T
n−+1
2

n− + 1

) σ2
12 + σ2

13

(σ2
12 + σ2

13)
3/2

,

η22 =

√
3

4

(T
n++1
1

n+ + 1
−

T
n−+1
2

n− + 1

) σ2
12 − 2σ2

13

(σ2
12 + σ2

13)
3/2

,

η33 =

√
3

4

(T
n++1
1

n+ + 1
−

T
n−+1
2

n− + 1

) σ2
13 − 2σ2

12

(σ2
12 + σ2

13)
3/2

,

(26)

η12 = (A+
12T

n+−1
1 + A−

12T
n−−1
2 )σ12, η13 = (A+

31T
n+−1
1 + A−

31T
n−−1
2 )σ13, η23 = 0,

где T1 =
√

2A+
12σ

2
12 + 2A+

31σ
2
13; T2 =

√
2A−

12σ
2
12 + 2A−

31σ
2
13.

С учетом (5), (16)–(19) имеем A+
12 6= A+

31, A−
12 6= A−

31. При n+ = n− = n для скоростей
деформаций в направлении сдвига (26) находим

η12 = (A+
12T

n−1
1 + A−

12T
n−1
2 )σ12, η13 = (A+

31T
n−1
1 + A−

31T
n−1
2 )σ13. (27)

В предположении отсутствия стеснения торцов уравнение равновесия подвергаемого

кручению стержня записывается в виде

∂σ13

∂x3
+

∂σ12

∂x2
= 0. (28)

Граничное условие на контуре поперечного сечения имеет вид

σ13n3 + σ12n2 = 0. (29)

Крутящий момент равен

M =

∫ ∫
S

(σ13x2 − σ12x3) dx2 dx3. (30)

В данном случае при решении задачи о кручении стержня, вырезанного в продольном
направлении, необходимо учитывать, что деформации сдвига зависят от смещения точек
поперечного сечения вдоль оси стержня (депланации сечения) и решение задачи можно по-
лучить, используя численные методы расчета. Однако скорость изменения угла закручи-
вания можно оценить с помощью метода, изложенного в [36]. В работе [36] для сплошного,
ортотропного при ползучести стержня с круглым поперечным сечением проведено срав-
нение результатов расчета, выполненных методом конечных элементов с использованием
пакета Ansys, и оценок, полученных из условий минимума дополнительного рассеяния и
минимума полной мощности. Отличие угла закручивания, полученного из условия мини-
мума дополнительного рассеяния (оценка сверху), от угла закручивания, вычисленного
методом конечных элементов, составляет порядка 10 %. Расчеты показывают, что для
тонкостенного стержня это различие уменьшается.

Численное решение задачи о кручении стержня с произвольным поперечным сече-
нием (27)–(30) можно получить, сводя разрешающие соотношения к дифференциальному
уравнению относительно депланации W (x2, x3) либо относительно функции напряжений
F (x2, x3), такой что σ12 = ∂F/∂x3, σ13 = −∂F/∂x2.
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В случае двухсвязного контура момент (30) выражается через функцию напряжений
F (x2, x3) следующим образом [37]:

M = 2

∫ ∫
S0

F dx2 dx3 + 2F (C1)S1 (31)

(S0 — площадь, ограниченная внутренним C1 и внешним C2 контурами; S1 — площадь,
ограниченная контуром C1; F (C1) — значение функции напряжений на контуре C1).

Для того чтобы получить верхнюю оценку скорости изменения угла закручивания,
используем условие минимума дополнительного рассеяния [36, 37]. С учетом (1), (27), (31)
это условие записывается в виде

I =

∫ ∫
S0

(Tn+1
1 + Tn+1

2

2(n + 1)
− 2θF

)
dx2 dx3 − 2θF (R1)πR2

1 = min . (32)

Будем предполагать, что функция напряжений имеет вид, подобный (24):

F (x2, x3) = cθ1/nF0(x2, x3) = cθ1/n
(
1−

(√
x2

2 + x2
3 /R2)

1+1/n
)
,

или

F (r) = cθ1/n
(
1− (r/R2)

1+1/n
)

(33)

(c — константа, подлежащая определению). Ось z цилиндрической системы координат сов-
падает с направлением оси x1.Функция (33) с точностью до множителя является решением
задачи о кручении стержня из изотропного материала в условиях установившегося состо-
яния ползучести. Эта функция удовлетворяет уравнению равновесия (28) и на внешнем
контуре при r = R2 равна нулю. Подставляя (33) в (32), из уравнения dI/dc = 0 находим
константу c, при которой (32) достигает минимума:

c =
(J1

J2

)1/n
, J1 = 2F0(R1)πR2

1 +

∫ ∫
S0

2F0 dx1 dx2,

J2 =
1

2

∫ ∫
S0

(
(2A+

12F
2
0,3 + 2A+

31F
2
0,2)

(n+1)/2 + (2A−
12F

2
0,3 + 2A−

31F
2
0,2)

(n+1)/2
)
dx2 dx3.

(34)

Здесь F0,3 = ∂F0/∂x3; F0,2 = ∂F0/∂x2.
С учетом (33), (34) из (31) находим скорость изменения угла закручивания

θ = (M/(cJ1))
n. (35)

Значение напряжения можно оценить приближенно по формуле

τϕz = −∂F

∂r
=

(
1 +

1

n

) M

J1R2

( r

R2

)1/n
. (36)

3.3. Сравнение экспериментальных данных и результатов расчета. На рис. 4 приве-
дены экспериментальные зависимости погонного угла закручивания от времени α = θt [24]
при кручении под действием постоянного момента при температуре T = 200 ◦C цилин-
дрических трубчатых образцов из сплава АК4-1, вырезанных в продольном направлении
и в направлении нормали к плите. В таблице для каждого образца указаны приложенный
крутящий момент, внутренний и внешний диаметры, скорость изменения угла закручи-
вания, вычисленная по формуле (23) или (35) в зависимости от направления, в котором
вырезан образец.
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Рис. 4. Зависимости угла закручивания от времени α(t) для цилиндрических
трубчатых образцов, вырезанных в направлении нормали к плите (1–3) и в
продольном направлении (4–6):
точки — экспериментальные данные (1, 2 — образцы 1, 2 (см. таблицу) с толщиной
стенки 1 мм, 3 — образец 3 с толщиной стенки 5 мм, 4–6 — образцы 4–6 с толщиной
стенки 1 мм); линии — результаты расчета (1–3 — расчет по формуле (23), 4–6 —
расчет по формуле (35))

Результаты расчета скорости изменения угла закручивания

для образцов с кольцевым поперечным сечением из сплава АК4-1 при T = 200 ◦C

Номер

образца

Направление,
в котором

вырезан образец

M , Н ·м 2R1, мм 2R2, мм θ · 106, рад/c−1

1 3 55,67 18,013 20,010 7,845
2 3 41,00 18,220 19,938 1,117
3 3 180,03 10,030 19,980 10,140
4 1 56,12 17,985 20,002 4,511
5 1 50,30 17,992 20,000 1,274
6 1 47,32 18,000 20,000 0,640

При растяжении и сжатии скорость деформаций ползучести наибольшая у образцов

рассмотренного сплава АК4-1, вырезанных под углом 45◦ к направлению нормали к плите.
Вследствие этого скорость изменения угла закручивания образцов, вырезанных в направ-
лении нормали к плите, больше скорости изменения угла закручивания образцов, выре-
занных в продольном направлении. Этот результат подтверждается экспериментальными
данными. Интенсивность напряжений σi =

√
3 τϕz, вычисленная при r = (R1 + R2)/2 для

образца 1 по формуле (25) и для образца 4 по формуле (36), составляет 170 МПа, при этом
углы закручивания для этих двух образцов различаются в два раза.

Таким образом, результаты расчетов с помощью предложенной модели удовлетвори-
тельно описывают экспериментальные данные.
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Заключение. Предложенная модель ортотропного материала, свойства которого при
растяжении и сжатии различаются, позволяет описать процесс ползучести, в случае если
интенсивность процессов при растяжении и сжатии описывается функциями с различными

степенными показателями. Получены определяющие соотношения в случае плоского на-
пряженного состояния, рассмотрены случаи одноосного и двухосного растяжения-сжатия
для несжимаемого при ползучести материала.

С использованием предложенной модели решена задача о кручении постоянным мо-
ментом при температуре T = 200 ◦C цилиндрических трубчатых стержней, вырезанных
из трансверсально-изотропного сплава АК4-1 (плита толщиной 42 мм) в направлении нор-
мали к плите и в продольном направлении. Получены определяющие уравнения при кру-
чении. Значения параметров модели найдены в экспериментах на одноосное растяжение
и сжатие сплошных круглых образцов. При одном и том же степенном показателе при
растяжении и сжатии получено аналитическое решение для скорости изменения угла за-
кручивания стержня, вырезанного в направлении нормали к трансверсально-изотропной
плите. Для стержня, вырезанного в продольном направлении, получена верхняя оценка
скорости изменения угла закручивания. Показано, что результаты расчета и эксперимен-
тальные данные удовлетворительно согласуются.
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