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Введение. Интерес к исследованию неустановившегося течения вдоль осциллирую-
щей поверхности обусловлен тем, что такие течения встречаются во многих технологиче-
ских процессах. В работе [1] впервые получено точное решение задачи о течении вязкой
несжимаемой жидкости вдоль горизонтальной пластины, колеблющейся в своей плоскости.
Такие течения имеют место в неустановившемся пограничном слое при наличии флуктуа-
ций, в акустических потоках, обтекающих колеблющиеся тела, и т. п. В работе [2] изучено
влияние свободных осцилляций на течение в пограничном слое и перенос тепла вдоль по-
лубесконечной пластины и цилиндра. В [3] исследовано влияние осцилляций на течение
ньютоновской жидкости вдоль бесконечной горизонтальной пористой пластины. Течение
вдоль бесконечной осциллирующей пластины при наличии магнитного поля изучено в ра-
боте [4]. В [5] исследовалась свободная конвекция в пограничном слое вдоль вертикальной
пластины, в [6] получено замкнутое решение задачи о течении вязкой жидкости, вызван-
ном осцилляциями пластины. В работах [7, 8] изучалось влияние осцилляций и свободной
конвекции на течение вдоль вертикальной бесконечной пластины при наличии постоянного

всасывания через ее поверхность. Течение потока в магнитном поле вдоль осциллирующей
пористой пластины исследовано в работе [9]. В [10] изучалась вторая задача Стокса (задача
о поведении разреженного газа, занимающего полупространство над стенкой, совершаю-
щей гармонические колебания) при наличии неклассического закона проводимости.

В работе [11] при исследовании неустановившегося течения вязкой жидкости вдоль ос-
циллирующей пластины использовалось преобразование Лапласа. В [12] изучалось течение
на осциллирующей поверхности при наличии магнитного поля, а в [13] — неустановивше-
еся течение вязкой жидкости, вызванное осцилляциями проницаемой плоской поверхности.
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Для получения замкнутого решения задачи использовалось преобразование Лапласа. Вли-
яние теплового излучения на свободную конвекцию в потоке несжимаемой вязкой жидкости

при наличии магнитного поля вдоль осциллирующей пластины, погруженной в пористую
среду, исследовано в работе [14]. В [15] изучена свободная конвекция в потоке вдоль осцил-
лирующей пластины с учетом ее нагрева в соответствии с законом Ньютона.

Исследование влияния энтропии на течение и перенос тепла является важной задачей.
Анализ результатов такого исследования позволит более полно изучить причины потери

энергии в этих процессах. Автор работы [16] полагает, что знание факторов, вызыва-
ющих потери энергии, позволит качественно описать процесс переноса тепла, а также
уменьшить эти потери. Данная концепция была развита другими исследователями при
изучении различных задач течения с учетом переноса тепла [17–26].

В настоящей работе изучается производство энтропии при свободной конвекции в

неустановившемся потоке жидкости вдоль вертикальной осциллирующей пластины в маг-
нитном поле. Для получения решений уравнений гидродинамики и уравнения теплопро-
водности используется преобразование Лапласа.

1. Математическая формулировка задачи. Рассмотрим неустановившийся

свободно-конвективный поток электропроводящей вязкой несжимаемой жидкости вдоль
вертикальной пластины. Ось x′ направлена вдоль пластины, ось y′ — по нормали к ней.
Магнитное поле постоянной напряженности B0 действует в направлении, перпендикуляр-
ном пластине, т. е. вдоль оси y′. Предполагается, что наведенное магнитное поле прене-
брежимо мало по сравнению с приложенным полем. Предполагается также, что внешнее
электрическое поле отсутствует. В начальный момент времени (t′ 6 0) пластина и жид-
кость находятся в состоянии покоя и имеют температуру T∞.

В момент времени t′ = 0+ пластина начинает осциллировать по закону U0 cos (ω′t′), где
U0 — амплитуда колебаний; ω′ — частота колебаний. В тот же момент времени темпера-
тура пластины становится равной Tw. Поскольку пластина предполагается бесконечной в
направлении x′, все переменные, характеризующие ее физические свойства, зависят толь-
ко от переменных y′, t′ и не зависят от x′. Все физические свойства жидкости полагаются
постоянными, за исключением плотности, содержащейся в слагаемом, соответствующем
силам плавучести. В предположении Буссинеска уравнения задачи записываются в виде

∂u′

∂t′
= ν

∂2u′

∂y′2
− σB2

0u
′

ρ
+ βg(T ′ − T∞),

∂T ′

∂t′
=

k

ρcp

∂2T ′

∂y′2
, (1)

где ν — кинематическая вязкость; ρ — плотность жидкости; σ — электропроводность; β —
коэффициент объемного температурного расширения; g — ускорение свободного падения;
k — теплопроводность; cp — удельная теплоемкость при постоянном давлении.

Ставятся следующие начальные условия:

t′ 6 0: u′ = 0, T ′ = T∞, y′ > 0,

t′ > 0: u′ = U0 cos (ω′t′), T ′ = Tw, y′ = 0,

u′ → 0, T ′ → T∞, y′ →∞.

Введем безразмерные величины

t =
t′U2

0

ν
, y =

y′U0

ν
, u =

u′

U0
, ω =

ω′ν

U2
0

,

θ =
T ′ − T∞
Tw − T∞

, M =
σB2

0ν

ρU2
0

, Pr =
µcp

k
, Gr =

gβν(Tw − T∞)

U3
0

.

(2)

Здесь M — параметр магнитного поля; Pr — число Прандтля; Gr — число Грасгофа.
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В безразмерных переменных (2) дифференциальные уравнения (1) записываются
в виде

∂u

∂t
=

∂2u

∂y2
−Mu + Gr θ; (3)

∂θ

∂t
=

1

Pr

∂2θ

∂y2
. (4)

Начальные и граничные условия приводятся к виду

t 6 0: u = 0, θ = 0, y > 0; (5)

t > 0: u = cos (ωt), θ = 1, y = 0,
(6)

u→ 0, θ → 0, y →∞.

2. Производство энтропии. Согласно [16] локальная объемная скорость производ-
ства энтропии определяется следующим образом:

SG =
k

T 2
∞

(∂T ′

∂y′

)2
+

µ

T∞

(∂u′

∂y′

)2
+

σB2
0

T∞
u′2.

Здесь первое слагаемое — энтропия вследствие переноса тепла; второе — энтропия вслед-
ствие наличия вязкости жидкости; третье — энтропия вследствие наличия магнитного

поля.
В безразмерных переменных выражение для производства энтропии записывается

в виде

NS =
SG

S0
=

(∂θ

∂y

)2
+

Br

Ω

(∂u

∂y

)2
+

Br

Ω
Mu2, (7)

где S0 = k(Tw − T∞)2U2
0/(T 2

∞ν2) — характеристическая скорость производства энтропии;
Ω = (Tw−T∞)/T∞ — безразмерная разность текущей и начальной температур пластины;
Br = µU2

0/[k(Tw − T∞)] — число Бринкмана; NS — параметр производства энтропии (от-
ношение локальной объемной скорости производства энтропии SG к характеристической

скорости производства энтропии S0). Другой параметр (число Бежана Be) характеризует
отношение вклада теплопереноса в производство энтропии к соответствующему вкладу

вязкости и магнитного поля. Этот параметр определяется следующим образом:

Be =
1

Stot

k

T 2
∞

(∂T ′

∂y′

)2
(8)

(Stot — полное производство энтропии).
Из (8) следует, что число Бежана изменяется от нуля до единицы. Вклад теплопере-

носа в производство энтропии больше вклада вязкости жидкости и магнитного поля, если
Be > 0,5. Если Be = 0,5, то эти вклады одинаковы.

3. Решение задачи. Для получения точного решения дифференциальных уравне-
ний (3), (4) с граничными условиями (5) и начальными условиями (6) используется пре-
образование Лапласа. Применяя преобразование Лапласа по времени t к уравнениям (3),
(6), получаем

pū(y, p)− u(y, 0) =
d2ū

dy2
−Mū(y, p) + Gr θ̄(y, p),

Pr [pθ̄(y, p)− θ(y, 0)] =
d2θ̄(y, p)

dy2
,
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где ū(y, p), θ̄(y, p) — образы преобразования Лапласа функций u(y, t) и θ(y, t) соответствен-
но:

ū(y, p) =

∞∫
0

e−pt u(y, t) dt, θ̄(y, p) =

∞∫
0

e−pt θ(y, t) dt.

Применяя преобразование Лапласа к начальным условиям (5), имеем

d2ū

dy2
− pū(y, p)−Mū(y, p) + Gr θ̄(y, p) = 0,

d2θ̄(y, p)

dy2
− Pr pθ̄(y, p) = 0.

(9)

Применяя преобразование Лапласа к краевым условиям (6), находим

ū(y, p) =
p

p2 + ω2
, θ̄(y, p) =

1

p
, y = 0,

ū(y, p)→ 0, θ̄(y, p)→ 0, y →∞.

(10)

Решения уравнений (9), удовлетворяющие краевым условиям (10), записываются в следу-
ющем виде:

ū(y, t) =
1

2(p + iω)
e−
√

p+M y +
1

2(p− iω)
e−
√

p+M y −Gr

M

1

p
e−
√

p+M y +

+
Gr

M

1

p−M/(Pr−1)
e−
√

p+M y +
Gr

M

1

p
e−
√

Pr p y +
Gr

M

1

p−M/(Pr−1)
e−
√

Pr p y,

θ̄(y, p) =
1

p
e−
√

Pr p y .

Применяя обратное преобразование Лапласа, получаем [27]

θ(y, t) = erfc
(y

2

√
Pr

t

)
; (11)

u(y, t) =

=
1

4
eiωt

[
e−
√

M+iω y erfc
( y

2
√

t
−

√
(M + iω)t

)
+ e

√
M+iω y erfc

( y

2
√

t
+

√
(M + iω)t

)]
+

+
1

4
e−iωt

[
e−
√

M+iω y erfc
( y

2
√

t
−

√
(M − iω)t

)
+ e

√
M−iω y erfc

( y

2
√

t
+

√
(M − iω)t

)]
−

− Gr

2M

[
e−
√

M y erfc
( y

2
√

t
−
√

Mt
)

+ e
√

M y erfc
( y

2
√

t
+
√

Mt
)]

+

+
Gr

2M

{
eMt/(Pr−1)

[
e−y
√

M Pr /(Pr−1) erfc
( y

2
√

t
−

√
M Pr

Pr−1
t
)

+

+ ey
√

M Pr /(Pr−1) erfc
( y

2
√

t
+

√
M Pr

Pr−1
t
)]}

+
Gr

H
erfc

(y

2

√
Pr

t

)
−

− Gr

2M

{
eMt/(Pr−1)

[
ey
√

M Pr /(Pr−1) erfc
(y

2

√
Pr

t
+

√
M

Pr−1
t
)

+

+ e−y
√

M Pr /(Pr−1) erfc
(y

2

√
Pr

t
−

√
M

Pr−1
t
)]}

. (12)
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Заметим, что эти решения справедливы, если Pr 6= 1. Если Pr = 1, то

u(y, t) =

=
1

4
eiωt

[
e−
√

M+iω y erfc
( y

2
√

t
−

√
(M + iω)t

)
+ e

√
M+iω y erfc

( y

2
√

t
+

√
(M + iω)t

)]
+

+
1

4
e−iωt

[
e−
√

M−iω y erfc
( y

2
√

t
−

√
(M − iω)t

)
+ e

√
M−iω y erfc

( y

2
√

t
+

√
(M − iω)t

)]
−

− Gr

2M

[
e−
√

M y erfc
( y

2
√

t
−
√

Mt
)

+ e
√

M y erfc
( y

2
√

t
+
√

Mt
)]

+
Gr

H
erfc

(y

2

√
Pr

t

)
.

Поверхностное трение, являющееся мерой сдвиговых напряжений на поверхности пласти-
ны, вычисляется следующим образом:

τ = −µ
∂u′

∂y′

∣∣∣
y′=0

. (13)

С учетом (2) формула (13) записывается в виде

τ = −
(∂u

∂y

)∣∣∣
y=0

.

При Pr 6= 1 имеем

τ =
Gr

M

√
Pr

πt
+

Gr

2M

(√
M erfc (

√
Mt )−

√
M erfc (−

√
Mt )− 2√

πt
e−Mt

)
−

− Gr

2M
eMt/(Pr−1)

[√ M Pr

Pr−1
erfc

(√
M Pr t

Pr−1

)
−

−
√

M Pr

Pr−1
erfc

(
−

√
M Pr t

Pr−1

)
− 2√

πt
e−M Pr t/(Pr−1)

]
+

+
Gr

2M
eMt/(Pr−1)

[√ M Pr

Pr−1
erfc

(√
Mt

Pr−1

)
−

−
√

M Pr

Pr−1
erfc

(
−

√
Mt

Pr−1

)
− 2
√

Pr√
πt

e−Mt/(Pr−1)
]
−

− eiωt

4

(√
M + iω erfc (

√
(M + iω)t )−

√
M + iω erfc (−

√
(M + iω)t )− 2√

πt
e−(M+iω)t

)
−

− e−iωt

4

(√
M − iω erfc (

√
(M − iω)t )−

√
M − iω erfc (−

√
(M − iω)t )− 2√

πt
e−(M−iω)t

)
.

При Pr = 1 имеем

τ =
Gr

M

√
Pr

πt
+

Gr

2M

(√
M erfc (

√
Mt )−

√
M erfc (−

√
Mt )− 2√

πt
e−Mt

)
−

− eiωt

4

(√
M + iω erfc (

√
(M + iω)t )−

√
M + iω erfc (−

√
(M + iω)t )− 2√

πt
e−(M+iω)t

)
−

− e−iωt

4

(√
M − iω erfc (

√
(M − iω)t )−

√
M − iω erfc (−

√
(M − iω)t )− 2√

πt
e−(M−iω)t

)
.
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Определим безразмерное число Нуссельта, которое является мерой скорости теплопереноса
на поверхности пластины:

Nu = −∂θ

∂y

∣∣∣
y=0

=

√
Pr

πt
.

Выражения для параметра производства энтропии и числа Бежана можно получить, диф-
ференцируя скорость (11) и температуру (12) и подставляя полученные выражения в (7),
(8). Вследствие громоздкости этих выражений в данной работе они не приводятся.

4. Обсуждение результатов. С использованием полученных решений для различ-
ных параметров задачи построены зависимости скорости, температуры, поверхностного
трения, числа Нуссельта, локального параметра производства энтропии и числа Бежана
от координаты y.

Из приведенных на рис. 1–3 зависимостей следует, что по мере удаления от пластины
скорость потока увеличивается и достигает максимума на некотором расстоянии от стен-
ки, затем она уменьшается и стремится к нулю при стремлении расстояния от пластины
к бесконечности.

y

u

4
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Рис. 1. Зависимость скорости потока от координаты y при Pr = 0,71, Gr = 5,0,
ω = 1,0, ωt = π/2, t = 0,5 и различных значениях параметра магнитного поляM :
1 — M = 1, 2 — M = 2, 3 — M = 3, 4 — M = 5
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Рис. 2. Зависимость скорости потока от координаты y при M = 1,0, Pr = 0,71,
ω = 1,0, ωt = π/2, t = 0,5 и различных значениях числа Грасгофа:
1 — Gr = 1, 2 — Gr = 2, 3 — Gr = 3, 4 — Gr = 5
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Рис. 3. Зависимость скорости потока от координаты y при M = 1,0, Pr = 0,71,
Gr = 5,0, ω = 1,0, ωt = π/2 в различные моменты времени:
1 — t = 1, 2 — t = 3, 3 — t = 5, 4 — t = 7

Та бли ц а 1

Зависимость поверхностного трения

от различных параметров

t M Gr Pr τ

0,5

1,0

5,0 0,71

−2,323 720
2,0 −2,124 150
3,0 −1,960 900
5,0 −1,711 900

1,0 −0,464 745
0,5 1,0 2,0 0,71 −0,929 489

3,0 −1,394 230

1,00 −2,192 640
0,5 1,0 5,0 3,00 −1,736 520

5,00 −1,518 800

0,2 −1,559 340
0,7 1,0 5,0 0,71 −2,649 080
1,0 −3,004 000

Та бли ц а 2

Зависимость поверхностного трения

от времени t и числа Прандтля

t Pr Nu

0,71 0,440 130
1,00 0,522 338

0,5 3,00 0,904 716
5,00 1,167 980
7,00 1,381 980

0,2

0,71

0,695 906
0,7 0,371 978
1,0 0,311 219
1,5 0,254 109

С увеличением параметра магнитного поля скорость потока уменьшается (см. рис. 1).
Это обусловлено тем, что поперечное магнитное поле создает тормозящую силу, известную
как сила Лоренца. Число Грасгофа характеризует соотношение между силами плавучести
и силами вязкости. С увеличением числа Грасгофа увеличиваются индуцированные пото-
ки, что вызывает увеличение скорости потока (см. рис. 2). Кроме того, скорость потока
увеличивается со временем (см. рис. 3).

Данные о зависимости поверхностного трения от различных параметров задачи при

ωt = π/2 приведены в табл. 1. Поверхностное трение увеличивается с увеличением пара-
метра магнитного поля и числа Прандтля и уменьшается с увеличением числа Грасгофа

и времени.
На рис. 4, 5 приведены зависимости температуры потока от координаты y при раз-

личных значениях числа Прандтля и в различные моменты времени соответственно. Тем-
пература максимальна на пластине и асимптотически стремится к нулю по мере удаления

от нее. С увеличением числа Прандтля температура уменьшается (см. рис. 4), поскольку
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Рис. 4. Зависимость температуры потока от координаты y при M = 1,0, Gr =
5,0, ω = 1,0, ωt = π/2, t = 0,5 и различных значениях числа Прандтля:
1 — Pr = 0,71, 2 — Pr = 1,0, 3 — Pr = 3,0, 4 — Pr = 5,0, 5 — Pr = 7,1
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Рис. 5. Зависимость температуры потока от координаты y при M = 1,0, Pr =
0,71, Gr = 5,0, ω = 1,0, ωt = π/2 в различные моменты времени:
1 — t = 1, 2 — t = 3, 3 — t = 5, 4 — t = 7

в этом случае увеличивается вязкость жидкости, что приводит к увеличению толщины

потока и уменьшению теплопередачи. С увеличением времени температура увеличивается
(см. рис. 5).

В табл. 2 приведены данные о зависимости числа Нуссельта от числа Прандтля и

времени. При фиксированном значении числа Прандтля число Нуссельта уменьшается со
временем. С увеличением числа Прандтля число Нуссельта увеличивается.

Зависимости локального параметра производства энтропии от различных параметров

задачи приведены на рис. 6, 7. При фиксированном значении параметра M величина NS

имеет максимальное значение на осциллирующей пластине и асимптотически стремится

к нулю по мере удаления от нее. С увеличением параметра M уменьшается скорость про-
изводства энтропии вблизи осциллирующей пластины. Однако на небольшом расстоянии
от пластины такая зависимость меняется на противоположную: скорость производства
энтропии увеличивается с увеличением M (см. рис. 6).
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Рис. 6. Зависимость параметра NS от координаты y при Pr = 0,71, Gr = 5,0,
ω = 1,0, ωt = π/2, t = 0,5, Br /Ω = 1,0 и различных значениях параметра M :
1 — M = 1, 2 — M = 2, 3 — M = 3, 4 — M = 5
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Рис. 7. Зависимость параметраNS от координаты y приM = 1,0, Pr = 0,71, ω =
1,0, ωt = π/2, t = 0,5, Br /Ω = 1,0 и различных значениях числа Грасгофа Gr:
1 — Gr = 1, 2 — Gr = 2, 3 — Gr = 3, 4 — Gr = 5

При фиксированном числе Грасгофа Gr локальный параметр производства энтро-
пии NS уменьшается по мере удаления от осциллирующей пластины и стремится к нулю

(см. рис. 7). Из зависимостей, приведенных на рис. 7, следует также, что с увеличением Gr
параметр NS увеличивается.

На рис. 8, 9 приведены зависимости числа Бежана Be от параметров задачи. По зна-
чению числа Бежана можно судить о том, какой вклад вносят в производство энтропии
вязкость жидкости, магнитное поле и теплоперенос. На рис. 8 приведена зависимость чис-
ла Бежана Be от параметра магнитного поля. Видно, что вязкость жидкости и магнитное
поле вносят основной вклад в производство энтропии на осциллирующей пластине. Влия-
ние теплопереноса становится преобладающим вблизи пластины, затем вновь доминирует
влияние магнитного поля и вязкости жидкости. Вдали от пластины основной вклад в про-
изводство энтропии вносит теплоперенос. Следует еще раз отметить, что с увеличением
параметра M увеличивается влияние теплопереноса на производство энтропии. С увели-
чением числа Грасгофа увеличивается вклад в производство энтропии вязкости жидкости

и магнитного поля (см. рис. 9).
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Рис. 8. Зависимость числа Бежана Be от координаты y при Pr = 0,71, Gr = 5,0,
ω = 1,0, ωt = π/2, t = 0,5, Br /Ω = 1,0 и различных значениях параметра M :
1 — M = 1, 2 — M = 2, 3 — M = 3, 4 — M = 5
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Рис. 9. Зависимость числа Бежана Be от координаты y при M = 1,0, Pr =
0,71, ω = 1,0, ωt = π/2, t = 0,5, Br /Ω = 1,0 и различных значениях числа
Грасгофа Gr:
1 — Gr = 1, 2 — Gr = 2, 3 — Gr = 3, 4 — Gr = 5
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Рис. 10. Зависимости параметра NS (а) и числа Бежана Be (б) от y и t
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На рис. 10,а приведена зависимость параметра NS от y и t. Следует отметить, что
параметр NS уменьшается с увеличением расстояния y от пластины и увеличивается со
временем. На рис. 10,б приведен график функции Be(y, t). Видно, что при увеличении y, t
вклад вязкости жидкости и магнитного поля в производство энтропии увеличивается.

Заключение. В работе исследовано производство энтропии при свободной конвекции
в неустановившемся магнитогидродинамическом потоке вблизи вертикальной осциллиру-
ющей пластины.
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