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Описано поведение материала в условиях поверхностной лазерной обработки при учете
плавления. Представлена модель максвелловского типа, учитывающая изменение теп-
лоемкости и вязкости при изменении температуры и состава материала. На основе этой
модели сформулирована модель изменения свойств материала плоского слоя подвижным
источником тепла. Описан алгоритм численного решения сформулированной задачи.
Представлены примеры, показывающие влияние потерь тепла, связанности, плавления,
химических реакций и их ускорения за счет работы напряжений на свойства материала.
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Введение. При использовании лазерных и электронно-лучевых порошковых 3D-
технологий [1–4], моделированию которых посвящено большое количество работ, в про-
цессе обработки материалы претерпевают сложные физико-химические изменения, что не
позволяет описать их единой моделью. При математическом моделировании возникает

проблема выбора или построения модели, адекватно описывающей поведение как твер-
дой и жидкой фаз материала, так и их смеси. Этим обусловлено разнообразие подходов к
моделированию. Так, в традиционной технологии селективного лазерного сплавления [5]
исходный порошок представляет собой свободную насыпку с высокой пористостью. Коли-
чество частиц порошка в слое невелико (3–7). Сцепление частиц практически отсутствует.
При плавлении в области действия луча лазера или электронного луча порошок (или его
легкоплавкая часть) переходит из твердого состояния в жидкое и растекается по поверх-
ности тугоплавких частиц. В случае малого количества частиц в слое вызывает сомнение
применимость для описания течения расплава линейного закона Дарси, используемого в
некоторых работах (см., например, [6]). Размер ванны расплава на 2–3 порядка меньше
размеров создаваемого образца. Это приводит к необходимости моделирования процессов
на разных масштабах: для образца в целом [7] и для ванны расплава с ее малой окрестно-
стью [8, 9]. При остывании расплава происходит переход в твердую фазу с последующей
кристаллизацией и образованием различных структур, зависящих от геометрии и условий
охлаждения. Наиболее известными являются методы фазового поля, метод решеточных
уравнений Больцмана и метод клеточных автоматов [10–12], которые сложно применять
при описании реальных технологических условий со сложными термическими циклами.

Работа выполнена в рамках государственного задания Института физики прочности и материалове-
дения СО РАН (тема FWRW-2022-0003).
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Для описания течения порошков в процессах спекания и горячего прессования приме-
нимы модели вязких сред, близких к вязкой жидкости [13–16], или модели упруговязко-
пластических материалов [17, 18]. Вязкими и (или) упруговязкопластическими свойства-
ми часто характеризуются материалы, претерпевающие структурные превращения [19],
твердые материалы с диффузионно-контролируемыми химическими реакциями [20], ком-
позиты [21, 22], материалы, используемые в фармацевтике [23], полимеры и биологические
ткани [24] и др. Существуют различные варианты моделей вязкоупругих сред для описа-
ния сложного реологического поведения материалов [25–29].

В данной работе для описания поведения материала, претерпевающего сложные фа-
зовые изменения в условиях лазерной обработки, используется модель среды максвеллов-
ского типа с изменяющимися в окрестности температуры плавления теплоемкостью и

вязкостью.
1. Общие соотношения. Для изотропного термоупругого тела соотношения между

приращениями компонент тензоров напряжений и деформаций можно представить в виде

dσe
ij = 2µ dεij + δij(λ dεkk −K dw), (1)

где σe
ij , εij — компоненты тензоров напряжений и деформаций; λ, µ — коэффициенты

Ламе; K — изотермический модуль всестороннего сжатия; w = 3αT (T − T0) — объем-
ная деформация, зависящая от температуры T ; αT — линейный коэффициент теплового

расширения; δij — символ Кронекера; T0 — начальная температура.
Из (1) следует

σe
kk = 3K(εkk − w). (2)

Обобщение термоупругой модели для многокомпонентной среды (модели термоупру-
гой диффузии) включает функцию

w = 3
(
αT (T − T0) +

n∑
k=1

αk(Ck − Ck,0)
)
,

где αk — коэффициенты “концентрационного” расширения, определяемые подобно коэф-
фициенту теплового расширения; Ck — массовые концентрации компонентов.

Коэффициенты αk можно представить в виде

αk =
1

3γ0

( ∂γ

∂Ck

)∣∣∣
T,Cl,l 6=k

,

где γ — удельный объем смеси в текущем состоянии; γ0 — удельный объем смеси в ис-
ходном состоянии; индекс “0” соответствует начальному состоянию.

В общей реологической модели вязкоупругого тела [30] используется операторная связь
между девиатором тензора вязких напряжений sV

ij и девиатором тензора полной деформа-
ции eij :

AsV
ij = Beij . (3)

Здесь A, B — дифференциальные операторы, линейные по времени:

A = am
dm

dtm
+ am−1

dm−1

dtm−1
+ . . . + a1

d

dt
+ a0,

B = bm
dq

dtq
+ bq−1

dq−1

dtq−1
+ . . . + b1

d

dt
+ b0,

eij = εij −
1

3
εkkδij , sij = εij −

1

3
εkkδij , σ =

1

3
σkk, ε =

1

3
εkk.
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Наиболее полно исследованы следующие модели: тело Максвелла, тело Кельвина
(Фойгта) и обобщенное линейное тело:

ėij =
1

2µ
ṡij +

1

2κ
sij , 2κėij + 2µeij = sij , ėij + ζeij =

1

2µ
ṡij +

1

2κ
sij

(κ — сдвиговая вязкость; ζ — константа материала; точка обозначает производную по

времени).
Полагая, что связь между инвариантами описывается уравнением (2), и представляя

операторы A, B в (3) в виде

A =
1

2µ

d

dt
+

1

2κ
, B =

d

dt
,

получаем уравнения модели вязкоупругого тела максвелловского типа

dσij

dt
+

µ

κ
σij = 2µ

dεij

dt
+ δij

( d

dt
(λεkk −Kw) +

µ

κ
K(εkk − w)

)
. (4)

В предельном случае κ →∞ из (4) следует соотношение Дюамеля— Неймана (1), в случае
κ → 0 имеем соотношение между компонентами σij и εij для идеальной вязкой жидкости

с шаровым тензором напряжений.
В рассматриваемом случае уравнения (4) — адекватная модель, поскольку реагенты

и продукты реакции в общем случае могут находиться как в твердом, так и в жидком со-
стоянии. При этом следует учесть особенности изменения свойств при переходе материала
из одного состояния в другое.

В окрестности температуры плавления (точки фазового перехода первого рода) теп-
лоемкость резко возрастает, что обусловлено скачкообразным изменением энтропии S при
фазовом переходе жидкость— твердое тело с фиксированной температурой плавления Tm:

∆S = SL − Ss 6= 0.

По определению

cp = T
(∂S

∂T

)
p
.

Следовательно, при T → Tm имеем cp →∞.
В общем случае подобное изменение имеет место для коэффициентов теплового расши-

рения и изотермической сжимаемости, поскольку в точке перехода объем также изменяется
скачкообразно: ∆γ = γL − γs 6= 0.

Плавление сопровождается изменением реологических свойств. Предположим, что
в рамках выбранной реологической модели в окрестности температуры плавления вяз-
кость κ изменяется, вследствие чего в поведении материала появляются особенности. Для
смесей двух веществ, реагентов и продуктов отсутствует единая температура плавления.
Плавление происходит в интервале температур, в котором постепенно накапливается жид-
кая фаза и изменяются свойства материала.

Положим, что плавление системы, состоящей из реагентов и продуктов реакции, про-
исходит в интервале температур плавления (TA, TB), в котором доля жидкой фазы ηL

изменяется от 0 до 1:

ηL =


0, T < TA,

((T − TA)/(TB − TA))2, TA 6 T < TB,

1, T > TB.

В этом интервале температур теплоемкость cε и вязкость κ зависят от доли жидкой фа-
зы ηL:

cε =
[
cs +

Qm

m

(∂ηL

∂T

)]
(1− ηL) + cLηL, κ = κs(1− ηL) + κLηL (5)

(индекс s соответствует твердой фазе, индекс L — жидкой).
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Изменение пористости в данной модели не учитывается. Однако следует отметить,
что вязкости и теплоемкости порошковой среды, расплава с частицами, полностью рас-
плавленной смеси частиц и конечного материала после затвердевания могут значительно

различаться. В настоящее время экспериментально установленные или теоретически обо-
снованные законы, описывающие изменение вязкости в широком интервале температур,
отсутствуют. Для того чтобы учесть отличие свойств исходной порошковой среды от

свойств продукта реакции, в (5) можно положить

cs = c0(1− η) + cpη, κs = κ0(1− η) + κpη,

где η — доля продукта реакции или степень превращения; индекс “0” соответствует ис-
ходному порошковому слою; индекс p — продукту реакции.

2. Модель процесса обработки плоского слоя. В приближении плоского напря-
женного состояния, малых деформаций и при условии, что источник тепла движется вдоль
оси Ox и однородно распределен вдоль оси Oy, а весь комплекс химических реакций можно
описать схемой реагент — продукт реакции, система уравнений модели процесса поверх-
ностной обработки имеет вид

cερ
∂T

∂t
= λT

∂2T

∂x2
+ Wch + Wext + D − αeff (T − T0)− 3KαT T

(∂εxx

∂t
+

∂εzz

∂t

)
,

∂2σxx

∂x2
= ρ

∂2εxx

∂t2
,

∂σxx

∂t
+

µ

κ
σxx = 2µ

∂εxx

∂t
+

[ ∂

∂t
(λεkk −Kw) +

µ

κ
K(εkk − w)

]
, (6)

∂σyy

∂t
+

µ

κ
σyy =

∂

∂t
(λεkk −Kw) +

µ

κ
K(εkk − w),

0 = 2µ
∂εzz

∂t
+

[ ∂

∂t
(λεkk −Kw) +

µ

κ
K(εkk − w)

]
,

dη

dt
= Φ(η, ηL, T, Π),

где ηL — доля жидкой фазы; Wch = Q(dη/dt) — тепловыделение в результате суммар-
ной химической реакции; D = σxx(∂εxx/∂t) — вязкая диссипация; αeff — эффективный

коэффициент теплоотдачи в окружающую среду и в подложку; Π = −σxxεxx — работа

напряжений; εkk ≈ εxx + εzz. Источник тепла представим в виде

Wext =

{
q0 exp (−((x− V t)/R0)

2), |y| 6 hS ,

0, |y| > hS ,

где q0 = W0/(πR2
0h) — максимальная плотность мощности источника тепла, Дж/(м3 · с);

W0 — мощность источника тепла, движущегося по поверхности; h — толщина слоя по-
рошка; V — скорость движения источника тепла вдоль оси Ox; R0 — параметр, про-
порциональный эффективному радиусу луча лазера или электронного луча, сканирующих
поверхность с высокой частотой вдоль оси Oy; hS — ширина области сканирования. Если
сканирование осуществляется по ширине пластины, то параметр hS в модели отсутствует.

Для суммарной реакции имеем

w = 3[αT (T − T0) + (α− α0)η],

где α, α0 — коэффициенты концентрационного расширения суммарного реагента и сум-
марного продукта реакции.
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Предполагается, что скорость суммарной реакции зависит не только от температуры,
но и от работы напряжений. В этом случае

Φ(η, ηL, T, Π) = k0ϕ(η) exp
(
− EA ± αV Π

RT

)
,

где k0 — предэкспоненциальный множитель; EA — энергия активации суммарной хими-
ческой реакции; αV — коэффициент чувствительности реакции к работе напряжений Π;
ϕ(η) — функция, учитывающая механизм реакции на микроуровне; R — универсальная

газовая постоянная.
Полагаем, что на торцах пластины источник тепла отсутствует. В исходном порошке

механические возмущения не возникают, т. е. при x → ∞, как и в исходной смеси, σxx =
σyy = 0, εzz = εxx = 0.

Таким образом, для того чтобы исследовать взаимовлияние различных физических

процессов и проанализировать изменение величин T , η, ηL, σxx, εxx, σyy, εzz в материале с

переменной вязкостью, требуется решить систему уравнений (6) с начальными условиями

t = 0: T = T0, η = 0, ηL = 0, σij = 0, εij = 0.

3. Задача в безразмерных переменных. Введем безразмерные переменные

θ =
T − T0

T∗ − T0
, τ =

t

t∗
, ξ =

x

x∗
, Si =

σij

σ∗
, ei =

εij

ε∗
.

Здесь

T∗ = T0 +
Q

c0ρs
, x2

∗ =
λT t∗
c0ρs

, t∗ =
c0ρsRT 2

∗
EQk0

exp
( Ea

RT∗

)
,

ε∗ = 3αT (T∗ − T0), σ∗ = Kε∗.

Тогда система уравнений принимает вид

F (θ)
∂θ

∂τ
=

∂2θ

∂ξ2
+ γWch(θ) + Wext −Nu θ − ω(θ + σ)

(∂exx

∂τ
+

∂ezz

∂τ

)
+ ωsxx

∂exx

∂τ
,

dη

dτ
= γWch(θ),

∂2sxx

∂ξ2
= ∆

∂2exx

∂τ2
,

∂sxx

∂τ
+

1

τV
sxx = (3− 2γ1)

∂exx

∂τ
+

( ∂

∂τ
(γ1ezz − w) +

1

τV
((exx + ezz)− w)

)
,

∂syy

∂τ
+

1

τV
syy =

∂

∂τ
(γ1(exx + ezz)− w) +

1

τV
((exx + ezz)− w),

0 = (3− 2γ1)
∂ezz

∂τ
+

( ∂

∂τ
(γ1exx − w) +

1

τV
((exx + ezz)− w)

)
.

В начальный момент времени τ = 0 и в области реагентов имеем

θ = 0, η = 0, ηL = 0, sij = 0, eij = 0.

Доля жидкой фазы определяется из соотношения

ηL =


0, θ < θA,

((θ − θA)/(θB − θA))2, θA 6 θ < θB,

1, θ > θB.

Выражения для величин w, Wch, Wext, D, Π в безразмерных переменных имеют вид

w = θ + gη,
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Wch(θ) = ϕ(η) exp
( 1

β

θ − 1± γV ωsxxexx

θ + σ

)
, Wext =

q

δ
exp

(
− (ξ + ξ0 − V̄ τ)2

δ

)
,

Π = −ωsxxexx, D = ωsxx
∂exx

∂τ
, F (θ) =

[
1 + (κp − 1)η + H

(∂ηL

∂θ

)]
(1− ηL) + κLηL.

Вязкость изменяется в соответствии с соотношением

τV = (τ0(1− η) + τpη)(1− ηL) + τLηL.

Модель (6) содержит следующие параметры:

γ =
c0ρsRT 2

∗
EQ

, β =
RT∗
Ea

, σ =
T0

T∗ − T0
, θ0 =

T∗ − T0

RT 2
∗

Ea

(
γ = θ−1

0 , σ =
γ

β
− 1

)
,

H =
Qmρs

Qm
, γV =

αV T∗c0ρs

Ea
, ω =

3KαT ε∗
c0ρs

=
9Kα2

T (T∗ − T0)

c0ρs
, g =

α− α0

αT (T∗ − T0)
,

V̄ =
V t∗
x∗

, δ =
(R0

x∗

)2
, q =

W0

πhQκT
, Nu = αeff

t∗
c0ρs

,

θA =
TA − T0

T∗ − T0
, θB =

TB − T0

T∗ − T0
, κL =

cL

c0
, κp =

cp

c0

λ

K
= γ1,

∆ =
ρsx

2
∗

t2∗K
=

(x∗/t∗)
2

K/ρs
, τ0 =

κ0

µt∗
, τp =

κp

µt∗
, τL =

κL

µt∗

(τ0, τp, τL — времена релаксации вязких напряжений для различных состояний вещества).
Зафиксировав часть параметров, например для смеси порошков титана и алюминия,

которая используется в комбинированной 3D-технологии [31] получения Ti3Al, и используя
справочные данные, находим γ1 ≈ 0,638, θA = 0,72, θB = 1,85, H ≈ 0,318, θ0 = 10 ÷ 18,
σ = 0,30 ÷ 0,35, ω = 0,03 ÷ 0,08 (адиабатическая температура для данного состава T∗ =
1185 К).

Характерное время реакций — величина, зависящая от температуры и факторов, ко-
торые не учитываются в макромоделях, что приводит к увеличению области изменения

времен релаксации вязких напряжений. Можно предположить, что τL < τ0 < τp. В зависи-
мости от характерного времени реакции параметр ∆ может находиться в любом времен-
ном диапазоне τL < τ0 < τp, что будет приводить к появлению различных эффектов.

Параметры V , δ, q, Nu зависят от условий эксперимента. В данной работе примем
σ = 0,33, θ0 = 10, κp = 1,2, κL = 1, ω = 0,65, τL = 0,05, τ0 = 0,1, τp = 0,2, ∆ = 0,03,
δ = 0,01 и проанализируем влияние вязкости на начальной стадии процесса синтеза.

4. Метод решения задачи. Задача решается численно. Для этого система уравне-
ний приведена к виду

F (θ)
∂θ

∂τ
=

∂2θ

∂ξ2
−Nu θ + G; (7)

∂2sxx

∂τ2
+

1

τV

∂sxx

∂τ
=

α(3− γ1)

∆

∂2sxx

∂ξ2
+ U ; (8)

∂exx

∂τ
= Vx,

∂ezz

∂τ
= Vz; (9)

∂syy

∂τ
+

1

τV
syy = γ1(Vx + Vz)− Ω +

1

τV
(exx + ezz − ω̄), (10)
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где

Vx =
1

α(1− γ1)

(∂sxx

∂τ
+

1

τV
sxx

)
+

1

3− γ1

(
Ω− 1

τV
(exx + ezz − ω̄)

)
,

Vz = − 1

3− 2γ1

(
γ1Vx − Ω +

1

τV
(exx + ezz − ω̄)

)
,

U = −α
∂Ω

∂τ
+

α

τV
(Vx + Vz − Ω) + (α(exx + ezz − ω̄)− sxx)

∂

∂τ

( 1

τV

)
,

G = Fch(θ) + W̄ext − ω(θ + σ)(Vx + Vz) + ωsxxVx, α =
3(1− γ1)

3− 2γ1
, Ω =

∂ω̄

∂τ
.

Кинетическое уравнение не изменяется.
Для решения уравнений (7), (8) используются неявная разностная схема и метод про-

гонки, уравнения (9) решаются по явной схеме Эйлера, для решения уравнения (10) и
уравнения кинетики используется неявная схема Эйлера.

На каждом шаге по времени последовательно рассчитываются доля жидкой фазы,
теплоемкость, вязкость, диссипация, температура, степень превращения, химическое теп-
ловыделение, объемное расширение и его производная, напряжения sxx, скорости Vx, Vz,
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Рис. 1. Распределения температуры θ (а), компонент тензоров напряжений
sxx (б) и деформаций exx (в) и мощности источника тепла q (г) при ω = 0,065
в отсутствие плавления и химических реакций в различные моменты времени:
сплошные линии — Nu = 0, штриховые — Nu = 2,5; 1 — τ = 0,1, 2 — τ = 0,35, 3 —
τ = 0,7
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деформации exx, ezz, напряжения syy. Итерации не используются. Сходимость проверяется
путем сгущения разностной сетки и варьирования шага по времени. Удовлетворительная
сходимость имела место при незначительном различии времен релаксации и параметра ∆.

5. Анализ результатов. Пусть источник начинает движение из точки ξ0 = 0,1. Хи-
мические реакции и плавление отсутствуют. Очевидно, что по мере движения источника
тепла вдоль поверхности зона прогрева постепенно увеличивается (рис. 1,а), максимум на-
пряжений (рис. 1,б) сдвигается вместе с максимумом температуры, деформации (рис. 1,в)
на поверхности отличны от нуля, что определяется заданными граничными условиями.
Положения максимумов напряжений и температуры соответствуют положению максиму-
ма источника тепла (рис. 1,г). Положение экстремумов в момент времени τ = 0,7 показано
штрихпунктирной линией, перпендикулярной оси абсцисс.

Учет потерь тепла, очевидно, приводит к уменьшению температуры и, соответствен-
но, напряжений и деформаций (штриховые линии на рис. 1,а–в). При этом напряжения
меняют знак. В дальнейшем процесс выходит на квазистационарный режим, которому
соответствуют постоянные максимальные значения температуры, напряжений и дефор-
маций.

При учете в модели плавления (рис. 2,а–в) значения всех параметров изменяют-
ся. Диапазон значений температуры плавления показан штрихпунктирными линиями на
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Рис. 2. Распределения температуры θ (а), компонент тензоров напряжений
sxx (б) и деформаций exx (в) и вязкой диссипации D (г) при Nu = 2,5 в различ-
ные моменты времени:
сплошные линии — связанная модель (ω = 0,2), штриховые — несвязанная модель

(ω = 0); 1 — τ = 0,1, 2 — τ = 0,35, 3 — τ = 0,7
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Рис. 3. Распределения доли жидкой фазы ηL (а), безразмерных теплоемко-
сти F (б) и вязкости τV (в) при Nu = 2,5, τ = 0,7:
I — двухфазная зона, II — зона расплава; 1 — связанная модель (ω = 0,2), 2 — несвя-
занная модель (ω = 0)

рис. 2,а. Максимальные потери на диссипацию наблюдаются на начальной стадии процес-
са (рис. 2,г).

Сравнение рис. 1, 2 показывает, что при данном наборе параметров учет связанности
процессов приводит к незначительному изменению температуры и компонент тензоров

напряжений и деформаций. Однако при учете связанности уменьшаются размеры обла-
сти, занятой расплавом, и двухфазной зоны, соответственно изменяются теплоемкость и
вязкость (рис. 3).

При наличии химической реакции картина существенно меняется (рис. 4). Во-первых,
вследствие тепловыделения в ходе реакции повышается температура. Распределения на-
пряжения и деформации становятся более немонотонными, что обусловлено немонотон-
ным изменением теплоемкости и вязкости. Во-вторых, если напряжения ускоряют реак-
цию (штриховые кривые на рис. 3), то она ускоряется перед движущимся источником
тепла, что приводит к выделению тепла перед внешним источником и дополнительному
искажению профилей напряжений и деформаций. Если напряжения замедляют реакцию,
то область расплава и зона реакции сужаются. При появлении химических напряжений
(g 6= 0) также возможно ускорение реакции перед движущимся источником и выход ее на
стационарный режим.

Заключение. Таким образом, в работе представлена связанная модель обработки
поверхности подвижным источником тепла, построенная на основе модели вязкоупругой
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Рис. 4. Распределения температуры θ (а), компонент тензоров напряже-
ний sxx (б) и деформаций exx (в) и степени превращения η (г) при Nu = 2,5,
ω = 0,065, g = 0 в различные моменты времени:
1 — τ = 0,1, 2 — τ = 0,35, 3 — τ = 0,7; сплошные линии — αV = 0, штриховые —
αV = 100

среды максвелловского типа с учетом изменения при плавлении теплоемкости и вязко-
сти. Разработан алгоритм численного решения задачи. Исследовано влияние плавления
на распределения компонент тензоров напряжений и деформаций. Показано, что связан-
ность процессов теплопереноса и деформирования приводит к сужению области расплава.
Обнаружено, что вследствие влияния напряжений химическая реакция перед движущим-
ся источником тепла ускоряется. Однако вследствие отсутствия данных о величине па-
раметра α количественная оценка ускорения реакции затруднена. В модели может быть
также учтено изменение других величин, например коэффициента теплового расширения,
в окрестности температуры плавления. Кроме того, при учете разных режимов сканиро-
вания поверхности, приводящих к сложным термическим циклам, могут появиться новые
эффекты [32].
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