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Рассмотрена задача о свободных радиальных колебаниях газовых пузырьков в жид-
кости. Детально исследована структура корней дисперсионного уравнения при нали-
чии теплообмена между фазами. Показано, что это уравнение имеет два комплексно-
сопряженных корня, а также бесконечное число действительных корней, причем все
корни лежат в левой комплексной полуплоскости, что обеспечивает затухание радиаль-
ных колебаний. Получены приближенные выражения для этих корней.

Ключевые слова: дисперсионное уравнение, газовые пузырьки в жидкости, свободные
колебания.

Рассмотрим газовый пузырек, свободно пульсирующий в идеальной несжимаемой
жидкости, в предположении сферической симметрии процесса и однородности давления
в пузырьке. Последнее имеет место, когда длина звуковой волны в газе значительно боль-
ше размера пузырька.

В рамках принятых допущений уравнения притока тепла и неразрывности для газовой

фазы в сферических эйлеровых координатах r, t имеют вид
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где ρ — плотность; T — температура; w — радиальная скорость; p — давление; cp —
теплоемкость при постоянном давлении; λ — теплопроводность.

Как показано в [1], граничное условие для температуры на поверхности пузырька

можно задать в виде

r = a(t): T = T0 = const, (2)

где a — радиус пузырька; T0 — температура жидкости.
Граничное условие в центре пузырька имеет вид

r = 0:
∂T

∂r
= 0. (3)

Динамика радиальных колебаний пузырька описывается уравнением Рэлея [2]
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, (4)

где p∞ — давление в жидкости вдали от пузырька; σ — коэффициент поверхностного

натяжения; ρe — плотность жидкости.
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Уравнение состояния газа имеет вид

p = ρRT, (5)

где R — газовая постоянная.
Условие однородности давления в пузырьке позволяет получить из (1), (5) соотноше-

ние
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где γ — показатель адиабаты газа.
В случае малых колебаний радиус пузырька определяется действительной частью

выражения

a = a0[1 + α exp (ht)],

где индекс 0 соответствует параметрам в невозмущенном состоянии; |α| � 1 — комплекс-
ное число; ω = Im h — частота колебаний.

Линеаризуем систему основных уравнений (1)–(6). Предполагается, что малые откло-
нения давления и температуры от соответствующих значений в состоянии равновесия

имеют вид [1–3]

p = p0[1 + P exp (ht)], T = T0[1 + θ(r) exp (ht)].

После линеаризации и перехода к безразмерным величинам систему уравнений (1)–(6)
можно записать следующим образом:

Hθ = ∇2θ + (1− 1/γ)HP ; (7)
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Решение уравнения (7) с граничными условиями (2), (3) имеет вид
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(
1− 1

γ

)
P

(
1− sh (H1/2ξ)
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)
. (9)

Из условия существования нетривиального решения системы линейных уравнений (7)–(9)
следует характеристическое уравнение относительно H — трансцендентное уравнение [2]

f(H) = f0(H) + f1(H) Kh (H) = 0; (10)

Kh (H) = H1/2 cth (H1/2)− 1, (11)

где f0(H), f1(H) — многочлены от H, причем степень второго многочлена меньше степени
первого многочлена.

В случае достаточно крупных пузырьков, когда можно пренебречь капиллярными
эффектами, имеем f0(H) = H2 + A2, f1(H) = εH, A =

√
3γN , ε = 3(γ − 1).

Последний член −1 в выражении для Kh (H) (11) можно объединить с первым много-
членом в (10). Однако в механических задачах именно коэффициент перед Kh (H) имеет
физический смысл, поэтому такое объединение не имеет смысла.
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Заметим, что Kh (H) является мероморфной функцией на всей комплексной плоско-
сти ζ (ветвления в точках ζ = 0 и ζ =∞ отсутствуют), при этом функция Kh (H) не зави-

сит от выбора знака перед квадратным корнем. Поэтому можно считать, что
√

H = x+ iy
при x > 0 или x = 0, y > 0. Докажем следующую лемму.

Лемма. Справедливо представление функции cth (x + iy) и ее модуля

cth (x + iy) =
sh (2x)− i sin (2y)

ch (2x)− cos (2y)
,

| cth (x + iy)| =

√
ch (2x) + cos (2y)

ch (2x)− cos (2y)
=

√
sh2 x + cos2 y

sh2 x + sin2 y
.

Доказательство. Функцию cth (x + iy) представим в виде

cth (x + iy) =
exp (x + iy) + exp (−x− iy)

exp (x + iy)− exp (−x− iy)
=

ch x cos y + i sh x sin y

sh x cos y + i ch x sin y
.

Умножив числитель и знаменатель на комплексно-сопряженное знаменателю число, нахо-
дим

cth (x + iy) =
ch x sh x(cos2 y + sin2 y) + i sin y cos y(sh2 x− ch2 x)

sh2 x cos2 y + ch2 x sin2 y
.

Перейдя к двойным аргументам (умножением на 2 числителя и знаменателя), получаем

cth (x + iy) =
sh (2x)− i sin (2y)

(ch (2x)− 1) cos2 y + (ch (2x) + 1) sin2 y
=

sh (2x)− i sin (2y)

ch (2x)− cos (2y)
.

Вычислим модуль этого выражения:

| cth (x + iy)| =

√
sh2(2x) + sin2(2y)

(ch (2x)− cos (2y))2
.

Учитывая, что

sh2(2x) + sin2(2y) = ch2(2x)− 1 + sin2(2y) = ch2(2x)− cos2(2y),

и разлагая члены данного выражения на множители, находим

| cth (x + iy)| =

√
ch (2x) + cos (2y)

ch (2x)− cos (2y)
.

Переходя от двойных аргументов к одинарным, получаем искомое представление для

| cth (x + iy)|.
Из полученного для функции cth (x + iy) представления

cth (x + iy) =
sh (2x)− i sin (2y)

ch (2x)− cos (2y)

следует, что полюсами функции Kh (H) являются точки

x = 0, y = πn, H = (iy)2 = −(πn)2, n = 1, 2, . . . ,

а нулями — решения уравнения tg y = y, H = −y2.
Полюсы функции Kh (H) являются полюсами и для характеристической функ-

ции f(H), а нули вида Hn = −y2
n, nπ < yn < (n + 1)π являются также нулями функ-

ции f(H), поскольку функция f(−y2) принимает действительные значения и в каждом из
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Рис. 1 Рис. 2

Рис. 1. Графический способ определения корней уравнения (12)

Рис. 2. Контур области, в которой применяется принцип аргумента

указанных интервалов меняется от −∞ до +∞. Эти нули (вычисляемые как действитель-
ные корни уравнения f0(−y2) + f1(−y2)(y ctg (y)− 1) = 0) определяют быстроубывающие
решения без колебаний (H — отрицательное действительное число). Последнее уравнение
можно записать в виде

tg y =
yf1(−y2)

f0(−y2)− f1(−y2)
, (12)

откуда следует, что в интервале nπ < yn < (n + 1)π характеристическое уравнение имеет
бесконечное число действительных корней. На рис. 1 показан качественный вид кривых,
описываемых левой и правой частями уравнения (12), для случая f0(H) = H2+A2, f1(H) =
εH, A =

√
3γN , ε = 3(γ − 1) в задаче о колебаниях достаточно крупного пузырька при

учете неоднородностей температуры внутри него.
Возникает вопрос о наличии других нулей (при этом нули могут появиться и на

отрицательной части прямой). Особый интерес представляют нули с положительной
действительной частью (неустойчивости). Рассмотрим область, ограниченную прямой

y 6 π(n + 1/4) при
√

H = x + iy. В плоскости H эта область ограничена параболой

(рис. 2):

Re H >
( Im H

2π(n + 1/4)

)2
− π2(n + 1/4)2.

Поскольку согласно лемме на границе области и в бесконечности | cth (x + iy)| = 1, при
больших H имеет место неравенство |f0(H)| > |f1(H)|. Следовательно, вдоль границы
рассматриваемой области аргумент функции f(H) изменяется так же, как аргумент функ-
ции f0(H). Из принципа аргумента [4] следует, что при достаточно большом n разность
количества нулей и полюсов в этой области равна N −P = deg (f0). В частности, для ука-
занной выше характеристической функции помимо действительных нулей имеется пара

комплексно-сопряженных нулей. Это свойство имеет место для любой правильной харак-
теристической функции (все комплексные нули входят в пары комплексно-сопряженных
чисел).

В рассмотренном примере функция f1(H) имеет малый множитель. В этом случае

в отсутствие кратных корней у функции f0(H) = 0 поиск нетривиальных нулей характе-
ристической функции сводится к следующей итерационной процедуре. ПустьH0 — некото-
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Рис. 3. Положение корней характеристического уравнения (10) на плоскости ζ

рый нуль f0(H), тогда Hk+1 = f−1
0 (−f1(Hk) Kh (Hk)) (f−1

0 — локальная обратная функция

вблизи соответствующего нуля функции f0(H)).

Вычислим корни характеристической функции H2 + A2 + εH(H1/2 cth (H1/2)− 1) = 0
в первом приближении по ε:

H ≈ iA
√

1 + (εi/A) Kh (iA) ≈ iA− (ε/2) Kh (iA). (13)

Вводя a =
√

2A и учитывая, что H1/2 = a(1 + i)/2, с использованием леммы получаем
выражение

Kh (iA) =
a(1 + i)

2

sh a− i sin a

ch a− cos a
− 1 =

a(sh a + sin a)

2(ch a− cos a)
− 1 + i

a(sh a− sin a)

2(ch a− cos a)
.

Подставляя это выражение в формулу (13), находим приближенные значения двух сопря-
женных корней

H ≈ ±iA
(
1− ε

2

sh a− sin a

ch a− cos a

)
− ε

2

((a/2)(sh a + sin a)− ch a + cos a

ch a− cos a

)
.

Следует отметить, что выражение в квадратных скобках всегда положительно, по-
этому действительная часть корней отрицательна. При этом все действительные корни по
абсолютной величине превышают действительную часть комплексных корней (рис. 3).

Нетрудно показать, что

0 <
sh a− sin a

2a(ch a− cos a)
<

1

6
.

Из этих неравенств следует, что при увеличении ε от нуля частота колебаний незначи-
тельно уменьшается. Путем дифференцирования легко установить, что у последней дроби
положителен не только знаменатель, но и числитель. Это означает, что соответствую-
щие решения являются более устойчивыми. Однако в реальных ситуациях эти решения
убывают (колеблясь) существенно медленнее даже наиболее медленно затухающего (без
колебаний) решения (значение ε мало). Ранее принцип аргумента использовался в ра-
боте [5] при исследовании структуры корней дисперсионного уравнения. Обзор работ по
данной тематике приведен в [6].

Таким образом, доказано, что все корни характеристического уравнения, кроме двух
комплексно-сопряженных, имеющих отрицательную действительную часть, являются от-
рицательными действительными числами и по абсолютной величине превышают действи-
тельную часть комплексных корней, т. е. быстро затухают и не вносят существенного
вклада в общее решение. Следует отметить, что корни с положительной действительной
частью, вызывающие неустойчивость, отсутствуют. Это свидетельствует о корректно-
сти результатов работ [1, 3], в которых характеристические трансцендентные уравнения
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решались численно, при этом находились лишь комплексно-сопряженные корни и на их
основе вычислялся декремент затухания.
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