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С использованием нелокальной градиентной теории деформации исследуются попереч-
ные колебания вязкоупругого листа при воздействии плоского магнитного поля и внеш-
них сил. Получено уравнение поперечных колебаний графенового листа и построены
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нелокальной градиентной теории деформаций исследовано влияние магнитного поля на
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Введение. Интерес к исследованию механических свойств графеновых листов обу-
словлен широким использованием однослойных графеновых листов в наноэлектромехани-
ческих системах.

В последнее время разработаны неклассические теории сплошной среды, в которых
учитывается влияние масштаба наноструктур. На основе нелокальной теории упругости
проведены исследования поведения различных наноструктур [1–8]. Теории нелокального
континуума описывают разупрочнение наноматериалов, но не их упрочнение, обнаружен-
ное в результате экспериментальных и теоретических исследований [9, 10]. Градиентная
теория деформации, предложенная в работе [11], описывает упрочнение материала. Для
описания как разупрочнения, так и упрочнения материала разработана нелокальная гра-
диентная теория деформации, содержащая нелокальный и масштабный параметры [12, 13].
С помощью этой теории в [14] изучены продольные колебания стержня. В работе [15] ука-
занная теория использована при исследовании распространения волн в нанопластине из

функционально-градиентного материала, подвергаемой нелинейному тепловому нагруже-
нию. В [16] с помощью нелокальной градиентной теории изучены затухающие колебания
графеновых листов с учетом гигротермических эффектов. Динамическое деформирование
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вязкоупругих графеновых листов под действием гармонической тепловой нагрузки иссле-
довано в работе [17].

Известно, что если графеновые листы расположены на магнитных подложках, они
намагничиваются. В последнее время проведен ряд исследований поведения графеновых
листов в магнитном поле. В работе [18] с использованием нелокальной теории упруго-
сти изучено влияние плоского магнитного поля на поперечные колебания однослойных

графеновых листов. В [19] построена нелокальная модель затухающих колебаний масс-
наносенсора из однослойного графенового листа с прикрепленными наночастицами, нахо-
дящегося под действием плоского магнитного поля. Влияние магнитного поля на распро-
странение волн в графеновом листе исследовано в [20] с использованием модифицированной
теории пластин, содержащей две неизвестные функции.

В данной работе с помощью нелокальной градиентной теории деформации изучают-
ся поперечные колебания однослойного вязкоупругого графенового листа, расположенного
на вязкоупругом основании и находящегося под действием плоского магнитного поля и

равномерно распределенной гармонической нагрузки.

1. Формулировка задачи и ее математическое решение. Прямоугольный гра-
феновый лист длиной a, шириной b и толщиной h покоится на вязкоупругом основании и
находится под влиянием магнитного поля, действующего в плоскости листа, и внешней
силы fe (рис. 1). Внешняя сила fe действует на верхнюю поверхность графенового листа.

В соответствии с теорией плит Кирхгофа смещения произвольной точки листа выра-
жаются через смещения точек срединной поверхности:

u(x, y, z, t) = u0(x, y, t)− z
∂w0

∂x
, v(x, y, z, t) = v0(x, y, t)− z

∂w0

∂y
,

w(x, y, z, t) = w0(x, y, t),

где u, v, w — компоненты вектора смещения произвольной точки листа; u0, v0, w0 —
компоненты вектора смещения точки срединной поверхности в направлениях x, y, z со-
ответственно. Соотношения между компонентами тензора деформаций и компонентами

Hx

y y

z

x

x

h

a

b

fe

à á

1

2

Рис. 1. Прямоугольный графеновый лист (1), покоящийся на вязкоупругом
основании (2) и подвергающийся воздействию плоского магнитного поля и

внешних сил:
а — графеновый лист, покоящийся на неподвижном основании, б — магнитное поле
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вектора смещения имеют вид εxx

εyy

γxy

 =

 ε0
xx

ε0
yy

γ0
xy

 + z

 κxx

κyy

κxy

 =

 ∂u0/∂x
∂v0/∂y

∂u0/∂y + ∂v0/∂x

 + z

 −∂2w0/∂x2

−∂2w0/∂y2

−2∂2w0/∂x ∂y

 ,

где  ε0
xx

ε0
yy

γ0
xy

 =

 ∂u0/∂x

∂v0/∂y

∂u0/∂y + ∂v0/∂x

 ,

 κxx

κyy

κxy

 =

 −∂2w0/∂x2

−∂2w0/∂y2

−2 ∂2w0/∂x ∂y

 .

Поскольку графеновый лист подвергается воздействию магнитного поля H =
(Hx, 0, 0) в направлении x, вектор силы Лоренца, индуцированной одноосным магнитным
полем, представляется в виде [21]

f(fx, fy, fz) = η
[
0i + H2

x

(∂2v

∂x2
+

∂2v

∂y2
+

∂2w

∂z ∂y

)
j + H2

x

(∂2w

∂x2
+

∂2w

∂y2
+

∂2v

∂y∂z

)
k
]
,

где fx, fy, fz — компоненты силы Лоренца f в направлениях x, y, z. Для рассматриваемого
процесса колебаний имеем

fx = 0, fy = −zηH2
x

(∂3w

∂y3
+

∂3w

∂x2 ∂y

)
, fz = ηH2

x

(∂2w

∂x2
+

∂2w

∂y2

)
(η — магнитная проницаемость).

Следовательно, выражение для поперечной силы, индуцированной силой Лоренца,
можно записать в виде

qm(qx
m, qy

m, qz
m) =

h/2∫
−h/2

f dz = 0i + 0j + ηhH2
x

(∂2w

∂x2
+

∂2w

∂y2

)
k.

Нелокальная градиентная теория деформации содержит как нелокальную теорию

упругости, так и градиентную теорию деформации вследствие наличия двух масштабных
параметров. Определяющие соотношения нелокальной градиентной теории деформации
имеют вид [17]

[1− (ea)
2∇2]σij = (1− l2∇2)Cijklεkl, (1)

где σij — компоненты тензора напряжений; εkl — компоненты тензора деформации; ∇2 —
оператор Лапласа; Cijkl — тензор модулей упругости; ea — параметр нелокальности; l —
масштабный параметр, имеющий размерность длины и учитывающий влияние градиента
деформации.

В рамках модели Кельвина с учетом уравнений (1) определяющие соотношения для
однородного вязкоупругого графенового листа можно записать в следующем виде:

[1− µ∇2]

 σxx

σyy

σxy

 = [1− l2∇2]
[
1 + τd

∂

∂t

]  Q11 Q12 0
Q21 Q22 0
0 0 Q66

 εxx

εyy

γxy

 . (2)

Здесь τd — коэффициент демпфирования для вязкоупругой среды; µ = (ea)
2; Q11 = Q22 =

E/(1−ν2); Q12 = Q21 = νE/(1−ν2); Q66 = G12. Силы и моменты определяются следующим
образом:

(Nxx, Nyy, Nxy) =

h/2∫
−h/2

(σxx, σyy, σxy) dz, (Mxx, Myy, Mxy) =

h/2∫
−h/2

(σxx, σyy, σxy) z dz. (3)
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С учетом (2), (3) выражения для сил и моментов имеют вид

[1− µ∇2]

 Nxx

Nyy

Nxy

 = [1− l2∇2]
[
1 + τd

∂

∂t

]  A11 A12 0
A21 A22 0
0 0 A66

 ε0
xx

ε0
yy

γ0
xy

 ;

[1− µ∇2]

 Mxx

Myy

Mxy

 = [1− l2∇2]
[
1 + τd

∂

∂t

]  D11 D12 0
D21 D22 0
0 0 D66

 κxx

κyy

κxy

 , (4)

где A11 = A22 = Eh/(1 − ν2); A12 = A21 = νEh/(1 − ν2); A66 = G12h; D11 = D22 =
Eh3/[12(1− ν2)]; D12 = D21 = νEh3/[12(1− ν2)]; D66 = G12h

3/12.
Согласно второму закону Ньютона уравнения движения бесконечно малого элемента

листа записываются в виде

q +
∂Qx

∂x
+

∂Qy

∂y
= ρh

∂2w

∂t2
,

∂Myy

∂y
+

∂Mxy

∂x
= Qy,

∂Nxx

∂x
+

∂Nxy

∂y
= ρh

∂2u

∂t2
,

∂Nyy

∂y
+

∂Nxy

∂x
= ρh

∂2v

∂t2
,

где ρ — плотность материала листа; Qx, Qy — перерезывающие силы; q — внешняя

сила, представляющая собой сумму внешней нагрузки, силы fe, индуцированной плоским
магнитным полем, и силы демпфирования:

q(x, y, t) = −kw − c
∂w

∂t
+ ηhH2

x

(∂2w

∂x2
+

∂2w

∂y2

)
+ fe

(k, c — коэффициент жесткости основания Винклера и коэффициент демпфирования вяз-
коупругой среды соответственно). Пренебрегая смещениями u, v в плоскости листа, полу-
чаем следующее дифференциальное уравнение движения:

∂2Mxx

∂x2
+

∂2Myy

∂y2
+ 2

∂2Mxy

∂x ∂y
= ρh

∂2w

∂t2
− q. (5)

С учетом (4) уравнение (5) записывается в виде

ρh
∂2w

∂t2
− q + (1− l2∇2)

(
1 + τd

∂

∂t

)(
D11

∂4w

∂x4
+ D22

∂4w

∂y4
+ 2(D12 + 2D66)

∂4w

∂x2 ∂y2

)
=

= µ
( ∂2

∂x2
+

∂2

∂y2

)(
ρh

∂2w

∂t2
− q

)
. (6)

Для свободно опертого листа задаются следующие краевые условия:

w(x, 0, t) = w(x, b, t) = 0, w(0, y, t) = w(a, y, t) = 0,

Mxx(0, y, t) = Mxx(a, y, t) = 0, Myy(x, 0, t) = Myy(x, b, t) = 0.
(7)

2. Решение задачи о колебаниях листа. Решение уравнения (6) с краевыми усло-
виями (7) представим в виде

w(x, y, t) =
∞∑

m,n=1

Tmn sin (αmx) sin (βny), m, n = 1, 2, 3, . . . ,∞, (8)

где αm = mπ/a; βn = nπ/b; Tmn = W eΩmnt; W — неизвестный коэффициент.
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При внешней силе fe, равной нулю, имеем задачу о свободных колебаниях. Подстав-
ляя (8) в уравнение (6), получаем квадратное уравнение

MΩ2
mn + (C1 + C2)Ωmn + (K + Dns + H) = 0, (9)

где

M = [1 + µ(α2
m + β2

n)]ρh, D = D11α
4
m + D22β

4
n + 2(D12 + 2D66)α

2
mβ2

n,

C1 = c[1 + µ(α2
m + β2

n)], C2 = τdD[1 + l2(α2
m + β2

n)], K = k[1 + µ(α2
m + β2

n)],

Dns = [1 + l2(α2
m + β2

n)]D, H = [1 + µ(α2
m + β2

n)]ηhH2
x(α2

m + β2
n).

Решение квадратного уравнения (9) имеет вид

Ωmn = −C1 + C2

2M
± i

√
K + Dns + H

M
−

(C1 + C2

2M

)2
, i =

√
−1.

От комплексных собственных значений Ωmn можно перейти к комплексным собственным

частотам iωmn.
Вводя безразмерные параметры

Ω̄mn = Ωmna2

√
ρh

D11
, ω̄mn = ωmna2

√
ρh

D11
, k̄ = k

a4

D11
, c̄ = ca2

√
1

ρhD11
,

τ̄d = τd
1

a2

√
D11

ρh
, µ̄ =

µ

a2
, l̄ =

l

a
, R =

a

b
, ᾱm = mπ, β̄n = nπ,

Mp =
ηhH2

xa2

D11
, D̄ij =

Dij

D11
, i, j = 1, 2, 6

и выполняя некоторые упрощения, безразмерные комплексные собственные частоты мож-
но представить в виде

ω̄mn = ω̄u(±
√

1− ξ2 + iξ), (10)

где ω̄u, ξ — безразмерная собственная частота незатухающих колебаний и декремент за-
тухания соответственно:

ω̄u =

√
K̄ + D̄ns + H̄

M̄
, ξ =

C̄1 + C2

2M̄

/√
K̄ + D̄ns + H̄

M̄
,

M̄ = 1 + µ̄(ᾱ2
m + R2β̄2

n), D̄ = D̄11ᾱ
4
m + 2(D̄12 + 2D̄66)ᾱ

2
mR2β̄2

n + D̄22R
4β̄4

n,

C̄1 = c̄[1 + µ̄(ᾱ2
m + R2β̄2

n)], C̄2 = τ̄dD̄[1 + l̄2(ᾱ2
m + R2β̄2

n)], K̄ = k̄[1 + µ̄(ᾱ2
m + R2β̄2

n)],

D̄ns = [1 + l̄2(ᾱ2
m + R2β̄2

n)]D̄, H̄ = [1 + µ̄(ᾱ2
m + R2β̄2

n)]Mp(ᾱ
2
m + R2β̄2

n).

Следует отметить, что вещественная часть выражения ω̄u

√
1− ξ2 является безразмерной

собственной частотой ω̄d затухающих колебаний. В отсутствие плоского магнитного поля
(Hx = 0) частота затухающих колебаний совпадает с частотой затухающих колебаний в
классической нелокальной градиентной теории деформации [22]. При неучете градиента
деформации (l = 0) частота затухающих колебаний совпадает с частотой, соответствую-
щей частоте в классической нелокальной теории упругости [8].
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В случае вынужденных колебаний предполагается, что выражение для внешней силы
записывается в виде fe = f0(x, y) cos (ωt). В этом случае из (9) следует

∞∑
m,n=1

sin (αmx) sin (βny)
[
T̈mn +

C1 + C2

M
Ṫmn +

K + H + Dns

M
Tmn

]
=

=
∞∑

m,n=1

Cmn cos (ωt) sin (αmx) sin (βny)

ρh
,

где Cmn =
4

ab

a∫
0

b∫
0

f0(x, y) sin (αmx) sin (βny) dx dy. Для неизвестных функций времени Tmn

получаем дифференциальные уравнения

T̈mn +
C1 + C2

M
Ṫmn +

K + H + Dns

M
Tmn =

Cmn cos (ωt)

ρh
,

решение которых представляется в виде

Tmn = Tmnc + Tmnp,

где

Tmnc = K1 e−A/2+i
√

B−(A/2)2 + K2 e−A/2−i
√

B−(A/2)2 ,

Tmnp = x sin (ωt) + y cos (ωt);
(11)

A = (C1 + C2)/M, B = (K + H + Dns)/M.

Из (11), (8) с учетом начальных условий w
∣∣
t=0

= 0, (∂w/∂t)
∣∣
t=0

= 0 следует

Tmn =
Cmn

ρh

1√
(Aω)2 + (B − ω2)2

sin
(
ωt + tg−1 B − ω2

Aω

)
+

+ K1 e−A/2+i
√

B−(A/2)2 + K2 e−A/2−i
√

B−(A/2)2 , (12)

где

K1 = −Cmn

ρh

1√
(Aω)2 + (B − ω2)2

×

×
{

sin
(

tg−1 B − ω2

Aω

)[
− A

2
− i

√
B −

(A

2

)2 ]
− ω cos

(
tg−1 B − ω2

Aω

)}/
/{[

− A

2
− i

√
B −

(A

2

)2 ]
−

[
− A

2
+ i

√
B −

(A

2

)2 ]}
,

K2 = −Cmn

ρh

1√
(Aω)2 + (B − ω2)2

×

×
{

sin
(

tg−1 B − ω2

Aω

)[
− A

2
+ i

√
B −

(A

2

)2 ]
− ω cos

(
tg−1 B − ω2

Aω

)}/
/{[

− A

2
+ i

√
B −

(A

2

)2 ]
−

[
− A

2
− i

√
B −

(A

2

)2 ]}
.
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Подставляя (12) в (8), получаем

w =
∞∑

m,n=1

sin (αmx) sin (βny)
{Cmn

ρh

1√
(Aω)2 + (B − ω2)2

sin
(
ωt + tg−1 B − ω2

Aω

)
+

+ K1 e(−A/2+i
√

B−(A/2)2 )t + K2 e(−A/2−i
√

B−(A/2)2 )t
}

.

Вводя безразмерные величины и учитывая (10), имеем

ω̄u =
√

B̄ , ξ =
Ā

2ω̄u
, x̄ =

x

a
, ȳ =

y

b
=

Ry

a
,

Ā = c̄ + τ̄d
1 + l̄2(ᾱ2

m + R2β̄2
n)

1 + µ̄(ᾱ2
m + R2β̄2

n)
[D̄11ᾱ

4
m + D̄22R

4β̄4
n + 2(D̄12 + 2D̄66)ᾱ

2
mR2β̄2

n],

B̄ = k̄ + (ᾱ2
m + R2β̄2

n)Mp +

+
1 + l̄2(ᾱ2

m + R2β̄2
n)

1 + µ̄(ᾱ2
m + R2β̄2

n)
[D̄11ᾱ

4
m + D̄22R

4β̄4
n + 2(D̄12 + 2D̄66)ᾱ

2
mR2β̄2

n].

Таким образом, выражение для безразмерного смещения при вынужденных колебаниях
записывается следующим образом:

w̄ =
∞∑

m,n=1

sin (ᾱmx̄) sin (β̄nȳR2)
16f0

π2

1√
(2ω̄uξω̄)2 + (ω̄2

u − ω̄2)2
×

×
[
sin

(
ω̄t̄ + tg−1 ω̄2

u − ω̄2

2ω̄uξω̄

)
− K̄1 e(−ω̄uξω̄+i

√
ω̄2

u−(ω̄uξω̄)2 )t̄ − K̄2 e(−ω̄uξω̄−i
√

ω̄2
u−(ω̄uξω̄)2 )t̄

]
.

Здесь ω̄ = ωa2
√

ρh/D11 — безразмерная частота вынужденных колебаний; t̄ = tω/(2π) —
безразмерное время,

K̄1 =

sin
(

tg−1 ω̄2
u − ω̄2

2ω̄uξω̄

) (
− ω̄uξω̄ − i

√
ω̄2

u − (ω̄uξω̄)2
)
− ω̄ cos

(
tg−1 ω̄2

u − ω̄2

2ω̄uξω̄

)
(
− ω̄uξω̄ − i

√
ω̄2

u − (ω̄uξω̄)2
)
−

(
− ω̄uξω̄ + i

√
ω̄2

u − (ω̄uξω̄)2
) ,

K̄2 =

sin
(

tg−1 ω̄2
u − ω̄2

2ω̄uξω̄

) (
− ω̄uξω̄ + i

√
ω̄2

u − (ω̄uξω̄)2
)
− ω̄ cos

(
tg−1 ω̄2

u − ω̄2

2ω̄uξω̄

)
(
− ω̄uξω̄ + i

√
ω̄2

u − (ω̄uξω̄)2
)
−

(
− ω̄uξω̄ − i

√
ω̄2

u − (ω̄uξω̄)2
) .

3. Результаты исследования и их обсуждение. Ниже представлены результаты
решения задачи о колебаниях графенового листа, находящегося в магнитном поле, в рам-
ках нелокальной градиентной теории деформации. Полученные результаты сравниваются
с имеющимися в литературе. Графеновый лист имел следующие механические и геомет-
рические параметры: толщина h = 0,090 969 56 нм, модуль Юнга E = 3,792 477 39 ТПа,
коэффициент Пуассона ν = 0,17, модуль сдвига G12 = E/2(1 + ν) [23–25]. Безразмерные
коэффициенты вязкоупругой среды имели значения c̄ = 1, k̄ = 10, коэффициент демпфиро-
вания равен τ̄d = 0,01 [16, 26].

Результаты решения задачи представлены на рис. 2. Видно, что с увеличением па-
раметра µ̄ коэффициент демпфирования затухающих и незатухающих свободных колеба-
ний уменьшается, а с увеличением параметра l̄ — увеличивается. Следует отметить, что
влияние параметра µ̄ на коэффициент демпфирования является более существенным, чем
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Рис. 2. Зависимости коэффициента демпфирования при свободных колебаниях
листа ξ (а), а также частоты незатухающих ω̄u (б) и затухающих ω̄d (в) сво-
бодных колебаний от напряженности магнитного поля Mp при a = b = 10 нм,
m = n = 1 и различных значениях параметров l̄, µ̄:
1 — µ̄ = 0, l̄ = 0, 2–4 — µ̄ = 0,1 (2 — l̄ = 0, 3 — l̄ = 0,05, 4 — l̄ = 0,1), 5–7 — µ̄ = 0,2
(5 — l̄ = 0, 6 — l̄ = 0,05, 7 — l̄ = 0,1)

влияние параметра l̄. С увеличением напряженности магнитного поля Mp коэффициент

демпфирования уменьшается, а частоты затухающих и незатухающих колебаний увели-
чиваются.

На рис. 3 представлены результаты решения задачи о вынужденных колебаниях гра-
фенового листа, а именно зависимости прогиба в центре листа от времени и частоты
воздействия внешней силы соответственно.

Прогиб существенно увеличивается при увеличении параметра нелокальности µ̄ и

незначительно уменьшается при увеличении параметра градиентности l̄. Из зависимо-
стей, приведенных на рис. 3,а, следует, что затухание колебаний происходит быстрее,
если при решении задачи используются соотношения градиентной теории деформаций с

учетом параметра нелокальности. Амплитуда колебаний графенового листа со временем
уменьшается, и при t̄ > 5 затухающие колебания становятся установившимися. Поэто-
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Рис. 3. Зависимости прогиба в центре листа от времени при ω̄ = 5 (а) и от
частоты воздействия внешней силы при t̄ = 10 (б) в случае вынужденных ко-
лебаний (a = b = 10 нм, m = n = 1, Mp = 5)
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Рис. 4. Зависимость прогиба графенового листа от напряженности магнитного
поля в случае вынужденных колебаний (a = b = 10 нм, m = n = 1, t̄ = 10, ω̄ = 5)

му на рис. 3,б, 4 зависимости приведены при t̄ = 10. Прогиб изменяется при изменении
частоты воздействия внешней силы и достигает максимального значения при ω̄/ω̄d ≈ 1.

На рис. 4 приведена зависимость прогиба от величины напряженности магнитного по-
ля при вынужденных колебаниях графенового листа. Видно, что при наличии магнитного
поля прогиб существенно уменьшается.

Заключение. С использованием нелокальной градиентной теории деформации изуче-
ны поперечные колебания вязкоупругого графенового листа, подвергаемого воздействию
плоского магнитного поля и внешних сил. Получены уравнение колебаний графенового

листа и его решения в случаях затухающих и незатухающих колебаний.
Установлено, что частота затухающих и незатухающих колебаний, а также коэффи-

циент демпфирования зависят от параметра градиентности и параметра нелокальности.
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В расчетах с учетом параметра нелокальности коэффициент демпфирования и частоты

затухающих и незатухающих колебаний уменьшаются, а прогиб графенового листа уве-
личивается. В расчетах с учетом параметра градиентности имеют место обратные зако-
номерности. При наличии плоского магнитного поля уменьшаются коэффициент демпфи-
рования и поперечный прогиб графенового листа, но увеличиваются частоты затухающих
и незатухающих колебаний.
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